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ランジ、ユパン系の非平衡状態における

エネルギー流と揺動散逸関係の破れとの関係

京都大学大学院理学研究科 原田崇広 1

ランジュパン方程式で記述される系の非平衡定常状態において、散逸率と揺動散逸関係との破れとをつ

なぐ等式関係を提示する。非平衡定常状態にある系においては、外部から受け取ったエネルギーを環境(熱

浴)へと散逸する事によって、系が定常状態に維持される。一方、熱平衡状態にある系では、熱力学変数の

フラックスの揺らぎと応答係数との間に、系および熱浴の温度を介した簡潔な関係が成立することが知ら

れており、揺動散逸定理と呼ばれている。しかし、そのような関係(揺動散逸関係)は、平衡から遠く離れ

た系においては成立しない。本稿では、ランジュパン方程式で記述されるような非平衡系においては、系の

エネルギー散逸率が揺動散逸関係の破れの度合いを用いて表現できる事を示す。ここで提示した関係式は、

実験的に測定可能な量だけで閉じているため、様々な実験系に応用することが可能である。特に、生体分子

モーターの運動メカニズムを解明する上で、本稿で提示する結果がどのように役立つかを議論する。

1 はじめに

近年の実験技術の発展に伴って、分子モーターのようなタンパク質複合系について、定量的な

実験が可能になり、詳細な実験データが得られつつある。そうして得られた実験結果を解釈する

ために、これまでにも様々な理論的アプローチがとられていて、それらは大きく二つに分けられ

るであろう。一つは可能な限り系の詳細を取り込んだモデルを用いて分子動力学計算を行い、実

験データの定量的解釈を目指すもの、もう一つは非常に抽象化された“おもちゃ"のモデ、ルを詳し

く解析して、実験結果の定性的な理解を与えようとするもの (e.g.ラチェット模型など)である。

現実に存在する分子モーターのメカニズムを理解するためには、前者のような方法論は避けて通

れないと考えられるが、現時点では解析可能な系のスケールに制限が大きいのも実情である。か

といって後者のような抽象的なモデルでは、実験結果の定量的な側面を説明しきれないし、また

同じような結果を与えるモデルはいくつでも考えることができるという本質的な困難がある。

抽象モデルのそのような問題点は、モデ、ルが実験的に測定可能な物理量だけで閉じていないこ

とに由来している。たとえばラチェット模型では周期ポテンシャルの存在をしばしば仮定するが、

その周期ポテンシャルのプロファイルを実験的に測定するのはきわめて困難である。また系に課

されている非平衡条件を実験的に特定するのも容易ではない。従って、実験との比較に耐えうる

予言をするためには、実験的に測定可能な量だけで閉じた、定量的な命題を提出する必要がある。
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その命題は、モデルの解釈などに依存することなく、実験的測定のみからテストされなければな

らない。

本稿では、そのような命題の一つの例として、非平衡ランジュパン系において最近示された、エ

ネルギ一散逸率を他の測定量と関係づける等式関係を紹介する [1，2]0 

2 モデルと結果

ここで扱うのは、一次元線路上を微粒子がブラウン運動しているような系である。粒子は以下

のようなランジュパン方程式に従って運動するとする。

γ土(t)= F (x(t)，σ(t)) +と(t)+εん(t)， 、lz
J

噌
'
ム
，，I
R

、

ここでγは散逸係数、と(t)は平均0、分散2ikBTの白色ガウスノイズで、 Tは系の温度である。

F(x(t)，σ(t))は系に働く力(保存力/非保存力含む)であり、ここでは粒子の内部状態?σ(t)，に

依存するとしている。 σ(t)は{O，1，.一，nー 1}上のPoisson過程であるとし、 σ→ σFという状態

間遷移が起こる遷移率， ασcr'(x)，は一般に粒子の座標に依存しても良い。またここでは、粒子の内

部状態によって、粒子が感じるポテンシャル(周期tの周期ポテンシャルとする)が切り替わる、

とする。つまり
θUσ(x) 

F(い)三ーす了 (2) 

ただし Uσ(x)は状態σにおいて粒子が感じるポテンシャル、とする。 (1)式右辺の最後の項は、系

の応答を測定するための微小外力である (ε<<1)。

ここで導入したモデル (1)，(2)は、フラッシングラチェットと呼ばれる有名なモデ、ルである。こ

のモデ、ルでは、粒子の内部状態の遷移確率， ασσ，(x)，と各状態におけるポテンシャル，Ucr(x)，と

が、任意の σ，(J'， xについて次のような条件(詳細釣り合いの条件)を満たしている場合に限り、

系が熱平衡に達する。

e-Uσ(X)jkBTασゲ(x)= e-u，〆(X)jkBl'ασFσ(x) (3) 

そのような熱平衡状態においては、粒子の平均速度，vs，はOであるし、また系への正味のエネル

ギー入出力も Oである。一方、遷移率やポテンシャルが条件 (3)を破っている場合には、系は非平

衡定常状態に達する。つまり粒子は一般に Oでない平均速度を持ち、また外部から受け取ったエ

ネルギーを熱浴へと散逸している。詳細は最近の総説 [3ぅ4]を参照されたい。

さて我々はこの系の内部の構造を知らないとして、外部からの測定可能な量だけによってこの

系の非平衡定常状態を特徴づけたいと考える。そのために以下のような、測定可能な物理量を定

義しておく。まず、定常状態(ε=0)における平均速度%三(土(t))。を測ることができる。ここで

(・・・)。は摂動がない状態におけるアンサンプル平均を表す。また平均速度からの揺らぎの相関関数

C(t)三([土(t)-vs][x(O) -vs])o， (4) 
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も測定可能である。次に、粒子に微小外力εん(t)を及ぼした場合の平均速度の応答は、応答関数

R(t)を用いて次のように特徴づけられる。

州 c- Vs =εムR(t一州柿+O(ε2)ぅ (5) 

ただし、(一.)cは摂動がかかった状態におけるアンサンプル平均を表す。ここでR(t)はt三0での

み定義されているが、因果律の結果として、時刻tの速度はそれより過去の時間の摂動の影響しか

受けないから、 t<Oでは R(t)= 0と定義しておくのが自然である。

さて、系のパラメータが条件 (3)を満たしており系が平衡に達している場合、ここで定義した相

関関数と応答関数の聞には、 tさOにおいて次のような関係が成立する事を示せる [5]0

C(t) = kBTR(t) (6) 

ここで、任意の関数A(t)のFourier変換を次のように定義すると、

rOO 

λ(ω) = / A(t)eiwtdt. 
J-OO 

(6)式のFourier変換は次のようになる。

(7) 

C(ω) = 2kBTR'(ω) (8) 

ただし、 fは実部を表す。一方、パラメータが条件 (3)を満たしておらず、系が非平衡定常状態に

ある場合には、相関関数と応答関数の聞に (6)や (8)のような関係(以下、「揺動散逸関係」と呼

ぶ)は成り立たない。

もう一つ非平衡系を特徴づけるために重要な物理量として、系が単位時間当たりに熱浴へと散

逸するエネルギー，J(t)，がある。

J(t)dt == b土(t)ーと(t)]0 dx(t)， (9) 

ただし O はStratonovichの意味での積である [6]0非平衡定常状態においてはエネルギーバランス

から、 (J(t))。は系が単位時間当たりに入力されるエネルギーに等しい。当然この量は、平衡にお

いてOであり、非平衡定常状態では一般に正の値をとる(熱力学第2法則)。

以上の準備のもとで、以下のような関係式を証明することができる。

[定理]定常状態における散逸率J(t)の平均は、揺動散逸関係の破れを用いて以下のように表せる。

("  {OO r -. _ e"' .. . 1 dω1 
(J)o =叶かん lC(ω)-2kBTR'(ω) J ;;ト (山)

証明については、文献山を参照されたい。
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3 物理的意昧について

(10)式右辺は、平衡状態で成り立つ揺動散逸関係 (8)が、非平衡定常状態において破れている

度合いを表していることに注意されたい。つまり (10)式は、非平衡定常状態にあるランジュパン

系の定常エネルギ一散逸率を、実験的に測定可能な揺動散逸関係の破れとして評価できることを

表しており、冒頭で述べたような、測定可能量で閉じた命題を与えている。また、 (10)式の特徴

として、元のモデル (1)の詳細、例えばF(x，σ)としてどんな関数を選ぶかなど、には依存しない

形をしていることが挙げられる。実際に、 F(x，σ)をどのように選ぼうとも、最後の結果(10)はそ

のままの形で成立することを示せる。それだけでなく、 (10)はラチェットモデ、ルに限らず、非常に

広いクラスのL叩 gevin系で一般的に成立する関係式になっている。ここでは詳細に述べる余裕が

ないが、 (10)式の結果は、系の自由度がもっと多い場合や、時間周期的な外力によって駆動され

る系の場合、また慣性の効く場合などにも一般化することができる。

次に、生体分子モーターの運動メカニズムを調べるために、ここで述べた結果がどのように使

えるかを議論する。分子モーター系(モーター及びレールのタンパク質複合系)は、多数の複雑

な分子からなる複合系であり、従って非常に多くの自由度を持つ系である。しかしながら、ある種

の分子モーターの挙動を簡単なラチェットモデルを通して理解できるという示唆が実験的に得られ

つつある [7]。非常にたくさんの自由度を持つはずの系の振る舞いが、せいぜい 1""""'2自由度のラ

チェットモデ、ルで、記述できるという事は決して自明ではない。そこで、この「分子モーターの運動

を何らかのランジ、ュパン方程式で記述できる (A)Jという仮定は定量的に検証される必要がある。

一方、この節の始めに述べた事柄から、関係式 (10)は、仮定 (A)が妥当であれば、分子モー

タ一系でも成立することが予想される。そこで、もしも実験的に式 (10)が成り立つことを確認で

きたならば、それは仮定 (A)の妥当性の定量的な検証を与えることになる。逆に、もし式(10)が

実験で否定された場合、それはモーターの運動を記述するのに、その重心の並進運動だけを扱っ

た(1)式のようなモデ、ルは妥当でないことになる。つまり、それ以外の何らかの自由度(分子の内

部運動の自由度などであろう)が、モーターのエネルギー変換メカニズムにおいて重要な役割を

果たしているという示唆が、 (10)式の検証を通して得られるのである。

このような観点から生体分子モーター系を解析することは、これまで行われなかったことであ

り、どのような自由度が重要で、どれはそれほど重要でないかを実験的に判断する上で、有用な

指針を与えられることが期待される。

4 まとめおよび今後の課題

本稿では、非平衡定常状態にあるランジュパン系において、揺動散逸関係の破れがエネルギー

散逸率に結びついていることを示す等式関係を提示した。この関係式は、モデ、ルの詳細によらず、

また線形非平衡の範囲を越えて厳密に成立する結果である。今後、このような関係式が成立する

範囲がどこまで一般化できるのかを探ると共に、さまざまな実験系において検証していくことは、

平衡から遠く離れた系の理解に大きく役立つことが期待される。
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