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1 序

最近Marberg[18]はシンプレクティック・シフト Hecke挿入(symplecticshifted Hecke 

insertion)を導入した．これは Grothendieck多項式の研究のために Buch,Kresch, 

Shimozono, Tamvakis, およびYong[3]が導入した Hecke挿入のシンプレクティック・

シフト類似になっている．シンプレクティック・シフト Hecke挿入のアルゴリズムを用

いて， Marbergはシンプレクティック Hecke語の増大列分解と同じ型 (shape)のシフ

トYoungタブロー (tableau)の対 (1つは増大シフト・タブロー，もう 1つは集合値

(set-valued)シフト・タブロー，それぞれ挿入タブローおよび記録タブローと呼ぶ）の間

の全単射を構成した [18]. シンプレクティック Hecke語をその簡約語 (reducedword) 

に制限した場合，それは固定点のない (fixed-point-free;FPF)対合 (involution)語と

呼ばれ， シンプレクティック・シフト Hecke挿入はFPF対合Coxeter-Knuth挿入と呼

ばれる．また集合値シフト・タブローはプライム付き (primed)タブローに置き換わる．

一方， AssafとOguz[1, 2]および筆者 [14]は独立にプライム付きタブローの集合が

Grantcharovら[6,7, 8, 9]によって見出された奇妙な (queer)Lie超代数に対するクリ

スタル（以下では奇妙な超クリスタルと呼ぶ）の構造を持つことを示した．

以上の結果を組合わせると FPF対合語の増大列分解の集合には奇妙な超クリスタル構

造が入ることが期待され，実際そうであることが示される．このため 2つの FPF対合語

に対し，これらがCoxeter-Knuth関係 ([18]では Coxeterbraid関係）を持つことの必

要十分条件が， FPF対合Coxeter-Knuth挿入において同じ挿入タブローを持つことであ
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ることを示す．これにより FPF対合語の集合とプライム付きタブローの集合の間に 1対

1対応を確立することができる．

本稿の構成は以下のようになっている．第 2節で奇妙な Lie超代数に対するクリスタル

について概説する．増大シフト・タブローとプライム付きタブローの定義は第 3節で与え

る．第 4節では [18]で導入された FPF対合 Coxeter-Knuth挿入のアルゴリズムについ

て説明し， 2つの FPF対合語に対し，これらがCoxeter-Knuth関係 ([18]では Coxeter

braid関係）を持つことの必要十分条件が， FPF対合 Coxeter-Knuth挿入において同じ

挿入タブローを持つことであることを示す（定理 4.2).第 5節でFPF対合語の増大列分

解の集合が奇妙な超クリスタル構造を持つことを示す（定理 5.1).

2 奇妙な Lie超代数に対するクリスタル

まず一般線型 Lie代数 g((n)に対するクリスタル，単に g((n)クリスタル [4,16, 17] 

について簡単に俯眼する.P = EE汀~1ZEiをウェイト格子， pV= EI兒=lZkiを双対

ウェイト格子とし，〈Ei,kj〉=6ij(i,j=l, ... ,n)とする. { ai = Ei―Ei+l I 1 ::; i < n} 

を単純ルートの集合とし，{hi = ki -ki+1 11 ::; i < n}を単純コルートの集合とする．

p+ ={入 I入EP,〈入， hり ~O(i=l,... ,n-1)}を支配的整ウェイトの集合とする．

定義 2.1 B を集合とし，写像 wt:B→ P と ei,Ji : B→ B LJ {O}が与えられ
ているものとする.Bが g((n)-crystalであるとは， i= 1, ... ,n -1に対し以下の

性質が満たされるときをいう．まず bEBに対しら(b):= max{k~0 I e/b EB}, 

叫b):=max{k~O ]/bEB}と定義する．

(1) ら占名： B→ Z:;;,。であり叫b)=ら(b)+〈wt(b),hふ
(2) もし eibi-0ならばwt(名b)= wt(b) + aいら（西b)=ら(b)-1であり 'Pi(eib)= 

崎） ~1,
(3) もし fibヂ0ならばwt(}ib)= wt(b) -ai, Ei(}ib) =ら(b)+ 1であり 'Pi(}ib)= 
叫b)-l, 

(4) b,b'EB に対して知 =b'~⇒ eib'= b. 

写像ふと Jiは柏原作用素と呼ばれる．また wt(b)はbのウェイトと呼ばれる．この定義

において 0は形式的な記号であり， b=Oはb(/cBを意味する．

定義 2.2(テンソル積規則） B1とB2をg((n)クリスタルとする．テンソル積 B1RB2

とは集合 B1X B2 = {b1Rb2 I b1 E B1, b2 EB叶であって，そのクリスタル構造が以下
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で与えられるものである.i = 1, ... ,n -1に対し

(1) wt(b1R 妬） = wt(b1) + wt(b2), 
(2) ら(b1R妬） = max{己(b砂，名(b1)-〈wt(b2),hり｝，

(3) 叫 b1R的） = max{cp心），叫妬）＋〈wt(b1),hi〉},

贔R妬叫妬）くら(b1)のとき，

(4) e';(b, ,; 妬）~{,,, 0 ,, 必それ以外，
(5) ];(b, 0 的） ~{Jふ⑭妬叫b,)<'. ら(b,)のとき，

b1Rf必それ以外．

次に [7,8]で導入された奇妙な Lie超代数q(n)に対するクリスタル，単に q(n)クリス

タルについて説明する．

定義 2.3 集合 B に写像 wt:B→ P とiE I := {1, ... , n -l, I}に対し，写像
和 'Pi:B→ 塁oとhfi:B→ B LJ {O}が与えられているとする.Bがq(n)クリスタ
ルであるとは以下の条件が満たされているときをいう．

(1) Bはi= 1, ... , n -lに対し wt, Ei, 'Pi, eiおよびhに関して g[(n)クリスタ
ルである，

(2) b EBに対して wt(b)E 〶~=lZ::::o和

(3) b EBに対して wt(釘b)= wt(b) + CY1であり wt(/拉） = wt(b) -aぃ
(4) b,b'EBに対して /1b= b'-¢=⇒ 釘b'=b, 

(5) 3~i~n -lに対して

(i) 釘と五はらやhと交換する，
(ii) 釘bEBならばら（白b)=ら(b)であり 'Pi(釘b)='Pi(b). 

ここで針とhは奇型の柏原作用素と呼ばれ，それ以外は偶型の柏原作用素と呼ばれる．
q(n)量子群島(q(n))上のテンソル表現のカテゴリー 0認[6,9]における既約最高ウェ
イト加群 V(入）に付随するクリスタルを Bn(入）で表す．例によって入 =~~=1 入占 EP+

と分割 (partition)を同一視する [16].Bn(入）においては，関係する分割入は strictな

分割入＝（ふ＞入2> ... >ふ＞入l+l= 0) になる．ここで l~n である．クリスタル B

は，知=b'(b, b'E B)のとき b___i→ b'と定義することによって，色iEIの有向色付き

グラフとみなすことができる．このグラフをクリスタル・グラフと呼ぶ.Bn(口），すなわ

ち入=E1 E p+に対する Bn(入）のクリスタル・グラフは次のように与えられる．
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1 2 

田===:田------+
1 

n-1 

ー→区l

q(n)クリスタル B1と氏に対して，テンソル積 B1RB2はg((n)クリスタルである

が， b1R妬 (biE Bi)に対して針と五の作用を次のように定めれば B1RB2もまた

q(n)クリスタルになる．

鴫 1峠） = {b1R 鴫， 〈wt(b1)ふ〉＝〈wt(b1),k砂=0のとき，
酬咋，それ以外，

凰峠）＝｛ぃ@!山，〈wt(b1),k1〉=〈wt(b1)も〉 =0のとき，

f拉1Rb2, それ以外．

Bをq(n)クリスタルとし Bが正規 (normal)なg[(n)クリスタル [4]のクラスに属し

ているとしよう，すなわち Bのすべての連結成分が支配的整ウェイトと 1対 1に対応す

るとする．ここで Bの連結成分とは， i= 1, ... ,n -1の柏原作用素ですべて繋がってい

るBの極大な部分クリスタル・グラフをいう．

3 シフト・タブロー

p+をstrictな分割入＝（ふ＞入2> ... >ふ＞入l+l= 0)の集合とする．入 Ep+に

対し，入の長さ l(入）とは入の正の部分の個数をさす．型入 Ep+のシフト図形 (shifted

diagram)を次の集合で定義する．

S(入）：= {(i,j) E N2 Iiさjs入i+ i -1, 1さisl(入）｝．

ここで N= {1,2, ... }. S(入）に文字を入れたものをシフト・タブロー Tと呼ぶ．ここで

Tの(i,j)成分を T口）で表す．

定義 3.1 型入の増大シフト・タブロー Tとは， S(入）にアルファベット {1,2, ... }の文

字を各行各列ともに狭義単調増加になるように入れたものである．

型入の増大シフト・タブロー Tの行読み語 (rowreading word)とは Tの成分の列

刀（入）T1(入）ー1・・爪で定義される．ここで冗は Tの第i行の成分を左から右へ拾っていっ

たものである (i=l,2,... ,l(入））.Tの行読み語を rotu(T)で表す．

例 3.1 以下のタブロー T
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T~ 冒
の行読み語はtotu(T)= 6451345. 

定義 3.2 型入のプライム付きタブロー Tとは S(入）にアルファベット {1'<1く 2'<

2 <・ ・ ・< n}から文字を次の条件が満たされるように入れたものである．

(1) 成分は各行各列ともに広義単調増加，

(2) 各行は高々 1個の i'を含む (i=l,... ,n), 

(3) 各列は高々 1個の iを含む (i=l,... ,n), 

(4) 主対魚線上にはプライム付きの文字がない．

型入のプライム付きタブロー Tの集合を PTn(入）で表す．

プライム付きタブローは，ある nに対しプライムをとった成分が 1,2,... ,nの範囲で

ちょうど 1回だけ硯れるとき，標準的 (standard)と呼ばれる．

4 FPF対合 Coxeter-Knuth挿入

まず，単純置換Si(i = 1,2, ...)で生成される対称群600の元の簡約語について復習す

る．単純置換の積とそのインデックスの列（語(word)と呼ぶ）を同一視する．語wに対し

て国で wの中の文字の数を表し， l(w):= min{Z Iヨ釘，..., iz, W = Si1・・・％｝と定義す

る. lwl = l(w)を満たす語wを簡約語という.2つの簡約語wとw'がCoxeter-Knuth 

同値 (equivalent)であるとは， w'がwから連続する 3文字間の Coxeter-Knuth関係，

(a+ l)a(a + 1) ~ a(a + l)a, bac ~ bca, およびacb~ cab (a < b < c) [4]を用いて
作られるときをいう．このとき w~w' と表す．
0を単純懺換の無限積 (12)(34)(56)・・ ・ とし含00:= {1r―181r; 7r E 600}と定義する．

nを偶数とし，以下の処方で zE Jooを語z戸2・・・Znと同一視する： i=l,2, ... ,nに対

しては z(i)= Ziであり， i> nに対しては z(i)= G(i). このとき i= 1, 2, ... ,nに対し

てi-::/Ziが成り立つ（固定点がない）．

例 4.l z = G ~ : : : ; : ~ : : :) E年は 546213と同一視される．
定義 4.1 z E含OOに対してシンプレクティック Hecke語とはZ=Sil・・・Si翌i18si1 si2・ ・ ・s,i 
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を満たす語 i1砂・・・りをいう.z E J00に対するシンプレクティック Hecke語の集合を

給 p(z)と表す.1isp(z)の中の簡約語を FPF対合語 [10,11, 12]と呼び，その集合を

応PF(z)と表す．

2つのFPF-対合語wとw'が同値であるとは， w'がwから連続する文字の関係ab~ba 

(la-bl> 1), a(a+l)a ~ (a+l)a(a+l), および関係釘(i1-1) ・・・％～釘（釘 +1) ・・ •in

Ci1~2) を用いて作られるときをいう．このとき w 逆孤と表す．
W = U1U2・ ・ ・Uz E応PF(z)とする.wからタブローの対の列

(0, 0) = (P(O), Q(0l), (P(l), Q(ll), ... , (P(l), Q(l)) = (Psp(w), Qsp(w)), 

を次のように構成する．ここで p(k)は増大シフト・タブローであり Q(k)はプライム付

きタブローである. p(k)は， p(k-1)に文字匹を次のように挿入することによって作ら

れる．まず，匹を p(k-1)の第 1行に挿人する．文字 aを増大シフト・タブロー Tの行

あるいは列 (Lとする）に挿入する規則は次のとおりである．最初に Lの中で a'.Sbを

満たす最小の文字bを探す．そのような文字がなければaをLの最後に付加し終了する．

そうでなければ

1. a= bならばLはそのままにして， Lが行ならばa+lをすぐ下の行に挿入し， L

が列ならばa+lを右隣りの列に挿入する．

2. Lが行であり bがLの先頭の文字でかつ a季b(mod 2)ならば， Lはそのままに

して a+2を右隣の列に挿入する．

3. それ以外の場合， Lの巾の bをaで置き換える．次に Lが行ならばbを直下の行

に挿入し， Lが列あるいは bが主対角線上にあったならばbを右隣の列に挿入する

Q(k)は Q(k-1)に箱区］あるいはビ］を付け加えることで得られる. p(k)が行挿入で終了

した場合に箱区］を，列挿人で終了した場合に箱色］を付け加える.Psp(w)とQsp(w)は

それぞれ挿入タブローおよび記録タブローと呼ばれる．このアルゴリズムは FPF-対合

Coxeter-Knuth挿入 [18]と呼ばれ，写像 Hsp:w→ (Psp(w), Qsp(w))で表す．これ
はFPF-対合語に制限したシンプレクティック・シフト Hecke挿入 [18]であり，また

Edelman-Greene挿入 [5]のシフト類似になっている．増大シフト・タブロー Tに文字x

あるいは語町四・・・を挿入する過程を T紐xあるいはT秤附四・・・と表す．またこれ
は結果として得られるタブローも表すものとする．

2 5 Sp 

例 4.2□←3の挿入過程は
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亨← 3'V4可← 5'V4可 "'49喜□
↑ 
7 

門迂2
の挿入過程は

呵← 2 -v-; 可← 3 -v-; 叫 -閂刑
↑ 

5 

尺に2の挿入過程は
叫← 2 ""'亨-□喜,,,..,T 

↑ ↑ 
4 5 

例 4.3 FPF-対合語6241のFPF対合 Coxeter-Knuth挿入．

厖 (6241)=汀エ and Qsp(6241) =~ 已
定理 4.1([18]) wとw'をPsp(w)= Psp(w')を満たす FPF-対合語とする．このとき

w~w' が成り立つ．

Sp 
定理 4.1の逆は成り立たない．例えば26434~42346であるが

Psp(26434) =~> and Psp(42346) =門
しかし次のことが成り立っ．

定理 4.2([15, 19]) w と w' を FPF渕合語とする.w~ 副であるための必要十分条件
はPsp(w)= Psp(w')である．

これが主要結果の 1つである．証明は非常に長くなるので本稿では省略する. [15, 19] 

を参照してください．

定理 4.3([18]) z E'J 00 とする．このとき写像HspはたFPF(z)と対 (P,Q)の集合の間
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の全単射を与える．ここで， Pはtotu(P)E兌FPF(z)であるような増大シフト・タブロー

であり， QはPと型が同じ標準的プライム付きタブローである．

WEたFPF(z)が与えられたとき， wの増大列分解wlw2.・・Wmとはw= w1w2・ ・ ・w叫

lwl = lw門+・・・+lw叫であって，各因子訓が狭義単調増加になっているものであ
る．以下では， W枷2,,,wmをwの増大列分解とも wそのものともみなす．たFPF(z)

のFPF-対合語のすべての増大列分解 Cm因子）の集合を RF器F(z)で表す.2つの分

解 Wl研 ・・・Wmとか記...佃m (ともに RF昴F(z)の元）が同値であるとは， 2つの語
Sp -w=w1研 ・・・Wmと面＝炉記．．．佃nが同値 (w~w)であるときをいう．

WEたFPF(z)の増大列分解 Wl研 ・・・Wmに対して Qsp(w)から Qsp(w1研 ・・・W門を

次の規則で作る： xをQsp(w)の成分で，副の中の文字を増大シフト・タブローに挿入し

たときに新しく現れる成分とする．このとき， xがプライム無しの文字ならばxをiで置

き換え， xがプライム付きの文字ならばxをi'で置き換える．この手続きを Qsp(w)のす

べての成分について行う．

例 4.4 例 4.3のFPF-対合語6241に対する増大列分解 (6)(24)(1)では

Qsp((6)(24)(1)) =〗冒

WE応PF(z)の増大列分解Wl研 ・・・Wmからタブローの対(Psp(w),Qsp(w1研 ・・・W門）

を構成するアルゴリズムを半標携 (semistandard)FPF-対合 Coxeter-Knuth挿入と呼

び，写像 H蛉： wl研 ・・・Wm日 (Psp(w),Qsp(w1研 ・・・W門）で表す.Psp(w)は前と同

様に挿入タブローと呼ばれる．

定理 4.4([18]) z E芯OO とする．このとき写像H蛉は RF作F(z)と対 (P,Q)の集合の

間の全単射を与える．ここで Pはtotu(P)←たFPF(z)を満たす増大シフト・タブローで

あり， QはPと型が同じプライム付きタブローである．

5 FPF対合語の増大列分解に対する奇妙な超クリスタル構造

PT叫入）が q(m)クリスタルの構造を持つことはすでに確立されている [1,2, 14]. 

PT』入）の g[(m)クリスタルの構造および偶型の柏原作用素芍 andft (i = 1, ... , m -
1)はHawkes,Paramonov, およびSchilling[13]とAssafおよびOguz[1, 2]によって与

えられている.PT叫入）上の奇型の柏原作用素Jrぉよび年はAssafおよびOguz[1, 2] 
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と筆者 [14]により与えられている．

H品は全単射（定理 4.4)であるから PT』入）の g[(m)クリスタル構造を RF品F(z)

のそれに翻訳することができる．すなわち， RF砕F(z)上の柏原作用素 efand ft 

(i=l, ... ,m-1,1)はPsp(w)を固定して次で与えられる．

ef = (H緑）―1o (id, e「)oH品，]{= (H品）―1o (id,j[) o H品， (5.1)

また研研・・・WmE RF昆且z)のウェイトは

m 

wt(w1•••wm) =区lwilE,. 
i=l 

と定義される．

まず奇型の柏原作用素を構成しよう.cont(wりで研の中の文字の集合とする．

補題 5.1 研w2••·Wm E RF砕F(z)をzE J00に対する WEたFPF(z)の増大列分解とす

る．奇型の柏原作用素l{の創研・・・Wmへの作用は次の規則で与えられる．

l{はf{(w1w2... w門ヂ 0ならば最初の 2つの囚子を変える．まず lw門=I-0と仮定
する．

1. lwll = 0. 

f{(w1研 ・・・W門 =0.

2. lwll = 1. 

研=u1 < min(cont(研））ならばl「(wl研 ・・・W門＝炉研・・・W叫ここで
副=() and cont (記） = cont(wりU{ u1}. それ以外では灯(wl研 ・・・W門 =0.

3. lwll~2. 

記=u西・・・と書く．匹＞叫 +1かつ u1 < min(cont(研））ならば

l「(wl研 ・・・W門＝副炉・・・W叫ここで cont(炉） = cont(wり＼｛附｝であり
cont(wり=cont(wりU{u1}. 匹＝附 +1かつ u1< min(cont(研））ならば

f{(w1研 ・・・W門＝副炉・・・W叫ここで cont(副） = cont(wり¥{u1+ 1}であ

りcont(記） = cont(研） U{u1-l}. それ以外では f{(w1研 ・・・W門 =0.

lw門=0ならば条件u1< min(cont(wり）を落すだけでよい．

補題 5.2 研w2••·Wm E RF砕F(z)をZE含OO に対する WEたFPF(z)の増大列分解とす

る．奇型の柏原作用素芍の wlw2.. ・Wmへの作用は次の規則で与えられる．

砕は砕(wl研 ・・・W門 =f-0ならば最初の 2つの因子を変える．
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i. lw21 = o. 
奸(wl研 ・・・W門 =0.

2. lw門=0 and lw門ヂ 0.
6『(wl研 ・・・W門＝炉記・・・W叫ここで， V1をW2の最初の文字として．炉=V1 

およびcont(記） = cont(wり＼｛町｝．

3. lw11 =/-0 and lw21 =/-〇．

記 =U西• • • and記＝釘・ ・・と書く．附＞釘 +1ならば砕(wl研 ・・・W門＝

炉記 ・・・W叫ここで cont(か） = cont(wりu{釘｝であり cont(記）＝
cont(研）¥{ v1}. 附＝附 +1ならば 6『(wl研 ・・・W門＝炉炉 ・・・W匹ここで

cont(副） = cont(wりu{附+1}であり cont(炉） = cont(wり¥{u1-1}. それ以

外では砕(wl研 ・・・W門 =0.

証明は簡単であるが省略する．

構成のやり方から q(m)クリスタルRF器乱z)の同じ連結成分において l{や砕で繋
がった 2つのヴァーテックスは同じ挿入タブロー Psp(w)を持ち， 灯~ や式は Psp(w)

の選び方によらない．

偶型の柏原作用素については， MorseおよびSchilling[4, 20]が対称群の簡約語の減少列

分解に対して与えたものと本質的に同等であることが最近示された [19].Morse-Schilling 

の柏原作用素は（ここでの設定に必要な変更を加えて）次のように与えられる．

柏原作用素芍およびitはブロック訓wi+1(i = 1, ... ,m-1)だけに作用する．ま
ず訓と wi+lのペアリングを次のように定義する： cont(wi+1)の最大の文字 bをとり，

cont(wりの中で a>bを満たす最小の文字 aとペアにする．そのような aがなければb

はペアされない．この手続きを研+1の文字について減少順に行う．このとき砿で既に

ペアされた文字は無視する．

Ri := {b E cont(wi+l) Ibis unpaired in thew油i+1 -pairing} 

および

Li:= {b E cont(wi) Ibis unpaired in the wiwi+1-pairing}. 

と定義する. ]{(w1•··W門はブロック研wi+l を促面i+l で憤き換えたものに

なる．ここで c= maxLiおよび s= min {j 2> 0 I c + j + 1 (/_ cont(wり｝として

cont国） = cont(wり¥{c}および cont(心i+l)= cont(wi+l) U {c + s}. Li= 0ならば

j「(w1・・ ・W門 =0.同様に芍(wl,.. wm)はブロック研研+1を心噴)i+lで置き換えた
ものになる．ここで c= min凡およびt= min{j 2> 0 I c-j-1 (/_ cont(wi+1)}とし
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(234)(3)() 

／↓ 2~ 

(24)(34)() (234)()(3) (24)(13)() 

~ ↓2 ↓ 1~ ↓2 
(4)(234)() (24)(3)(4) (23)(4)(3) (24)(1)(3) (24)(3)(1) 

2↓ ~ ↓2 ↓ 1~ ↓ 1~ 1↓↓ T 
(4)(23)(4) (24)()(34) (2) (34) (3) (2)(14)(3) (24)()(13) (4)(23)(1) 

2↓ /,  1↓ /1↓↓I 2↓ /, ＼ ↓ 2 
(4)(2)(34) (2)(4)(34＼ ) ()(234)(3) (2)(4)(13) (4)(2)(13) 

＼↓2 1↓↓ I 
(1)()(234~ ) ()(21)(31) ()(24)(13) 

↓2 
()(4)(234) 

圏5.1 FPF-対合語2143,2343, 2413, 2431, 2434, 4213, 4231および4234の増

大列分解の q(3)クリスタル構造．これらの語の集合はたFPF(546213).

てcont(如） = cont(wi) U {c -t}およびcont(心i+1)= cont(wi+1)¥{c}. Ri = 0ならば

研(w1・・・W門 =0.

結局，次の定理が得られた．

定理 5.1([15, 19]) z E 含CX) とする．集合 RF~F(z) は q(m) クリスタルの構造を持つ．

偶型の柏原作用素研 andJ. 「(i= 1, 2, ... , m -1)は上に述べた Morse-Schillingの柏原
作用素で与えられる．奇型の柏原作用素は補題 5.1と5.2で与えられる．

これが第 2の主要結果である．
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