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Morse bipersistence modules and rectangle barcodes 

新潟大学自然科学研究科矢代海音＊

1 はじめに

Kanan Yashiro 

Graduate School of Science and Technology, 
Niigata University 

本稿では著者と折田龍馬氏、小枝幹汰氏によるプレプリント [KOY23]の一部を概説する．
[KOY23]では滑らかな多様体上のMorse関数から 2パラメータのパーシステンス加群を構成
したさらに，そのような構成によってバーコードと呼ばれる不変量が得られることを示し

た．本稿ではパーシステンス加群と， Morse関数に対するパーシステンス加群の具体的な構
成について概説する．

2 準備

位相的データ解析において，パーシステントホモロジーはデータの“形’'を解明するための

強力な道具として知られている．位相的データ解析における手法の概略は一般にデータXが
与えられたとき，

(1)位相空間からなる図式F(X)を構成する．ここで位相構造は与えられたデータ Xに関
する情報を持つものとする．

(2) トポロジーや抽象代数の道具を用いてF(X)の構造を解析する．

という 2つのステップからなっている．
例として，コンパクト空間x上の関数f:X→恥＞。に対してその劣位集合をXn={xE
XI f(x):::; n}と定めることで，次のような (1パラメータの）フィルトレーションが得られる

0 = x° C X1 C... C xN-l C XN = X. 

このフィルトレーションから，体IFを係数とするホモロジ一群の系列

〇＝ふ(XO)上とふ(Xり上ヒ．．立二兄(XN-1)ェニょふ（Xり＝ふ(X)
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が誘導され，この系列を調べることでホモロジ一群の生成元がどの瞬間に発生し，どの瞬間

に消滅したのかを知ることができる．

このように，（脱やNなどの）全順序集合によって添え字づけられた，体係数のホモロジ一

群について考察することが，（1パラメータの）パーシステンス加群の典型的な例である．し

かし，位相的データ解析において全順序ではない順序集合によって添え字づけられた空間の

なす図式F(X)を構成したい，という状況が多く存在する．特にn個の全順序集合の直積に
よって添え字づけられたものを考えることは自然であり，そのようなものはnパラメータの

フィルトレーションと呼ばれ， nパラメータのフィルトレーション F(X)をホモロジ一群を
用いて解析することは，（nパラメータの）パーシステンス加群の典型的な例として挙げるこ

とができる． 1パラメータのパーシステントホモロジーは外れ値などに対して非常に不安定

である一方， 2パラメータのパーシステントホモロジーはそのような問題に対処することが

できるアプローチとして興味深い研究対象になっている．

2.1 パーシステンス加群

lFを体とする．一般に，半順序集合(Pご）はPの元を対象とし，射を

homp(x,y) = {;*} ]ここe.
と定めることによって圏と見なすことができる．（Pご）を圏とみなし， VectIFをlF上のベク
トル空間と lF線形写像からなる圏としたとき，関手咄： P→VectIFを(Pによって添え字づ
けられた）パーシステンス加群と呼ぶ．上で挙げた例はPが全順序集合となる場合になって

おり，そのようなときは特に 1パラメータのパーシステンス加群と呼ぶ．これを一般化して

多変数パーシステンス加群を定義することができる．全順序集合(T1こ紅），（T2，::S2）に対して，

P=T1XT2上の半順序三を

(x1四）さ (Y1如） ⇔ X1づ1Y1かつ X2::S2 Y2 

と定め，関手咄： P→VectJFを 2パラメータのパーシステンス加群と呼ぶ同様にして， n
パラメータのパーシステンス加群が定義される．特に，各点xEPに対して， lFベクトル空
間咄Xが有限次元となるとき，パーシステンス加群咄は各点有限次元であるという．

定義1.半順序集合(P，さ）に対し，空でない部分集合IがPの区間であるとは，次の条件を
満たすことをいう．

(1) x, y E J, z E Pに対し， x::szづyならばzE J. 

(2) x, y E Jに対して，すべてのiに対して Ziと Zi+l が比較可能であるような Z1,•..,zk E J 
が存在する．ここで， zo= x,zk+l = yとする．

P=ffi.の場合，区間は次のいずれかの形で表される．

(x,y) = {z E庇 Ix < z < y }, (x, y] = { z E恥 IX<zさy}, 

[x,y) = {z E脱Ix ::; z < y }, [x, y] = { z E賊 IX ::; z ::; y }. 
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特に，（ーoo,y)や (oo,y]の形をしたものを downset, (x, oo)や [x,oo）の形をしたものを
upsetという．一方で， P＝配の場合，区間としては様々なものが考えられることに注意さ
れたい．

P=T1 X乃内の長方形とは，刀内の区間Iぃ乃内の区間I2を用いて I1X I2と表せるも
ののことである．また，p= T1 X乃内のブロックとは次のいずれかの形で表される区間の
ことである．

(1) D1 X D2 

(2) U1 X U2 

(3) Ji X T2 

(4) T1 x I2 

(D1,D2はdownset),

(U1，いはupset),

(hはT1の区間），

(J2はT2の区間）．

定義から，ブロックは長方形となることがわかる．

定義 2.半順序集合Pの区間Iに対し，パーシステンス加群lF1:P→VectJFを

(lF山＝｛： ：こ二，（lFい＝［IF ：ft:;ryw:seI,Wlth x三y,
により定義する．このパーシステンス加群を区間加群という．

パーシステンス加群の直和は各点ごとの直和で定義される．各点有限次元な 1パラメータ
のパーシステンス加群については，次の強力な定理が成り立つことが知られている．
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定理 3(Normal Form Theorem [BCB20, Theorem 1.2]). Pを全順序集合，咽： P →VectIF 
を各点有限次元なパーシステンス加群とする．このとき，

咄竺〶 lFI
IE'B（咄）

を満たす， Pの区間からなる多重集合も（咄）が一意的に存在する．

各点有限次元な 1パラメータのパーシステンス加群に対して定理3によって定まる多重集
合も（咽）を咄のバーコードと呼ぶ．バーコードはパーシステンス加群の情報を保持してお

り，バーコードを調べることによって，パーシステンス加群を調べることができる．

次に2パラメータのパーシステンス加群について紹介する． 2パラメータのパーシステン
ス加群に対しては， NormalForm Theorem（定理3)は成り立たないが，次が成り立つことが
知られている．

定碑 4([BCB20,Theorem1.1]). Pを半順序集合，咄： P→VectIFを各点有限次元なパーシ
スプンス加群とする．このとき，

咄コ任拉ta
aEA 

を満たす，直既約なパーシステンス加群の族｛咄°'}aEAが同型の違いを除いて一意的に存在

する．

定義 5.パーシステンス加群咽： P→VectIFが区間分解可能であるとは，

咄竺〶 lFI
IE'.l3（咄）
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を満たす， P の区間からなる多重集合も（咽）が存在することをいう．このとき，屯（~）を咽
のバーコードという．

区間分解可能なパーシステンス加群に対してのバーコードが長方形のみからなるとき，特

に長方形分解可能という．バーコードがブロックのみからなるときはブロック分解可能という．

2.2 Morse bipersistence module 

本稿ではMorseホモロジーを用いてパーシステンス加群を構成するため，まずはMorse関数
に対してMorseホモロジーを用いて 1パラメータのパーシステンス加群を構成する方法につ
いて紹介する． M を連結な有向閉Riemann多様体とし，f:M→民をMorse-Smale関数と
する． MorseindexがKであるようなfの臨界点たちで生成される Z/2.Z上のベクトル空間を
CMk(f)によって表し，その間の境界作用素が： CMk(f)→ CMい(f)を Morseindexの差
が1となるような臨界点の間のnegativegradient flow lineを数え上げることにより定めるこ
とによってMorse-Smale-Wittenチェイン複体(CM*(!），が）が得られる． Morse-Smale-
Wittenチェイン複体のホモロジーをMorseホモロジーという．このとき，各tE屈に対して，

f(p) :Stを満たすようなfの臨界点pたちによって生成される部分複体 (CMi-oo,tJ(f），が）を
考えることができる．t< t'に対し， CMi-oo,t](f) C CMi-oo,t'] (f)となることから特に，包含
が誘導する Morseホモロジーの間の準同型写像HMi-oo,tJ(f)→ HMi-oo,t'J (f)が得られる．し
たがって，各tE艮にHMi-oo,tJ(f)を対応させることによって 1パラメータのパーシステン
ス加群

諷＿oo,•l(f) = { HMi―oo,t] (f)} 
tElR 

が得られる．例として次のようなハート型の円周の高さ関数を考えると，これはMorse関数
であり，パーシステンス加群としての同型

IHIMふ＿00，●］（f)~ (Z/22)10,00)①(Z/2Z)12,3J, 

鵬灯oo,•l (f)竺 (Z/2.Z)[4,oo) 

が得られることがわかる．このとき，｛［0,oo), [2, 3)}, {[4, oo)}がそれぞれのバーコードである．
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Figure 1:ハート型の円周の高さ関数と対応するバーコード
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このようにして， Morse関数から 1パラメータのパーシステンス加群を構成し，バーコー
ドを得ることができる． 1パラメータのパーシステンス加群に対するバーコードの中で，有界

で最も長い区間のものを boundarydepthという． boundarydepthを調べることで，バー
コードの間の距離を評価することができ，パーシステンス加群の情報を得ることができる．

次に， Morse関数から 2パラメータのパーシステンス加群を構成する方法について紹介す
る． a,bE脱を a<bを満たすものとしたとき，商複体

CMia,b] (f) = CMi一oo,b](f) / CMi-oo,a] (f) 

が定義できるため，この商複体から得られるホモロジ一群の族

IHI閏i•,•l(f) = { HMia,b] (f)} 
(a,b)Ell:.xll:. 

が得られる．このとき， lHIMi•,•l(f)は屈 X罠によって添え字づけられた 2パラメータパーシ
ステンス加群となっている．実際， b三b'のとき， CM巳(f)C CMりa,b']¥f)であることから，
包含が誘導する Morseホモロジーの間の準同型写像HMりa,b](j)→ HMia,b'l(J)が得られる．一
方で， a:Sa'のときはCMi-(X),al(J)C CMi-(X),a'l(J)であることから射影が誘導する Morseホ
モロジーの間の準同型写像HMia,b](f)→ HMia',bl(J)が得られる．このとき，次の可換図式が
得られる．

HMia,b'l(J)一HMia',b'](f) 

l ↑ HMia,b] (f) ~ HMia',bl (f) 

したがって，罠 X罠の各点(a,b)に対してa<bのとき HMia,b](f)を対応させ，そうでないと
きは自明なベクトル空間を対応させることにより， lHIMi•,•l(f)は 2パラメータのパーシステ
ンス加群となる．

3 主定理

CE罠， £1,£2> 0に対して配内の長方形を

R(c;£1凸）＝ ［C - £1, c) X [c, C＋り

によって表す．また， R(c;oo，り＝ ［oo,c)x[c,c＋ら），R(cふ，oo)= [c-£1,c)x[c,oo),R(c;oo,oo) = 
[-oo,c) x [c,oo)と定める．以下が我々が得た結果である．

定理 6.2 パラメータパーシステンス加群 IHIMk•,•l(f)は任意の次数kEZに対して長方形分
解可能である．つまり，

鵬征t,•l (J)竺 ①]FR 
RE叫•,•l(f)

となるような，長方形からなる多重集合 IBk•,•l (f)が存在する．さらに， IBk•,•l (f)に含まれる
長方形は次のうちのいずれかの形をもっ：
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(S)縦，横の長さが無限のもの (R(c; oo, oo）の形をしているもの），

(B)縦の長さが有限であり，横の長さが無限のもの (R(c; oo, £2)の形をしているもの），

(N)縦の長さが無限であり，横の長さが有限のもの (R(c; £1, oo）の形をしているもの）．

特に，これらの長方形はブロックではないことに注意されたい．また，

(R)縦，横の長さが有限のもの (R(cふ,£2)の形をしているもの）．

はバーコードに現れないことも判明している．
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それぞれの長方形の概形

以下の図がハート型の円周の高さ関数に対する 2パラメータのパーシステンス加群のバー

コードである．一つ目の変数に関して極限を取ることによって 1変数のパーシステンス加群

のバーコードが復元されることもわかる．
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Figure 2:ハート型の円周の高さ関数に対する rectanglebarcode 
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