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基研研究会報告

Fermi,Pasta,Ulam は,計算機に よって基準振動の間のエネルギ斗分配

が起 らない例を示 し,Ford_ら.は摂動論からエネルギー分配の起'りうる条件,

す なわち共鳴条件を明らかにした｡またNorthcite,pottsは剛体球ポチ y

シャJVをもつ 振動子系にらいて;エネルギー分配の起ることを計衰機で証明し

た ｡剛体球ポチyVヤルをもつときは解は解析性を失 うので,このときは特別

な事情が起る可能性 がある｡また,基準振動の間にエネルギ-分配が起 ること

は ergodiclityの必要条件で串る.が'十分条件ではないO

このような例を見ると,一次元非線型振動子系に ergodicity のないこと

は一般的にいってよいことの ように思われ るO この数学的な証明は残 された問

題であるが,計算機の研究にも,ここで考えたような条.件でな く,もっと一般

的 な初期条件の下での解をしらべたり, 2次元格子系での研究など,･しなけれ

ば ならないことが多 くある｡

VLASOV流体のエン トロピーについて

中 山 寿 夫

(名古屋大学プラズマ研究所 )

1. は じ め に

ヨー定理の概念は,Nケの粒子から成る系の非平衡統計力学を考える時 .系

の時間的発展の方向を指定すると云うことで.非常に大切な役割を演じて来た .

ポルツマy以来,もし与えられた系に対応 して一体分布函数 が考えられ,その

分布函数を支配する方程式が,系を記述するにふさわ しいものであるならば,

こ の-体分布函数で定義 されたE一函数は,時間と共に非増加であると信 じら

れ て来た O -方微視的にこの系を眺めてみる時,系を支配する運動方程式は,

時間に蘭して可逆であるか ら,非可逆性 と云うことは考えられない｡即ち非可

逆性と云う概念は,系の記述上我々が課する所の細分の租さに密接に関係 した

ものである｡ 云い換えるならば,考へている系の知識を制限 して,より完全な
/

知識を制限 して,より不完全な知識で溝足するならば,そしてその知識の制限
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が,妥当なものであるならば,巨視的非可逆性が期待 されるのである｡

さて,場合によっては,プラズマはプラグ'ソフ方程式

∂f(i,ち).盲 ∂f(五七) ,∂p(好一?,)+一二･一
∂七 m ∂す J ∂す

.ft言･,ち)∂耳孟 七)
∂す

-｢ゝ
dx′=0

(1)

で充分 よく近似 される｡但 し言は言 ≡(冒,ち )I, 甲はクーロy ポチyVヤルを.,

表 している｡ このプラヅソプ方程式は,B.lB.8.K.Y.方程式に於いて二体朽

網函数 f2(竃 電 ;.i)-I(義 ,ち)I(義 ,ち)- 9(竃 ,義 ,ち)を無視することによっ

て得られる O 今(1,)式の解 f(冒,ち)を用いて,H一函数

Il(ち)一≡ rd.言 f(冒,ち)fogI(言,ち) (2)

と定義すると容易に分る棟に dB柑/玩 -0 となるIoJ･21,3)今(11式で記述される
系 (以後プラグソフ流体 と呼ぶことにする )に乱流状態があるとしようOそし

て外界 と何の接触 もないものとすれば,系は平衡状態,少くとも定常状態に近

づ くであろうと想像される.その場合にも系は(1J式で記述され,そ●して(オ式で

定義した H-函数は時間と共に一定であるO 果 してtl')式は良い近似をした結果

得 られたものであろうか,それとも(21式で定義するfI一函数は,この場合ふさ

わ しくないものなのであろうか と云う疑問が生 じる｡

この小論文では(2)式で定義 されたIq一函数の見方を変えて,(21式の導き出さ

れて来た論理を用いて,乱流を記述するにふ号わ い ､形式化を行 っ･て由一函数I

を導入 して,●その時間的変化を辿ることにする｡

2. プチズマの舞い乱流- 汎函数形式

詳 しい内容は参考文献4㌦ニあるので,簡単に概略を述べ_ることにする｡プ ラ

ヅソフ方程式川の時勃 七-七に於け る解 f(言･七)の作 る空間 bfを考えるO

そ してこの空間た確率を考える o その確率密度を P(i,ち)としようO. この様
な確率密度 p(i.七)を用いて, 1体分布函数の平均,それの嶺の平均を考える
ことによゥて,竜一jy ト方程式が作 られる. しかILこれ らのモーメント方程

式は閉 じていないので不便である O しかし,今次の様な特性汎函数 ¢(y,ち)(
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或 は母汎函数 と呼ぶ )

め(y,ち)-Ioilyめ 感 窟 p(fJ)am
Df

(3)

を導 入してこれの時間的変化を遇 うと,これからモー メン トが,汎函数微分に

よって何次でも得 られ るから,非常に便利である●｡(3!式で導入 したyは物理空

間 (冒)に於ける任意の滑 らかな函数である｡汎函数 ¢(y,ち)の運動方程式は,

~官 ∂
--i/yめ-羊 -

m iSy(夏)

+i〝 y(言)

¢(y,ち)a_言

∂甲(f詞 D ∂ ∂ ∂∂す 16y(普)∂首 i∂3亘首)
¢(y,七)d言d_xr+I

(4)

となる9ここで ∂/iSy(言)は汎函数微分を示す記号である｡(4)式から得 られ る

モ ーメン ト方程式は, Pとして適当なものを考えると,プラ ヅソブ方程式に対

して.ベヂノフ及 ドラモン ドーパイシスが考えた準､線形理論 と同等であ忍.),5̀)
さて,文献略)で琴べた様に ,準線形理論に於いてモー ド間の相互作用をおと

す と め(y,七)は次の様に近似 され る O

oq,L 6,･も)- expii/y(遍く好 言 )竜.L率 二者 撤 言)y(効 ‰L蛋･竃t)窟 d3円
(51

但 Leは小 さな数であ｡･q (言pq.L.及 GQ,L声 五 七) は次の関係式七定義さ
れ るものである｡､

撤 ty=O芸 < f(?,%･L. (6,

及

fiSSigQi･転 っ-三鶴 ･海 事yg≡鞠 u{?,嘉 七,･ (7)

句 意)『,L.及 GQ,ポ ･fx'･七)に対する運動方程式は文献如にある通 り,
ヽ
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∂感 '竜･L･十五空重返血 一十p-(7fl,
∂ 七 m ∂馬

ap(応電)∂･_i_JllA.(=x'!′､-
∂fl

∂ぜ鼠)>dL.
871

,蓋還,ち) →a_x2=0(8)
及

･意思鴻 GqA(･il･i2･I)-I'i=El,f(qi境 '%L･&jl･=2･t'

ま ご 竃 学 √確 執 ｡･L･(-x+a,義 ,七)鴫 -o (9,

位 L j- (1,2)(キi),そして 官(首)と云 うのは,

育(一首)≡f∂甲(信一F'f)
∂首 <f(3F')竜.L.且言'

(10)

である｡

空間的に均一な系に於いては (I(言)と云 うのは空間的に不均丁でも )

∂<-i (冒)>qL/aqj及首(6)の段子をも-た項は零 となるo

3.プラッソフ流体の乱流のエソ トロー (ヨー函数の符号を変えたもの )の

-定義

ボルツマンItこよって導入されたエントロピーの概念を振 り返 ってみることに

しようOボルツマン方程式は,a.a.堤.a.T.方程式に於いて2体の分布函数

f2(竃 ,義 ,七)に近似をすることによ■ゥて得 られ る.従 っ.て,BIB.α.K.Y.寡

程式のよって立つ方零式 ,リュビュ方轟式の解 をもって,ff一函数を

H他-JEN((亙I,七)iogfN((亙 ),七)d13Eiiを定義 したならば,a-fml/a_t は 0
となる｡ この リュビュの方程式の出て来 る過程は汎函数方春式佃の出て来る過

程 と良 く似ている ｡ なぜならば,Ⅳケの粒子から成 る系の性質は,- ミル トン

の運動方程式で充分■良 く記述されるのであるが,これを解 くことは不可能に近

いので,ハミルトyの運動方程式の時刻 七三 七に於ける解の作る空間,tl一空間

を考え･そめ空間に確率密度 fN(亀 ht)を導入 し fN(そろ )･七)の運動を遇い
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かけるのが, リュビェの方程式であった｡従 ってこの段階で諾一函数を考える

と,鋸 ま･すべての知識を含んでいるものであるから･非可逆性をあらわす

a_HEtl/atと云 うものは 0となる.この事情は(4)式の解 をもって来て

H佃=量p(I-,ち)iogP(f･七)alf〕 を定義す るならば dB't}/at=0.i,tIるこ
とと強 く似ているのである7.)ポ ,レツマンの導入 したiq一函数の成功は,与えら

れた初期条件のもとに, リュビル方程式が時間と共に発展 し,初期段階を経た

後にはボルツマン方程式で充分近似 し得 る系が存在 して･その様な段階でH.-

函数を導入 したことになっていたからであるC云い換えるとI fNが

fN(･{;i,･t ･) - 盈 fB(;i･七, (ll)

と近似 される毒 を用いてI,q一函数を定義すると打一定理が成立す るのであるO

さて準線形理論に相当す る汎函数方程式(4)の解く51を考えてみることにする｡

個 式に現れた相関函数 G(冒,嘉,ち)紘,(9I式の解であるから結局 Gは一体の
函数 くf(言)> で書きあらわ されたことになっている｡したが って,近似汎函

数(51は･古典統計に於ける fI3に対応 したものとなっているO勲 5)式をフ且リJ

エ逆変換 した確率密度を PriL.L.(I,ち)(以後添字 q･L･省略する )としようO そ

して好一函数を

叩 -fpFPq･L･(f･七)logh亀･L;(f･七)aCf〕
と定義する｡

(12)式のPは

p(∫,七)-∫
巧r
a-if y餌 (3;)毎 且.Lly,七)且〔y〕

(12)

で求められる量であ り･ a)0.L.がガクス形 とな｡ているから解析的には計算が

可舵で,その結果は

1

p{f･tF 茄 ex直 k fr師 -甲 か 〕好 ,- :雇 p〕屯 3E,･i,慮 dKj,
(13)

′ヽ′
となる｡但 し Z化l及 〔‡は
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･Jtt,-fqex浸〝掛 <か 僻 )一感 )>];(;･Z,･i,dx.A判 d&〕
(14)

/言(嘉意,ち)G(憲･,音′,ち)且言,- 8(言一言〟) (15)

で与えられる(,

さて,ff一函数の時間変化は (13)式と(12求に稚苑もて時間微分をとると

よい｡即ち

ctH(ち) ap(f,i)
LIl十Iogp(i,ち)idEf〕-I

･Pの運動方程式は,(13),(8),(9)式から

詰 -専 〝窟dx+,
∂くど(言)･･>

∂ 七

ap(f,t)
Df/ at

iogP(I,七)dffj

〔fめ 一穏 密 )> 〕TG(冒,qx,,ち)

1,,_,→ ｢→.,(汁 Ĵ六､､/̂71.､.メ_,i.､㌧,∂笥言一一･壬j:rd言d嘉(.f雷)rQ商可〔fめ･一感 )>〕 ノヽちI17･i･26-′l'q-ーI-してー′ -T-I-lノヽ~†-●′ ー㌣ ' ノ ∂七

-pifPelf- 実 学 〔- - 7,,〕言(冒,i,,ち)

去rrdjt-恵〔感 -<f6E)>)(.fCi･)-ぐめ>〕

確率密度の対数は (13)式から

∂吉富,憲J,七)
∂ 七

(17)

･-1∫

∫dlf〕

iogp-一基〝巨めく感 >]lfQt-I)-Qet-,)>]言(3㍍x･･,七感 af･-.iogz (18)
であり,又次の関係式も特性汎函数の定義から容易に分かる｡

<〔f(か <戒)>〕>-fDflf(3E)-4 (苅 >〕pRU〕- 0
3

<.H巨 旦 ト <f(亙)>〕> - o
l=1
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<f6tdl)'-くど6尋>〕〔鴫 )-<武義 )>p -eG(蛋 ,憲2･七) (21)

4

<E l〔f'3Ei'-4'3li'>〕>-∈2〔G'3E-=2'鴫 ,か G｡6品'G'3E2･む

十 G(蛋,義)a(義,義)〕 (22)･f

(17),(18)式 を 且H托h{且も,('･16)･式,に代入 し,第15)式,及 (19).～(22)

式の関係式 を用-いて整理すると.結局

意㌢ ニー‡N E(毛 馬 ･七)
∂G･(=1,義 ,ち)

∂ 七
離Ela言 2 (23)

を得るO ･

(23)式によると,lq一函数の時間的変化の割合は,相関函数 Gの時間変化

の割合によって与え られている . 今 Gと云 う畳 がどんなものであるかを (21)

式 とは別の観点か ら考えてみよう¢電場 首q ･七)は･ lf(57)-a (3E)>〕と次?

様 な関係にある .

盲(冒,ち)エ イ
紳(I首一軍p
∂す

であるか ら

<還 2(冒,ち)>-〟

lf(憲･)-<ゴ(矛)>〕a_育

∂甲(Iを電 l) ∂甲(仔電D
∂首

(24)

a(竃,義 ,七)a.義,義,

(25)

即 ち, Gは電場のエネルギーに関係 した量である｡ (23)式の主張は,従 って

電場のエネルギーが増大するならば,江-函数 は時間と共に増大すること･を云

っている｡

4.ニ -三 の 考 察

前節に於いて,プラッ ソウ流体の乱れのうち, べデノフ ,ドラモン ドーパ

イy ズ流の準線形理論で蒔扱 え る様 な 系のエy トロピ†時間変化を考察したO
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(23)式からもし初期条件 として任意の相関が与えられた とすると, (あくま

でも準線形理鎗Iで取扱える様なものに限 らなければいけないが )その相関の中

には,安定なモー ドも不安定なモー ドも多数存在するであろう｡ しかし安定な

モー ドは,<ご(冒)> に特長的な或 る時間の間に,殆んど無視出来るレベル迄

退化す る8oJここで行 った議論は,系が(8)式及(9)式で良 く記述 される様な場合の

みに限 るOそれは古典統計のポゴリユ京プ理論 と良く似たものであって,(87式

及(9)式で系が良 く明述 されると云 うことは.ある初期条件のもとに系が発展す

る とす ると,ある初期段階を経過 した後に(81式及t9書式で記述出来 る系があるで

あ ろうと云 うことである｡即ち安定なモー ドだけを含んだ系であるならば初期

段 階を経た後には･署 ～o とな-ているであろう･そして不安定なモー ドを

もつ系では,初期段階 を経た後に於いても舘 >Oであろう｡従 -てその様な

領域では,

a.HftI

d_t
< 0

であるocIBft)/(it の下限の証明扮,やや困難な問題である｡何故ならば.成

長率の時間変化を考えに取 り入れなければならないからである｡成長率の時間

変化は･この形式で云 うならば 〔{J ff>-<f>< fX f>-∑G<f>〕と云
う量 に 蘭係 があ って,今迄問題にして来た領域の外に出るか らである.

最後にもっとも′興味ある問題,強い乱れから,弱い乱れえの移 り変わりの問

題については,t81式 ,f9)式を挑める限 り,少 くとも弱い乱れに移 った後に於い

ては,ここでのべた方法論は可能でありそ うである｡しか しそれは数式の上だ

けのことでありて,多 くを云 うことは今の所むつかしい o

最後に,著者の興味を,乱れの汎函数形式化に導 き,終始熱心な指導員及討

論 をして頂いた巽教授に心から感謝の意を表 します ｡又この小論文について討

論 に参加 して頂いた方 々,中でもプ リトン ,ドーソソ ,寺本,オーバマンの各

氏に感謝致 します｡
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