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高次元相互共分散ベクトルの自動スパース推定

1 はじめに

筑波大学・数理物質科学研究群 海野哲也

Tetsuya U mino 

Graduate School of Science and Technology 

University of Tsukuba 

筑波大学・数理物質系 矢田和善

Kazuyoshi Yata 

Institute of Mathematics 

University of Tsukuba 

筑波大学・数理物質系 青嶋誠

Makoto Aoshima 

Institute of Mathematics 

University of Tsukuba 

本稿では，高次元特徴量の 1つである高次元共分散ベクトルに対するスパース推定を考える．共

分散ベクトルグに対し，以下の検定を考える．

H。:u= 0 vs. H1 : uヂ0. (1) 

Aoshima and Yata [1]はクロスデータ行列法により検定（1)に対する検定統計量を与え， Yata

and Aoshima [5]は拡張クロスデータ行列法 (ECDM法）により，検定統計量の性能を向上させ

た．本稿では検定（1)において H。が棄却された後に， 9 の推定を行うことを考える．

共分散行列全体に対するスパース推定は，これまでに広く研究されている． Bienand Tibshirani 

[3]は11-罰則項に基づくスパース推定を提案し， Bickeland Levina [2]は閾値法によるスパース

推定を提案した．一方で，高次元共分散ベクトルのスパース推定に焦点を当てた研究は，これまで

限定的なものであった．

従来のスパース推定では，得られる結果が一致性を有するには適切な閾値や正則化パラメータを

選択する必要があるものの，高次元においては計算コストや結果の安定性に関する問題が生じる．

最近， Yataand Aoshima [7]は閾値や正則化パラメータを必要としない，高次元主成分ベクトル

の新たなスパース推定の方法論を提案し，その漸近的性質を求めた．さらに， Uminoet al. [4]は

同手法を高次元相互共分散行列のスパース推定に応用した．本稿では， Yataand Aoshima [7]の

方法論を高次元共分散ベクトルの推定に応用することで，閾値や正則化パラメータを用いずに，

llu-ull2 
△ 
= op(l) 

の意味での一致性を有するグのスパース推定法を提案する．ただし， II・IIをユークリッドノルム
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とし，△ =Ila|ドとする．

2 標本共分散ベクトルによるクの推定

2.1 高次元の分布に関する仮定

平均にp+l次のベクトルμ,共分散行列にp+l次の非負定値行列工を持つ母集団から

n(~ 4)個のp+l次元データベクトルX1,...,Xnを無作為に抽出し，これらを叫＝ （x『J'巧(*))T

と分割する．ただし， Xり＝ （x切(1),...'Xり(p)汀 ERP, 巧(*)E R である．尤りは平均に

μl = (μ1(1), ・ ・ ・, μl(p)汀，共分散行列に E1を持ち，巧（＊）は平均にμ*,分散にび＊を持つとする．

さらに， Xljと巧（＊）の共分散ベクトルを Cov（Xlj,巧（＊）） ＝(j =（び1,..．ばp汀とおく．すなわ

ち，μ= (μ『,μ＊げかつ

}:; = (クエ｝ 。U＊) 

であるとする．

口の固有値分解を~ = HAHTとする．ここで， A=diag（ふ，．．．，入p+l)は口の固有値

ふ 2...2入p+l2°'. Qからなる対角行列であり， H は対応する固有ベクトルからなる直交

行列である．このとき， E(zj)= 0かつ Cov(zj)= Ip+lとなる確率変数ベクトル Z]を用い

て，叫＝ HA112zj・十μと書くことができる．ただし，t> 0に対し Itはt次の単位行列を

表す．また， ~1 の第j対角成分をの(j)とおき，各jに対しp → 00で町(j)E (0, oo)かつ

び＊ E(0, oo）なる正則条件を仮定する．ここで，関数f(•)に対し‘‘p→ 00 でf(p) E (0, oo)’'とは，

liminfp→oof(p) > 0かつlimsupP→00f(p)く 00であることを意味する．したがって，p→ 00で

t r(~1)/p E (0, oo)である．

Yata and Aoshima [5, 6]に基づき，本稿では各叫に以下のモデルを仮定する．

叫＝rwj・十μ.

ただしq> 0をある自然数として， rはrrT＝口を満たす(p+l)xq行列であり， Wj= 

(w1j,... w叩汀 ERq, j = 1,...,nは独立にE(wj)= 0, Cov(wj) = Iqを持つ分布に従う確率変

数ベクトルとする．また， s= 1,...,qに対し Var(wら） ＝Msとし， limsupP→00Msく00である

とする． さらに， r= (rf,,＊汀， r1= (1119・・・ダlq),/ls ERPかつ,*= (,1*, ・ ・ ・,rq＊汀 ERq 

とする． このとき，

q 

互＝ r1叱＋μじ 巧（＊） ＝7伍叱＋μ* かつ a=rヴ＊ ＝どllsfS*
s=l 

とできることに注意する．本稿を通じて，以下を仮定する．

(A-i) 任意の rcf-s, t, uを渦たすr,s, t, u = l,..., qに対し，

E(wか心）＝E（鴫）E(w;1)= 1 かつ E(wr匹 sj動W叫＝0.
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(A-ii) 各r= 1,...,pに対し，limsup E [I (x1j(r)―μl(r))(xj(*)―μ*) -O"rド］ ＜00. 
P→OO 

町が正規分布に従う場合，（A-i）及び (A-ii)は自然に成立することに注意する．

2.2 高次元における標本共分散ベクトルの漸近的性質

簡単のため，以下では平均ベクトルμが既知であるとする．標本共分散ベクトルを s= 

こ；＝1(Xlj―叫（巧（＊）一凡）／nとする．このとき， E(s)= uである．必要に応じて，以下を仮定
する．

tr（エf)
(C-i) p,n→ 00で＝o(l).

砧△2

t r(~i) ~ tr（エ出が成立することより，（C-i)はtr(~1)/(n△) =o(l)よりも緩い条件であること

に注意する． sについて， Uminoet al. [4]の定理1と命題 1より以下の結果を得る．

命題1.(C-i)と適当な条件のもと，p,n→00で以下が成立する．

||s;|2 = {□ 1 + tr（：ど＋嘉t(Ms-2)ll11sll2'Y;*} {1 + Op(l)} かつ
u-s 
— =1 + op(l). 
△ 

叱が正規分布に従う場合，各sに対し Ms=2となることに注意する．この場合，上の命題より

||び一△s||2 = {tr（竺｝｛1 + op(l)} + op(l) 
となるため，条件tr（~1)/(n△) =o(l)はsが一致性を有するための必要条件となる．しかし，こ

の条件はp/(n△)=o(l)であることを意味しており，p/n→ooとなる高次元小標本設定において
非常に厳しいものとなる．

3 高次元共分散ベクトルのスパース推定

前節より，標本共分散ベクトル Sは高次元において巨大なノイズを内包することがわかる．本節

ではYataand Aoshima [7]で提案されたスパース推定のアイディアを応用することで，このノイ

ズを除去することを考える．

入を Yataand Aoshima [5]で提案された△の不偏推定量とし，集合Dc{l,...,p}を

D={rl(jr-/=O, r=l,...,p} 

とおく． 9 について，以下のモデルを仮定する．

(C-ii) 各rEDに対し， liminfび;> 0. 
P→OO 
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また，標本共分散ベクトルを s=(s1,..,,sp汀とおき， S1,...,Spを絶対値の大きい順に並べ

替えたものを S(1),...,S(p)とおく．すなわち， 18(1)1~ • • • ~ l8(p)Iとする．命題 1とYataand 

Aoshima [5]の系 2.1より，（A-i),(C-i)およびliminfp→ootr(E1)/(n△) > 0のもと，漸近的に確

率 1で 11s112~ lが成立する．このとき，

k-1 2 K 2 s s 
ど~<1 かつこよ三 1
△ △ r=l - r=l 

となる自然数k(:Sp)が一意に存在する．そのとき， sを次のようにスパース化する．

ただし，

ふ＝｛；r 
とする．このとき，次の定理を得る．

る＝（函，．．．，和）T.

if lsrl 2: is(k) I 
, r=l,...,p 

otherwise 

定理1.(A-i),(A-ii),(C-i),(C-ii)と，以下の (C-iii)を仮定する．

p 
(C-iii) p, n→ 00で一＝ o(l).

n4 

このとき，p,n→00で以下が成立する．

llu -ull2 

△ 
= op(l). 

注意． 11s112く入である場合，（2)において k=pとする．

(2) 

注意通常，平均ベクトルμは未知であり，びの推定には不偏推定量s*＝どj=l(X1j―元1)(xj(*)一

正）／（n-l）が用いられる．ただし，歪＝ど］n＝1X1j/nかつ歪＊ ＝どj=l巧(*)/nである．本稿で

は割愛するが， s*を上記と同様の手順でスパース化することで得られる(T*についても，定理1と

同様の結果を得ることが可能である．

4 シミュレーション

本節では高次元小標本のもとで， Sとるの精度を数値的に検証する． P= q, μ = o, r = HA1l2 
とおき， E1の固有値分解を工1= H1A1H『とする．ここで， A1= diag（入n,．．．，入lp)は E1の

固有値入112... 2入lp2 0からなる対角行列であり， H1は対応する固有ベクトルからなる直交

行列である． E1について，次の 2つの設定を考える．

(a) p = 2八s= 6,..., 11, n =「P2;3lとおく．

X1= (h IPo-5) (= Xla) 
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とおく．ただし，「xlはx以上の最小の整数を表し，t>Oに対し lt= (1,..., l)T E Rtと

してrt=(It+ ltli)/2とする．
(b) p = 500, n = 2八s= 3...,8とおく．

:Ei = (r 4LG/3」 IP-40口」） （＝図）
とおく．ただし， lx」はx以下の最大の整数を表す．

上記2つの設定のもと，尤りと巧（＊）を

互＝ H1A杞(wlj,...,Wpj汀，

で発生させ，叫には以下の 3つの分布を考える．

(I) Np+i(O，エ）．

巧(*)= W1j (3) 

(II) wヮ＝ （Vrj -5）／凶0.ただし， Vrj,r = 1,...,pは独立に自由度5のカイニ乗分布に従う

確率変数．

(III) Wrj = trj /、瞑．ただし，trj,r = 1,...,Pは独立に自由度10のt分布に従う確率変数．

(A-i)は全ての設定において満たされることに注意する．一方で，（A-ii)は（I)と(II)では満たさ

れ，（III)では満たされないことに注意する．また（3)のもと， 9 は設定（a)では最初の 5個の成

分が非ゼロであるベクトル U= （《ぷ-;/5,...' ✓ぷ-;/5,0,..., O)Tとなり，設定（b)では最初の

4lpl/3」個の成分が非ゼロであるベクトルU=(✓入n/(4[p1/3」),...,V入n/(4[p1/3」),0,...,O)T
となる．

p次元ベクトルaに対し， e(a)= Ila -ull2 /△とする．上記の設定のもと， e(s)とe（a-)をそ

れぞれ1000回発生させ，その平均（左図）と分散（右図）を図 1から図3にプロットした． これら

の図からもわかるように，スパースな推定量6が従来の推定量 sに比べ，高次元小標本のもと非

常に良い推定量となっている．ここでは割愛するが，設定を変えて実験をしたときにも，るがsに

比べ，高次元小標本のもと優れた推定量となっていることが確認されている．

5 定理 1の証明

簡単のために hI 2: • • • 2: l(Tりであるとする．また， d=I割とする．ただし，有限集合Aに対
しその要素数を凶で表す．マルコフの不等式より，任意の T>Oに対し (A-ii)と（C-iii)の仮定

のもと

p p 

どP(lsr-<T叶2'.T)こど E(|sTT8汀） ＝ o （ヽ） ＝o(l) 
r=l r=l 

となるため，

II]ax lsr -巧|=op(l) 
r=l,...,p 
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(b)p = 500, n = 28, s = 3,…,8, l::1 = :E1b-

図1:Xj~Np+i(O, :E). 

が成立する． よって (C-ii)の仮定より

s; ={:：冒゚p(l)} r ：：：：： d, 
r2".d+l 

(4) 

となるため，p,n→00で
2 

L ~ = l+op(l) 
rED 

かつ こ讐＝1+ op(l) 
rED 

(5) 

が成立する．
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(b)p = 500, n = 28, s = 3,…,8, l::1 = :E1b-

図2:Wrj = (vrj―5)/《面ただし，巧j,r=l,...,pは独立に自由度5のカイニ乗分布に従う確

率変数

Yata and Aoshima [5]の系2.1より，（A-i)と (C-i)の仮定のもと，p,n→00でふ△ ＝l+op(l) 
が成立する．さらに，集合'D1C{l,...,p}を V1= {r Iふ-/-0, r = l,...,P}とする．このとき

ゆ叶＝ Kとなり，（4)より漸近的に確率 1で

• 2 2 
mln s > max sr 
1<r<d r d+1<r<p 
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(b)p = 500, n = 28, s = 3,…,8, l::1 = :E1b-

図3:Wrj = trj/《面屈．ただし，trj,r = l,...,Pは独立に自由度 10のt分布に従う確率変数．

となるため，集合1),1J1について，漸近的に確率 1で次が成立する．

T> C T>1 

T>1 CT> 

and 

if 

S(k) E {sd+l,..., Sp} 

k :=; d. 

if k > d, (6) 

(7) 

k>dであるとき，（4)から (6)より
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となる． よって

△ る||2＝ど ~+1-2 ど T = op(l) 
rE'D1 rE'D1 

(8) 

が成立する．

k ::; dであるとき，（5),(7)とシュワルツの不等式より

2 2 ＾ ど； ＜ど長一~ = op(l) かつ ど悶：：：：： こ讐＝op(l)
rE'D¥'D1 rE'D rE'D＼わl 疋'D¥わl

が成立する． したがって (5)と組み合わせることで

こ:=塁-L ~ = 1 +op(l) かつ
rED1 rED rED¥D1 

LT=ど針；T-ど T= l+op(l) 
rED1 rED rED＼割

となることから（8)が成立し，題意を得る．
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