
｢非線形力学系の基本問題｣

非可積分系の量子力学

早大理工 首藤 啓

量子力学は､プランク定数ゼロの極限で古典力学に移行するという対応原理の要

請を基にしてつ くられ､現実の微視的スケールのさまざまな物理現象を見事に記述

してきた｡しか し､その対応原理の対象 となった古典力学系は､可積分系 (- ミル ト

ン系の場合､自由度個の保存量が存在 し､すべての軌道は規則的な運動を行 う)で

あり､対称性の高い極めて限 られた場合で しかない｡現実に最 もありふれている非

可積分系の対応原樫が､古典 カオスの存在により､さほど自明なことではな く､実

際にい くつかの局面で､素朴な対応原′理の破綻が指摘されている｡では､現実には

最 もありふれている非可積分系 (この場合の非可積分 とは､古典力学の意味)の定

常状態､動力学的側面には､どのような問題があらわれるであろうか0 1,2

そもそも､軌道の存在 しない量子力学に､古典系のカオスの定義をそのまま適用

できないのは言 うまでもない｡それ以前に､線形のダイナ ミクスであるシュレディ

ンガ-方程式か ら､古典カオス的な不安定性を生ずるはずがな く､故に､量子力学

にはカオスは存在 しないという主張がたびたびなされる｡ 確かに､系が離散的なス

ペク トル しか もたず､状態の時間発展が準周期的な場合には､古典系の指数関数的

不安定性はあらわれない｡ しか し､その議論には､系の固有状態に関する情報がす

べて既知であるという大事な前提があり､一般 にカオス系の固有関数､固有エネル

ギーは対応する古Btil系の複雑 さを反映 して､可積分系との本質的な差異が期待で き

るし､また､果た して系が離散的なスペク トルをもつのか否か､という問いこそが､

重大な問題であるというのが最近や知見である.

定常状態の問題

定常状態に関す る第一の問題は､非可積分系の量子化条件であろう｡ 固有状態

の古典的な対応物を位相空間の不変集合 と考えるのは自然であるが､問題はどの不

変集合が量子化 されているか､それが系の可積分性をどう反映するか､である｡可

積分系での古典量子化は､一次元では､有名なBohr-Sommerfeldの量子化､多次元

では､その拡張 としてのEinstein-BrillouinJ(e11erの量子化法によって､自由度個の

断熱不変量を量子化することか ら与えられ､各固有状態は古典的な トー ラスと 1対

1の対応がつ く3｡ しか し､非可積分系では､ ト- ラスが朋壊 し､保存量を前提 と

した EBl(量子化は破綻す る.一方､系の可積分性を問わず存在する周期軌道すべ

てが､constrllCtiveに干渉す る結果として系の固有エネルギーが得 られるとするの

がGtltZWillerの周期軌道量子化である｡ そ こでは､一つの固有状態を一つの トー ラ
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スと対応させるという単純な描像は消え去 り､すべての周期軌道とすべての固有値

の対応 という全 くちがった描像が姿を現わす4｡ その周期軌道量子化法 も､カオス系

の周期軌道の長さに対す る分布則 (すなわち､周期軌道の長 さTに対 してその数が
N(T)～ eht･T/Tで増加すること)より､周期軌道和 自身が収束 しないという原理
的な問題点に加えて､実際の周期軌道の数え上げが困難なことから､具体的な適用

例は少ない｡ しか し､その分布別にこそ､カオス系の本質が集約されており､それ

が固有エネルギーのいかなる性質となって現れるかを知 る/ことは重要である｡特に､

周期軌道和から､一つ一つの固有状態の情報をいかに抽出するかは､非可積分系の

固有状態における量子古典対応の詳細を知る上で避けることのできないことである｡

ところで､非可積分系の固有値列は､ トーラス量子化が不可能なことか ら､非

常に乱雑な並び方をす るo しか し､有限時間で古典系の軌道がカオスであるか否

かを厳密に判定するのは原理的に事ま不可能であるのと同様､有限個の固有値列の不

規則性の程度から､非可積分系の固有エネルギーを特徴づけすることは一般に難 し

い｡そこで､何 らかの漸近的振舞いから可積分系と非可積分系の固有値列の性質を

峻別 しようという考え方が生まれる｡例えば､多 くの人たちによって調べられてい

るレベル統計がそれである｡中でも問題にされることの多い最近接 レベル分布に対

して､可積分系のポアッソン分布､エネルギー以外に良い量子数の存在 しないカオ

ス系のウイグナー分布は､それぞれの固有値列の示す普遍別として信 じられている

5｡また､それに対する- ミル トニアン行列のアンサンブルを用いた理論的説明も試

みられている｡ ところが､このウイグナ-分布を､古典カオスを直接の理由として

説明 しようとすると､途端に困難に直面する｡その理由は先に触れた周期軌道量子

化の問題点 と関連 している｡

カオス系の固有状態の性質に関 しては､これまでのところ､定性的な理解にと

どまっていたところもあるが､最近､すべての軌道が不安定である強いカオスを示
J
す系での非常に高い固有状態のなかで､領域全体には広がらず､部分的に局在 した

ものが数多 く見つかっていることは､注目に値する｡ そ して､それは古典系の周期

軌道iF対応 した領域に局在 していることから周期軌道痕跡 (PeriodicOrbitScar)

と呼ばれ､実験的にも観測 されている｡これは､エルゴー ド的で強いカオスを示す

系であっても､短い周期軌道による頑強な構造が生 き残っていることを示すもので､

固有状態全体が周期軌道全体に対応する､という上記の描像に問題を投げかけてい

るといえる｡

動力学的問題

先に述べたように軌道 というものがない量子力学 と､古典系の軌道によるダイ

ナ ミクスか ら定義 されるカオスとを比較することはできない｡動力学的側面で最大
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の焦点は､古典と量子の分布関数対応､あるいは､拡散の有無である｡古典系では､

例えば､スタンダー ドマップのような運動量空間で束縛のないような系では､初期

にある領域に局在 していた相空間分布関数は､横断的なI(AM トーラスが存在 しな

い限 り､時間の経過 ととも七 いくらで も拡散す る.一方､量子系は､時間発展の初

しと折れ畳みによって､自己干渉を生 じ､古典系の微細な構造を追従できなくなる｡

そ して最終的には､古典系で特徴的であったカオス的な拡散は量子力学では抑1ヒさ

れて しまう｡この現象は乃SllppTeSSionofChaoticDimlSion"と呼ばれ､量子力学特

有の現象として､振動電場中の水素原子などの実験的な観測の対象にもなっている

が6､本質的な特徴はいわゆるKickedRotatorのモデルで捉えられているoKicked

Rotatorは､ 1次元の回転子に周期的な撃力が加わって時間発展をおこなうもので

ある｡周期外力系では､固有状態がないかわりに､ 1周期分の時間発展を推進する

ユニタ リー演算子に対する (準)固有状態が系のsta.ticな特性を決定するが､ダイ

ナ ミカルな拡散の不在は､運動量空間の準固有状態の局在が原因であると理解され

ている7｡ これは､準固有エネルギーの言葉でいえば､(紘)点スペク トルをもつ と

いうことであり､ランダム系のアンダ-ソン局在 と類似の議論が成立する. しか し､

最近 の研究で明 らかにされつつあることは､カオス系での点スペク トルは､外部か

らの撹乱に弱いばかりか､系の自由度を高 くする事により､連続スペク トル (特異

連続 スペク トルか?)をもち得るということで､今後の研究の大 きな鍵になるもの

と思われる8｡
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