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Various types of multiple polylogarithms and related zeta values 

金子昌信（九州大学）•津村博文（東京都立大学）
Masanobu Kaneko (Kyushu Univ.) 

Hirofumi Ts皿 ura(Tokyo Metropolitan Univ.) 

この論説では，既に出版されている [10,11]に含まれているレベル4の多重L値や2変数の多重ポリログ
に関する結果を含むような，より一般的な枠組みにおける結果を紹介する．具体的には，既存のものとは異な
る多重ポリログを，［l]で考察されている手法がうまく働くような形で定義し，多重ゼータ値の一般化にあた
る概念を定義することで，それらの値の間の関係式を与える．具体例として，多重L値や多重ポリログの既知
の関係式に加えて，これまでに知られていないような多重級数の値の間の関係式も与えることができる．こ
れらの詳細や証明については，現在準備中の [12]を参照いただきたい．

1. Introduction 

l変数の多重ポリログ

Li(k1,..., k心）＝〗 k1沙~ (lzl < 1; k1,..., kr E Z) 
如く•••<m, ml・. ・・mr 

は，数学の様々な分野に登場するが，とくに admissibleindex k = (k1,..., kr) E Zら(kr~ 2)について
定義される多重ゼータ値

((k) = ((k1,..., kr) := Li(k1,..., kr; 1) 

の研究においても重要な役割を果たしている．良く知られているように r=1の場合，Li(k;z)は帰
納的な関係
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(k, > 1), 

(k, = 1) 

という関係が成り立つ．これを踏まえて，Kぃ．．，krE Z;:,:1に対して，Arakawa-Kanekoゼータ関数が

姻・ ●．ふ s) ＝土』()()ts-I~―2dt (Re(s) > 0) 

により定義されている ([1]).この関数は，全平面に解析接続されて

ど(k1,...,k,;-n)= (-ltC~知．，k,) (n ~ 0) 

を満たす．ここで c~幻，．．．，Kr) は C 型ポリベルヌーイ数と呼ばれるもので

Li(k1,•-~—t) ＝こ c桝••,Kr):
et -l n! 

n=O 

(1.1) 

によって定義される ([5]).
とくにLi(l;z) = -log(l -z),すなわち Li(l;l-e―t)= tから

1 00 t 
ど(l;s) =可』ts-l←1 dt = s?(s + 1) 
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が成り立つ．ここでf(t)= l -e―tとおくと，f―1(z)= -log(l-z) = Li(l;z)が成り立ち，対数微分を

考えると
f'(t) e―t 1 
＝ ＝ f (t) 1 -e-t e1 -l 

が成り立つ．このことから

ど（l;s)＝点』oots-1 戸~dt (1.2) 

となって，ど(l;s)はf(t)から決まることがわかる．この（1.2)がArakawa-Kanekoゼータ関数の一般
化を構成する上での重要な表示である．

例えばf(t)の代わりに，［8,9]で扱われた

l-e―t 
g(t) = tanh(t/2) = 

l+e―t 

を考えると，

g―1(z) = 2 tanh―1(z) = 2〗二□ ＝Li(l; z) -Li(l;-z) 
m=O 

となり，これがレベル2のポリログで位数が 1のものであり，［9］でA(l;z)と書かれた関数である．
一般に k1,...,krE Z;,,1に対し，レベル2の多重ポリログとそのz= 1での値として多重T値が

炉
A(k1,...,kr;z) = 2r m,~m. ~砧'

m区•<mr m m... 
m戸jmod2

T(k1,..., kr) = A(k1,..., kr; 1) (kr ~ 2) 

で定義され，対応するレベル2のArakawa-Kanekoゼータ関数が（1.1)の類似として

叫 1,...,kらs)=上 l"" t'_1~dt (Re(s)>O) 
f(s)。 sinht

で定義された([8,Def. 7]).この関数も全平面に解析接続されて，とくに r= l, k1 = 1の場合，

叩， S)＝心』""ts-1~ dt＝土』00が―lg―l(g；叩’（t_)_dt (1.3) 

とあらわされて，（1.2)においてf(t)をg(t)で置き換えた形になっていることがわかる．
以下では，f(t)やg(t)の一般化となるような h(t)のクラスを考え，既知の結果を含むような一般
的な枠組みでの結果を導出することを目的とする．

2.一般化多重ポリログ

この節ではf(t),g(t)を含む一般的な関数の枠組みを考察するために，次の条件を満たすh(t)を
考える：

Assumption. h(t)は有理型関数で次の 3つの条件を満たすものとする：

(C-1) h(t)は原点で正則で，h'(O)-:f:. 0. 
(C-2) h(t)はaECで1位の零点を持つ．ここで，aは原点からもっとも近い零点である．

(C-3)複素数列加｝心lで％＝ 0(1)(n→ oo)となるものが存在して，以下の級数表示が成り立つ：

悶＝tYne―nt (Re(t) > 0). 
n=l 

l-e―t 
Example 1.上述のf(t)= 1 -e―t, g(t) = について，ともに a=Oで，

1 + e-1 

信＝ご；＿t＝te―nt,賃＝ 1：―;_t + 1:;_t =2こe―(2m+l)t_
n=1 m=0 
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まず，位数1のポリログである Li(l;z)(=f―l(t))やA(l;z)(=g―l(t))の一般化となるような (hに
付随する）位数 lのポリログLih(l;z)= h―l(t)を以下のように定義する．条件(C-2)より，h(a)= 0, 
h'(a) -:f:. 0から，複素関数の逆関数定理より，ある原点の近傍において，逆関数h―l(z)が存在して，
h―1(0) = aが成り立つ．

Definition 1. ある開円板{zI lzl < Rh}において，h(t)の逆関数として， hに付随する位数1のポリロ
グが定義されて，以下のような級数表示をもっ：

Lih(l;z) := h―l(z) = a ＋文~~ (en E IC (n ~ 1)). 
n 
n=l 

ここでaは原点からもっとも近いh(t)の零点で，その位数は 1位である．とくにLih(l;h(t))= tから，
Lih(l;z)はz= h(O)で零点を持つ： Lih(l;h(O))= h―1(h(O)) = 0. 

1-e―t 
Example 2. h(t)がf(t)= 1 -e―t,g(t) = のとき，Rf=Rg = 1でa=Oから，

l+e―t 

Lij(l; z) = F¥z) = Li(l; z) = f ~ ~ (lzl < 1), Li(l; 0) = O; 
n 
n=l 
00 1 

Lig(l;z)=g―1(z) = A(l;z) = I ~ z2m+l (lzl < 1), A(l; 0) = 0. 
2m+ 1 

m=O 

Definition 2 (hに付随する多重ポリログ）． kE Z;:,,2について，

Lih(k;z) :=『止(K-1; u) du. 
h(O) U 

さらに，k1,...,k,E Z;:,,1について，
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(k, > 1), 

(k, = 1). 

仮定から h(t)は原点で高々 1位の零点を持つので，Lih(k1,...,k,; h(O)) = 0から，以下の展開によ
りhに付随する多重ポリベルヌーイ数｛B塁’..,k,りが定義できる．

Definition 3 (hに付随する多重ポリベルヌーイ数）． k1,...,kr E z<Clに対し

Lih(k1,..., k,; h(t))聟＝ご丸'…,Kr）且．
n=O 

ただし，右辺の展開の収束半径はh(t)の零点aの位置によって決まる．

Remark 1.定義から，以下が成り立つ：

(2.1) 

L叫 1,...,k,; h(t))={[]□'1, 9□'l:;(-u)］［口ど~du (k, = 1) 
Lih(l;h(t)) = tより，帰納的に Lih(k1,...,kr; h(t))は全平面に有理型接続されて，とくに条件（C-3）よ
りRe(t)> 0では正則である．さらに帰納的に，以下のオーダー評価も得られる：

(k, > 1), 

Lih(k1,..., k,; h(t)) = 0（,!<1＋…+k,) (t→ oo). (2.2) 

条件(C-3)より，h'(t)/h(t)= O(e―t)(t→ oo)がわかるので，（2.2)とあわせて次の定義が与えられる．
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Definition 4 (hに付随するArakawa-Kanekoゼータ関数）． k1,...,krE z<Clについて

紐 1,...,k,;s) :=志［曰L叫 1,...,k,; h(t))聟dt (Re(s) > 0). 
これは全平面に解析接続されて，次が成り立つ：

紐 1,...,k,;-n)= (-It B~~t’… ,k,) (n ~ 0). 

この関数の自然数での値どh(kぃ．．，k,;m) (m E Z:,.1)は，以下の定理で示す通り，次の一般化され
た多重ゼータ値であらわされる．

Definition 5 (hに付随する多重ゼータ値）． admissbleindex (l 1,..., l,)に対して，

(h(l1,..., l,):= こ Ym1...Ymr 

叫 ・・,mrこlm『(m1+m炉・・・(m1+ ••• +m,)1, • 
ここで枷｝は条件(C-3）で定まる数列である．

Remark 2. Example 1から，次がわかる：

?1(l1,..., l,) = W1,..., l,), (8(li,..., l,) = T(l1,..., l,), 

tf(k1,..., k,; s) =ど（k1,...,k,; s),姦（k1,...,k,; s) = if!(k1,..., kらs).

Arakawa-Kanekoの手法（ [1,2])を用いると，次の結果が得られる．これはh(t)= f (t), g(t)の場合
に，それぞれ[l,Theorem 9 (l)], [8, Theorem 5.5]と一致する．

Theorem 1. k E知， mE知に対して，

r-1 

釘□I,k;m+ 1) = iJど乏0(jkj： r) •印1 + 1,..., ]k-1 + 1, ]k + r + 1). 
j1 ヤ••+jk=m

r-1 
/--/  

邸 1,...,1,k;m+l)を計算することで，次の高さ lの双対公式の一般化が得られる．

Theorem 2. k, r E知について，

§爪1,...,l,r+ 1) = Lih(l,..., l,k+ l;h(oo)). 、、
k-1 r-1 

Remark 3. Theorem 2でh(t)= f(t), g(t)の場合は，f(oo)= g(oo) = 1から，多重ゼータ値，多重T値
の（高さ lの）双対公式(cf.[9, Theorem 3.1])と一致する．

さらに [l]の手法を適用すると，以下の定理が得られる．これはh(t)= f(t), g(t)の場合に，それぞ
れ[1,Corollary 11], [8, Theorem 5.7]と一致する．

Theorem 3. k E Z司， Re(s)> 0について，

r-1 

詞万，k;s) = (-1 i-1}互。 (s+ jj:― l) • (h{}i + 1,..., ]k-1 + 1, ]k + s) 
h +•••+jk=r 

k-2 

＋凶—1)j(h (~. ~, r + 1)位（l，...,1, S). 、、
j=O k-j-2 

さらに双対公式の一般化を考える．通常の記号のように，数列 S;E {O, 1} (1 ::,; i ::,; k)で釘＝ 1,

斑＝ 0となるものに対し

I（釘，．．．，Sk):= f ・・・ f 佐Ct1)• •• Q叫）， 恥．．．，烈） ：＝ f ・・・I Qs1Ctl)・・・Qq(tk)
0<11 <・・・<lk<l O<t1<…<tK<l 
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とおく．ただし，条件(C-3)で定義された｛叫と Definition1で定義された｛Cn}に対し，

Q。(t)＝亨，幼(t)= Li~(l; t) dt = (t, c記―1)dt,
n=l 

恥＝亨，如） ＝ ］1((＿＿11゚。：評＝ （名江―1)dt. 
このとき，変数変換 s= h(-logt)について，Q。（s)= -Qi (t), D1 (s) = -Q。(t)を満たすことがすぐに
わかる．ここで h(O)= 0を満たせば，Definition2から

Lih(li,..., lらz)＝こ伍・ • •C叫
叫••,mrと l 叫(m1+m炉 ・・・(m1+・・・＋叫）lr.

さらに h(oo)= 1を満たせば，多重ゼータ値の双対公式と同様に S;= h(-log tk-i+l)によって，

I（釘，．．．，斑） ＝J(l -斑，．．．，1-釘）

が確かめられるよってa,biの定義から，次が成り立つ．

Theorem4（双対公式）． hがh(O)= 0, h(oo) = 1を満たすとき， admissibleindex kとdualindex kt 

に対し

?h(k) = Lih(k互1).
とくに h=f,gの場合は，多重ゼータ値多重T値の双対公式と一致する．

3.いくつかの例

この節では， §2の結果の具体例を与える．

3.1. 2変数多重ポリログ． lxl,IYI :.,; 1, x -:f:. 0, y -:f:. 1, xy -:f:. 1を満たすx,yECについて，

1-xe 
hx,y(t) = 1 -xye-1 

とおく．とくに (x,y)= (1, 0)のとき，h1,o(t)= 1 -e―1(= f(t))となる． h(t)= hx,y(t)に関して， §2の記

号では，a=logx, hx,y(O) = (1 -x)/(1 -xy), 

Lihx/l;z) (= h芯(z))= log x + f ~-炉Zm (i.e. Cm = 1ー炉），
m 

m=l 
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たまるなと

(k, > 1) 

(k, = 1), 

(hx)l1,..., l,)= 〉 IT1=1炉（l-炉）

叫•••,mr>1 叫（m1 +加）li--・(m1+ ••• +m沖
は本質的に2変数の多重ポリログであるため，これを L(l1,...,l,; x,y)とあらわす．

Remark 4. Chapoton [ 4]は，パラメータ CE [-1, 1]に対し， h1,c(t)を考えて， 1-パラメータの多重
T値として， (h1,c(Ii, ・ ・ ・, [,)を考察している． Kamano[6]は（実質 2変数の）多重ポリログとして，
且(l1,...,l心） ＝位，c(l1,...,l,)を考察しているが，本論説では，これを多重ゼータ値(3.1)と見なし
ている．

(3.1) 

hx,y(oo) = 1より，Theorem2から次を得る：
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Theorem 5（高さ 1の双対公式）． r,kEZ:c>:1とし， x,yECが国：：： 1,lyl：：： 1, 1(1 -x)/(1 -xy)I：：： 1, 
y -::f:. 1, xy -::f:. 1を満たすとき，

£(1,..., 1,, k + 1; x,y) = Lihx,/1,..., 1,, r + 1; 1) 、、
r-1 k-1 

1-x 
= (-l)K こ叩，．．．，~;x,y) £(}1,..., j石 ，y) 

厄•+jk=r+K+l 一 l -xy 
伽 1 jk+1-1 

k-1 
1-x +>(-l) j £(l,..., l, K + 1-j; l,y) £(l,..., 1;_,y). ~--- --,,-,;, -,~-1- xy 

j=0 r-1 j 

ただし£(0;x,y)= 1とする．

(3.2) 

Remark 5. £(k1,...,kr;x,O) = Li(k1,...,kr;x), £(k1,...,kr;x, -1) = A(k1,...,kらX)から，y= 0, -1 
の場合はそれぞれl変数の多重ポリログの関係式 [7,Remark 3.7], [13, Theorem 4.14]と一致する．

とくに(3.2)で(k,r) = (1, 1)の場合は，
l -x l -X 

£(2;x,y) = -£(2; ~,y)-£(l;x, y)£(1; ~,y) + £(2; l,y) 
l-xy l-xy 

となり，L(k;x, y) = Li(k; x) -Li(k; xy)に注意すると，容易にdilogの5項関係式([16,Chap. l]) : 

Li(2; x) + Li(2; y) + Li(2; 1 -xy) + Li (2;号）＋Li(2；昌）

= 3((2) -log x log(l -x) -logy log(l -y) -log (~)log（二）
に変形できる．注として，（x,y)→(1,0)とすると，自明な双対公式((2)= ((2)を得るため，上記の 5
項関係式がある種の双対公式として得られるのは自然である．

さらに，（3.2)で(k,r)=(l,2)の場合から，2変数2重ポリログ

Li(k1,k虹1ぶ2) ＝〗五長 (k心 EZ<'.1,|xii< 1, lx2I < 1) 
l<:;m<n 

に関する双対公式が得られる．

Example 3. x, y E Cがlxl:=; 1, lyl :=; 1, 1(1 -x)/(1 -xy)I :=; 1, y * l, xy * lを満たすとき，
Li(l, 2; l,x)-Li(l,2;y, x) -Li(l,2;y―1,xy) +Li(l,2; l,xy) 

= ((3)-u(3; ~)-Li (3; y) + u(3; ~□ 

+(log x）｛叩号）ー Li (2,(] こ:~)} + 1 (10g号）2logx 
とくに(x,y)→ (1,0)とすると，Eulerの双対公式((1,2)= ((3)を得る．
注として，（3.3)は，既知の Li(2,l;x,y)に関する関係式([17,(2.48)])からも得られる．

3.2. Dirichlet指標に付随する多重ポリログ．導手Nの2次原始Dirichlet指標XNについて

見（t):=日（l-（炉e―trN(a)=.g.知（a)＝l(l -伝“e―t)

a=l rr知 (b)=-1(1 -(Nb e-t) 
とおく．ここでぷ＝ e2がバを 1の原始N乗根とする．

(3.3) 

(3.4) 

注として，導手N=lの単位指標X1に対して， hx1を（3.4）で定義すると， hx/t)= 1 -e―t = f(t), 

つまり hx:(t)= Li(l; t)となる．
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そこでその一般化として， x=xNとして， N> lを仮定し， G(x)=立似x(a)（んをガウス和とす
る． h(t)= hx(t)に関して， §2の記号では，a=-2冗i/N,

N 

hx(O) =日（l-（んar(a)= e―GU:')L(l,X)・ 
a=l 

ただし L(s;x)はDirichletL関数である．このとき，

となる．ここで

Lix(l;z) (= h-;1(z))= —累心き竺，
m=l 

IZ Lix(K1,..., Kr-1, Kr -l; u) du (Kr > l) 

Ll,(k,,...,kらz)={ 1：団（K1,...9 :r-l; u)Li;(1; u) du(Kr = l), 
尻(t)―=x(-l)GQ）Ix(n)e―nt (i.e. Yn = x(-l)GQ)x(n)), 
hx(t) n=1 

(h)k1,...,k,) = Q(-l)GQ))'L山(k1,...,k,;x,...,x). 

Lw(k1,...,k,;x,...,x) = I 
oo rr加x(mj)

叫•••,mr=lrr凸（Lt=lm品
は [2,§ 1.1]で定義された（山—型）多重 L 値である．さらに x に付随する多重ポリベルヌーイ数
とArakawa-Kanekoゼータ関数は

L凶 1,G嘉；h[；t)）尻(t)= : Llx(K1，よ＿hxl(t))X(a)eat＝図B幻，K，)且，
X a=O n=0 

h~(t) 
鍬 I,...,k,; s;x) =可［曰Lix(k1,...,k叫(t))詞“

Remark 6. N = 4の場合は既に [10]で扱っており，この論説ではその一般化を与えている．実際，
h(t) = hx4 (t)に関する Theorem1-3の結果は [11,§ 4]の結果と一致する．

N= 3の場合は，N=4の場合の類似として，Uchida([15])により導手3の（皿型）多重L値の
間の関係式が与えられているが，それらを踏まえて，数値実験により以下の次元予想を与える．

Conjecture.導手3で重さがKの（W-型）多重L値の張るQ上の線形空間の次元を di3)とおくと
き，以下が成り立つ：

慮＝ 1，d塁＝ 3叫 d塁＝2• 3n (n E Z"'o) (cf. OBIS: A182522). 

| drk3) |『|] | : I :I : I二Il: I 2: I 5: I 8: I 1;: I 
3.3.多重指数関数に付随する多重ポリログ． Bell([3])は多重指数関数（Iteratedexponential function) 
を以下のように定義している：

Definition 6（多重指数関数）．｛En(t)In E Z}を以下で定義する：

Eo(t) = e1, En(t)=『二lg-(1En+l(t)) ::: :̀ 
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Example 4.定義から，K1(t) = 1 + t, E_2(t) = 1 + log(l + t).また n= lの場合：

恥）＝ eがー1= 〗凡こ
n! 

n=O 

として定義されるB叶まベル数と呼ばれ，組合せ論的に興味深い性質をもっている ([14]参照）．

多重指数関数に付随して，関数列{Fn(t)In E Z}を

凡(t)= 1 -En-1(-t) (n E Z) 

によって定義する．これは F1(t)= 1-e―t = f(t)の一般化と見なせるもので， Fo(t)= tであって

F_1(t) = -log(l -t) = Li(l; t) = f―l(t) 

となり，帰納的に F-nCFn(t))= t (n E Z)が成り立つことが示せる．

そこで F1(t)の代わりに Fn(t)(n 2': 2)を考えることで，f(t)= F1 (t)に関する既知の結果の一般化
が期待される．注として，帰納的に以下が容易にわかる：

F _n(t) = Li(l; Li(l;.. • Li(l; t))・・・）．

n 

ここではn=2の場合，つまり

1.  1 -ee―t-1 1 OO 『

加(t):= bF2(t) = ~ = b I（ーl)n-lBnー
l -e-1 1 -e-l l -e-1 n! 

n=l 

について考察する．関連して，以下の古典的な数列{a(n)}を定義する (OEIS:A003713): 

l OO 

log~(= F-2(z))=t a(n)~ (lzl < 1 -e―1). 
n=l 

aぶI! I :I] | 3~ 1 2江I18634 1 17:82 | 8 866 | 248羞832| 354芯3576
Remark 7. 第 1 種スターリング数を|~Jとすると，以下が知られている：

a(n) = t(k-l)! ~~J (n ~ 1) 
このとき，h(t)＝加(t)に関して， §2の記号では，a=Oであり，付随するポリログは

Lis(l;z) = h閲(z)= F-2((1-e―l)z)= t ~＿一｀冗，
n=I 

~ IT'i=l a(mj)(l -e―1)叫
Lis(k1,..., k,; z)＝こ翌1+•••+m八

叫 ・,mr=lrrJr=l(mj― l)! (l:{=1叫）幻

また

筐言竺―_nl9):-1)e―nt (i.e. Yn = ~（ふ―＿nl9):-1)),
~ f1J=l Li(l -mj; e―1) 

訥，．．．，Kr)=>
m1,…,mr=l rr;=1(mJ― l)!(l:{=1叫）も

となる．このとき，Eulerianpolynomial {An(x)}n;>O : 
n-1 

Ao(x) = 1, A心＝t(~）Ak(x)(x-1rl-k (n ~ 1) 
k=O 
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に対して，以下が良く知られている：

xAn(X) 
Li-n(x) = ~ (n ~ 0). 

(1 -x)n+l 

加(0)= 0，加（oo)= 1より， Theorem4から双対公式が成り立つ：

Theorem 6. admissible index kとその dualindex ktに対し， (B(k)= LiB(k万1).

Example 5. k = 2のときぶ(2)= LiB(2; 1),つまり

こLi(l -m; e―1） ＝こ a（m)(l-e―1F-(= 1.2067 ・・・）
(m-l)!m2 ~ (m-l)!m2 

m=I m=1 

が成り立つ．実際 m→ooのとき，

Li(l -m;e―I)~(m-1)!, a(m)(l-e―1)m ~(m -l)! 

であることが知られている． k=(k1,k分＝ （1,2), kt= (3)のとき，釧1,2) = LiB(3; 1),つまり

こLi(l -m;e―1)Li(l-n;e―1） ＝図0（m)(1-e—~ (= 0.8031・・・）
(m-l)!(n-l)!m(m+n)2 ~ (m-l)!m3 

m,n=1 m=1 

が成り立つ．
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