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1 序

実数値確率過程X = {Xt : t ≥ 0}の脱出問題とは, その確率過程が区間 [b, a]を脱出する
時刻の分布を特徴づける問題のことを言う. この報告では Laplace変換

E
(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
(1.1)

について考えたい. ただし,

τ+a = τ+a (X) = {t > 0 : Xt > a}, τ−b = τ−b (X) = {t > 0 : Xt < b} (1.2)

はそれぞれ a, bの通過時刻を表している.

Kyprianouと Loeffenの論文 [2]では, spectrally negativeな Lévy過程Xに対して屈折
Lévy過程を定義し, その脱出問題と吸収壁ポテンシャル測度を, X のスケール関数を用
いて特徴づけている. 彼らの屈折 Lévy過程は定数 c > 0と α > 0を含む確率微分方程式

Ut − U0 = Xt − α

∫ t

0

1{Us>c}ds (1.3)

の解として定義される.

Spectrally negativeな Lévy過程を保険会社の総資本とみなすことにより, その保険会
社の破産リスクを評価することができる. そのため, spectrally negativeな Lévy 過程は
Lévy保険危機過程と呼ばれることもある. Kyprianou–Loeffenの屈折 Lévy過程U は, 値
cを超えているときに分配金をレート αで払い続けるモデルを表している.

この報告では論文 [3]に基づき, Kyprianou–Loeffenの屈折 Lévy過程の一般化について
述べる. 具体的には, Lévy測度が異なる二つの Lévy過程X, Y に対し, 屈折 Lévy過程 U

を, 値が正の時はXの, 値が負の時は Y の挙動をする確率過程として構成する. そのため
に, 確率微分方程式ではなく, 周遊理論を用いる. そしてUの脱出問題と吸収壁ポテンシャ
ル測度について述べる.
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2 Spectrally negative なLévy過程

この章では
(
X = {Xt : t ≥ 0},PX

x

)
を spectrally negative な Lévy過程とする. このとき,

Laplace指数

ΨX(λ) := logEX
0

(
eλX1

)
(2.1)

は λ ≥ 0で有限であることが知られている. ΨX の逆関数を θ ≥ 0で

ΦX(θ) = sup{λ ≥ 0 : ΨX(λ) = θ} (2.2)

と表すことにする. 特に, Xの標本路が有界変動な場合は, Laplace指数は

ΨX(λ) = δXλ−
∫
(−∞,0)

(
1− eλy

)
ΠX(dy) (2.3)

で与えられる.ただし, δX > 0であり, Lévy測度ΠX はΠX [0,∞) = 0および∫
(−∞,0)

(1 ∧ |y|)ΠX(dy) < ∞を満たす. Xの標本路が非有界変動な場合は, Laplace指数は

ΨX(λ) = γXλ+
σ2
X

2
λ2 −

∫
(−∞,0)

(
1− eλy + λy1(−1,0)

)
ΠX(dy) (2.4)

で与えられる. ただし, γX ∈ R, σX ≥ 0であり, Lévy測度ΠX はΠX [0,∞) = 0および∫
(−∞,0)

(1 ∧ y2)ΠX(dy) < ∞を満たす.

定義 2.1. q ≥ 0に対し, 関数W
(q)
X : R → [0,∞)を, (−∞, 0)上ではW

(q)
X = 0, [0,∞)では

連続で, β > ΦX(q)に対し ∫ ∞

0

e−βxW
(q)
X (x)dx =

1

ΨX(β)− q
(2.5)

を満たす関数として定義する. この関数をスケール関数と呼ぶ.

W
(q)
X の基本的な性質を以下に述べる (詳しくは [1, Chapter 8]を見よ). b < 0 < aを定

数とし固定する. b < x < aと q ≥ 0に対し,

EX
x

(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
=

W
(q)
X (x− b)

W
(q)
X (a− b)

(2.6)

と

EX
x

(
e−qτ+a : τ+a < ∞

)
= e−ΦX(q)(a−x) (2.7)

が成り立つ. Xの標本路が有界変動なとき, q ≥ 0に対し,

W
(q)
X (0) =

1

δX
(2.8)
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が成り立つ.

x ∈ Rと非負可測関数 f に対し, Xのポテンシャル測度を

R
(q)
X f(x) := EX

x

(∫ ∞

0

e−qtf(Xt)dt

)
(2.9)

と書くことにする. またポテンシャル測度に密度関数が存在するとき,

R
(q)
X f(x) =

∫
R
r
(q)
X (x, y) f(y)dy (2.10)

と書くことにする. x ∈ [b, a]と非負可測関数 f に対し, Xの (両側)吸収壁ポテンシャル測
度を

R
(q)

X f(x) := EX
x

(∫ τ+a ∧τ−b

0

e−qtf(Xt)dt

)
(2.11)

と書くことにする. また吸収壁ポテンシャル測度に密度関数が存在するとき,

R
(q)

X f(x) =

∫
R
r
(q)
X (x, y) f(y)dy (2.12)

と書くことにする. このとき, y ∈ Rと q ≥ 0に対し,

r
(q)
X (x, y) = Φ′

X(q)e
−ΦX(q)(y−x) −W

(q)
X (x− y), x ∈ R, (2.13)

r
(q)
X (x, y) =

W
(q)
X (x− b)W

(q)
X (a− y)

W
(q)
X (a− b)

−W
(q)
X (x− y), x ∈ [b, a] (2.14)

と与えられる.

定理 2.2 (see, e.g., [1, Theorem 10.1]). x > 0, q ≥ 0と非負可測関数 f に対し,

EX
x

(
e−qτ−0 f(Xτ−0

, Xτ−0 −) : τ
−
0 < ∞, Xτ−0

< 0
)
=

∫
(−∞,0)×(0,∞)

f(u, v)G
(q)
X (x, du, dv)

(2.15)

が成り立つ. ただし,

G
(q)
X (x, du, dv) :=

(
e−ΦX(q)vW

(q)
X (x)−W

(q)
X (x− v)

)
ΠX(du− v)dv (2.16)

である.

測度G
(q)
X はGerber–Shiu測度と呼ばれている. 次の補題は上側吸収壁の場合のGerber–

Shiu測度を特徴づける.
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補題 2.3 ([3]). 0 < x < a, q ≥ 0と非負可測関数 f に対し,

EX
x

(
e−qτ−0 f(Xτ−0

, Xτ−0 −) : τ
−
0 < τ+a , Xτ−0

< 0
)
=

∫
(−∞,0)×(0,∞)

f(u, v)J
(q)
X (a, du, dv)

(2.17)

が成り立つ. ただし

J
(q)
X (a, du, dv) :=

(
W

(q)
X (x)W

(q)
X (a− v)

W
(q)
X (a)

−W
(q)
X (x− v)

)
ΠX(du− v)dv (2.18)

を満たす.

3 周遊測度の性質

Xを非有界変動な標本路を持ち, Gaussian part を持たない spectrally negative なLévy過
程とする. この時,

T0 = T0(X) = inf{t > 0 : Xt = 0} (3.1)

とおくと,

τ−0 < T0 ≤ ∞ or τ−0 = T0 = ∞, nX-a.e. (3.2)

が成り立つ. またこのとき, Xについて 0は正則であるので, 0を離れる周遊測度 nX が対
応する. この報告では, 周遊測度 nX に対し, 次の規格化条件を課す:

nX
(
1− e−qT0

)
=

1

r
(q)
X (0, 0)

=
1

Φ′
X(q)

= Ψ′
X(ΦX(q)) . (3.3)

定理 3.1 ([3]). a > 0と q ≥ 0に対し,

nX
(
e−qτ+a : X > a

)
=

1

W
(q)
X (a)

(3.4)

が成り立つ. 特に,

nX
(
X > a

)
=

1

WX(a)
(3.5)

が成り立つ. ただし, WX := W
(0)
X である.

この定理の証明は, nX の強Markov性を用いてなされる.

4



補題 3.2 ([5], [3]). q ≥ 0と非負可測関数 f に対し,

nX
(
e−qτ−0 f(Xτ−0

, Xτ−0 −) : τ
−
0 < ∞

)
=

∫
(−∞,0)×(0,∞)

f(u, v)K
(q)
X (du, dv) (3.6)

が成り立つ. ただし,

K
(q)
X (du, dv) = e−ΦX(q)vΠX(du− v)dv (3.7)

である.

K
(q)
X は周遊測度 nX に対するGerber–Shiu測度に相当するものである. この補題は [5]

で先に得られているが, [3]では本質的に違う証明を与えた. [3]での証明は, 定理 2.2, 定理
3.1および nX の強Markov性を用いてなされる.

補題 3.3 ([5], [3]). a > 0, q ≥ 0と非負可測関数 f に対し,

nX
(
e−qτ−0 f

(
Xτ−0

, Xτ−0 −

)
: τ−0 < τ+a

)
=

∫
(−∞,0)×(0,∞)

f(u, v)K
(q)

X (du, dv) (3.8)

が成り立つ. ただし,

K
(q)

X (du, dv) :=
W

(q)
X (a− v)

W
(q)
X (a)

ΠX(du− v)dv (3.9)

である.

この補題も [5]で先に得られている. [3]の証明は, 補題 3.2, 定理 3.1および nX の強
Markov性を用いてなされる.

補題 3.4 ([4], [3]). q ≥ 0と非負可測関数 f に対し,

nX

(∫ τ−0 ∧T0

0

e−qtf(Xt) dt

)
=

∫ ∞

0

e−ΦX(q)yf(y)dy (3.10)

が成り立つ.

この等式は定数倍の不定性を除いて [4]で得られている. [3]での証明は, 補題 3.2, 定理
3.1 および nX の強Markov性を用いてなされる.

4 Kyprianou–Loeffenの屈折Lévy過程

定数 α > 0を固定し,
(
X = {Xt : t ≥ 0},PX

x

)
を spectrally negativeな Lévy過程とする.

Kyprianou–Loeffenの屈折 Lévy過程（を平行移動したもの)は確率微分方程式

Ut − U0 = Xt − α

∫ t

0

1{Us>0}ds (4.1)
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の解によって与えられる. この確率微分方程式の解 U は, 正の値をとるときXの挙動を,

負の値をとるとき Yt := Xt − αtの挙動をすることがわかる. Xの標本路が有界変動なと
きは, 0 < α < δX を仮定する.

定理 4.1 ([2]). 任意の初期値に対し, 確率微分方程式 (4.1)は一意的な強解を持つ．

ここで, x, y ∈ Rと q ≥ 0に対し,

w(q)(x; y) := W
(q)
X (x− y) + α1(x≥0)

∫ x

0

W
(q)
Y (x− z)W

(q)
X

′
(z − y)dz, (4.2)

とする.

定理 4.2 ([2]). x ∈ [b, a]と q ≥ 0に対し,

EU
x

(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
=

w(q)(x; b)

w(q)(a; b)
(4.3)

が成り立つ.

定理 4.3 ([2]). x ∈ [b, a]と q > 0に対し,

r
(q)
U (x, y) =


w(q)(x;b)

w(q)(a;b)
W

(q)
Y (a− y)−W

(q)
Y (x− y) y ∈ (0, a]

w(q)(x;b)

w(q)(a;b)
w(q)(a; y)− w(q)(x; y) y ∈ [b, 0]

(4.4)

が成り立つ.

系 4.4 ([2]). x ∈ Rと q > 0に対し,

r
(q)
U (x, y)

=



(
eΦX(q)x + αΦX(q)1(x≥0)

∫ x

0
W

(q)
Y (x− z)eΦX(q)zdz

)
× ΦY (q)−ΦX(q)

αΦX(q)
e−ΦY (q)y −W

(q)
Y (x− y) y > 0(

eΦX(q)x + αΦX(q)1(x≥0)

∫ x

0
W

(q)
Y (x− z)eΦX(q)zdz

)
× ΦY (q)−ΦX(q)

ΦX(q)

∫∞
0

e−ΦY (q)zW
(q)
X

′
(z − y)dz − w(q)(x; y) y ≤ 0

(4.5)

が成り立つ.

5 屈折Lévy過程の一般化

(
X = {Xt : t ≥ 0},PX

x

)
,
(
Y = {Yt : t ≥ 0},PY

x

)
を spectrally negativeな Lévy過程とする.

この章では, Kyprianou–Loeffenの屈折 Lévy過程を一般化したい. 具体的には, 正の値を
とるときX の挙動を, 負の値をとるとき Y の挙動をする確率過程 U を定義したい. ただ
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し, この報告ではX の標本路が非有界変動であり, Gaussian part を持たない場合のみ考
える. 周遊測度 nU を, 非負可測汎関数 F に対し,

nU
(
F
(
(Ut)t<τ−0

, (Ut+τ−0
)t≥0

))
= nX

EY
x (F (w, (Yt)t≥0))

∣∣∣∣
x=X(τ

−
0 )

w=(Xt:t<τ
−
0 )

 (5.1)

で定義する. 周遊理論を用いて nU に対応する 0での停留がない強Markov過程 U を (一
般化)屈折Lévy過程と呼ぶ.

定理 5.1 ([3]). q > 0と非負可測関数 f に対し, U の原点出発ポテンシャル測度は

R
(q)
U f(0) =

1

q

∫∞
0

e−ΦX(q)yf(y)dy +
∫
(−∞,0)×(0,∞)

R
(q)

Y 0f(u)K
(q)
X (du, dv)∫∞

0
e−ΦX(q)ydy +

∫
(−∞,0)×(0,∞)

R
(q)

Y 01(u)K
(q)
X (du, dv)

(5.2)

で与えられる. また, これを用いて, 原点以外を出発するポテンシャル測度は

R
(q)
U f(x) = R

(q)

Y 0f(x) + eΦY (q)xR
(q)
U f(0), x < 0 (5.3)

および

R
(q)
U f(x) = R

(0,q)
X f(x) +

∫
(−∞,0)×(0,∞)

R
(q)
U f(u)G

(q)
X (x, du, dv), x > 0 (5.4)

と表される. ただし, R
(0,q)
X f(x)はXに対し原点を下側吸収壁とするポテンシャル測度

R
(0,q)
X f(x) = EX

x

(∫ τ−0

0

e−qtf(Xt)dt

)
(5.5)

とする.

定理 5.1の証明は, (5.2)が本質的であるが, その証明は, 周遊点過程の補正定理を用い
て周遊測度の形に書き直した後, 補題 3.2や補題 3.4および nX の強Markov性を用いてな
される.

6 屈折Lévy過程の脱出問題と吸収壁ポテンシャル測度

まず最初に, 一般の標準過程に関する補題を述べる.

補題 6.1 ([3]). Zを正のジャンプを持たず, 0について正則であり, 0での停留がない標準
過程とする. この時 a > 0 > bと q ≥ 0に対し,

EZ
0

(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
=

nZ
(
e−qτ+a : Z > a

)
nZ
(
1− e−qT01{Z≤a,Z≥b}

) (6.1)
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が成り立つ. ただし, nZ はZの 0を離れる周遊測度を表し,

Z = inf
s≥0

Zs, Z = sup
s≥0

Zs (6.2)

とする.

q = 0の証明を述べる. 周遊点過程において, aより上に到達する周遊路が, aより
上に到達せず bより下に到達する周遊路より先に現れる確率を考えればよい. よって,

A := {Z > a}, B := {Z ≤ a, Z < b}としたとき,

PZ
0

(
τ+a < τ−b

)
= PZ

0 (λA < λB) =
nZ(A)

nZ(A) + nZ(B)
=

nZ(Z > a)

nZ
(
1− 1{Z≤a,Z≥b}

) (6.3)

が成り立つ. ただし, λA, λBはそれぞれ周遊点過程がA, B に属する周遊路をとるパラメ
タの下限を表す. q > 0の時の証明は以下のように与える. ηを逆局所時間とし, ϵ∗を λA∪B

での周遊路とすると,

EZ
0

(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
=EZ

0

(
e−qη(λA∪B−)e−qτ+a (ϵ∗)

)
(6.4)

と表され, 周遊測度の性質を用いて計算を進める.

定理 6.2 ([3]). x ∈ [b, a]と q ≥ 0に対し,

EU
x

(
e−qτ+a : τ+a < τ−b

)
=

V
(q)
U (b, x)

V
(q)
U (b, a)

(6.5)

が成り立つ. ただし,

V
(q)
U (b, x) =


W

(q)
X (x)W

(q)
Y (−b)

(
Ψ

′
X(0) ∨ 0

)
+
∫
(−∞,0)×(0,∞)

(
W

(q)
X (x)W

(q)
Y (−b)eΦY (0)u

−W
(q)
Y (u− b)W

(q)
X (x− v)

)
KX(du, dv), x ∈ (0, a]

W
(q)
Y (x− b), x ∈ [b, 0]

(6.6)

KX(du, dv) := ΠX(du− v)dv (6.7)

である.

x = 0の時が本質的であるが, その証明は補題 6.1を用いて周遊測度の形に書き直し, 定
理 3.1, 補題 3.2および nX の強Markov性を用いて計算すればよい.

定理 6.3. x ∈ [a, b]および q ≥ 0に対し,

r
(q)
U (x, y) =


V

(q)
U (b,x)

V
(q)
U (b,a)

W
(q)
X (a− y)−W

(q)
X (x− y), y ∈ (0, a]

V
(q)
U (b,x)

V
(q)
U (b,a)

V
(q)
U (y, a)− V

(q)
U (y, x), y ∈ [b, 0]

(6.8)

が成り立つ.
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x = 0の時が本質的であるが, その証明は周遊点過程の補正定理を用いて周遊測度の形
に書き直し, 定理 3.1, 補題 3.2および nX の強Markov性を用いてなされる.
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[1] A. E. Kyprianou. Fluctuations of Lévy Processes with Applications. Second edition.

Universitext, Springer, 2014.

[2] A. E. Kyprianou and R. L. Loeffen. Refracted Lévy processes. Ann. Inst. Henri
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[4] J. C. Pardo, J. L. Pérez, and V. Rivero. The excursion measure away from zero for
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