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Abstract

巨視的変数の揺らぎに関するLangevin方程式をK.Chouet.al.の非平衡母函数による方法に基づいて微視的理論からヰ
出し､得られたLangevin方程式を断熱展開することによりOnsager-Machlupの理論の基礎となった形が得られることを
示す｡

§1 はじめに

この研究の目的は不可逆過程の現象論であるOnsager-Machlup(OM)の理論を微視的な理論から基礎づけるこ
とにある.

OM 理論は線型不可逆過程に関する現象論である.線型非可逆過程とは系を記述する巨視的変数の時間微分

と熱力学的力の間に線型関係の成立する現象であり,経験的には多くの現象がこれに属すると考えられている.

OnsagerH は線型係数の相反関係を証明し,更にエントロピー及び散逸函数を2時刻確率分布と結び付ける関係

(Onsagerの原理)を提唱した.OnsagerとMachlup[2】は巨視的変数を確率過程として取り扱い,遷移確率など
の計算を行うことで,Onsagerの原理に対する裏付けを与えた.彼らは熟平衡系での巨視的変数の揺らぎをラン
ジュバン方程式に従うガウス型のマルコフ過程と考え,揺らぎの経路に対する確率分布汎函数を与えて経路積分
による定式化を可能にした.
本稿では非平衡母函数の方法によるランジュバン方程式の導出法とOM 理論におけるランジュバン方程式の

定式化の類似点に着目して,前者から後者が自然な形で導かれることを示す.このためにまず非平衡母函数の手

法によるランジュバン方程式の微視的理論からの導出についてまとめ,次に得られたランジュバン方程式を断熱
展開することでOM 理論におけるものと一致した形に変形して行く.

ランジュバン方程式の微視的な理論からの導出にはいくつかの方法が知られているが 【3】,ここで用いる非平
衡母函数による導出はChouetal.[4】の手法に基づいており,マクロ変数のグリーン函数の生成母函数がランジュ
バン方程式の特性汎函数と類似した形を持つことに着目する.微視的自由度としてスカラー ･ボゾン場を,マク
ロ変数として複合演算子の空間平均を考え,非平衡母函数の経路積分表示において微視的自由度に関する積分を
形式的に実行し,巨視的自由度の積分として表示するとマクロ変数の定義される体積 γの因子のため停留位相近

似が有効となる.0(1/V)を無視する近似で停留経路はマクロ変数の期待値そのものとなり,次の近似でランジュ
バン方程式はそのまわりの揺らぎを記述するものとして導出される.

断熱展開は一種の時間スケールに関する租視化であり,ここで用いた方法は福田[51による時間依存のギンツ
ブルグーランダウ方程式の導出に従うものである.マクロ変数の期待値はゆっくりと変化するとして,その運動方

程式を時刻 tのまわりで展開し,更に時間微分の数で展開する.運動方程式を時刻 tの量のみで表現してしまい,
記憶効果を無くしてマルコフ的な形を取り出す.この操作に加えて初期の平衡を仮定すれば,運動方程式を平衡
系における熱力学ポテンシャルと関係づけることが可能となり,ランジュバン方程式の系統的な力の部分が熱力
学的力で表される.結果 OM 理論に現れたランジュバン方程式の形が得られるのである.

以下では,まず §2でOM 理論におけるランジュバン方程式の定式化についてまとめ,特性汎函数の経路積分
表示を行う.次に特性汎函数との対応を見ながら§3では非平衡母函数の方法によるマクロ変数のランジュバン方
程式の導出についてまとめる.そして§4で得られたランジュバン方程式の断熱展開を行い,OM 理論の基礎と
なったランジュバン方程式を導出する.

§2 0nsager-Machlupの理論

まず簡単にOnsager-Machlup(OM)の理論の枠組みをまとめておこう.OM 理論は熱平衡系での巨視的変数の
揺らぎを確率過程としてとらえ,ランジュバン方程式によってそれを記述する.その際に経路積分による定式化
を行った点に特徴があり,ここではそれを用いてランジュバン方程式の特性汎函数の表式を導いておく.

2.1 0nsager-Machlupの揺らぎの理論

マクロ変数の組 α1,･-,αnで記述されるような孤立系を考える.(OM 理論では示量変数そのものを扱っている
が,後の対応のため示量変数を体積 γで割ったものとしてマクロ変数を定義して,これを用いる.)エントロピー
はマクロ変数の函数として表されるとし,マクロ変数の平衡値は簡単のため0としておく.

単位体積あたりのエントロピーをSと書き,熱力学的力を∂S/∂αt･で定義して,次のような現象論的線型関係
の成立を仮定する.

･i- L ij 告 Ol･ A - D ij&,･･

1377 -

(2.1)



研究会報告

ここでL,Dは正定借行列でL-D-1を満たす･(以下,繰り返された添え字については和を取る.)この式の意
味するところは系が時間発展とともにエントロピー最大に向かうということである.式 (2.1)に従うような現象
を線型不可逆過程といい,系の微視的可逆性を仮定するならOnsagerの相反関係 Lij- Ljt･,或いは Dij- D,･t･
が成立する.

OnsagerとMachlllpは熱平衡状態でのマクロ変数の揺らぎをガウス型のマルコフ過程であると仮定して,吹
のようなランジュバン方程式から出発した.

Di,･a,･(i)一 品 -棉 )･ (2･2)

ここでCは期待値が(Oi)-Oを満たすランダムカである.マクロ変数がガウス過程であることからエントロピー
はαについて2次形式となり,S(α)=主軸αPjと表現されるので熱力学的力は患 -S.･,･αjとなる･従ってラ
ンジュバン方程式 (2.2)はαについて線型となり,ランダムカβもガウス過程ということになる.さらにマルコ
フ性の仮定からランダムカ βは白色ガウス過程ということになり,その相関は揺動散逸定理の要請により

(ot.(i)0,･(S))-筈Di,･6(i-S), (2･3)

を満たす.(kはボルツマン定数.)
式 (2.3)によってと申)に対する確率分布汎函数が完全に決まり,

plo･∝expi-a :FdtLl･,lCI103･), (2･4)

となる.

すると式 (2.2)をOからαへの変数変換と見なして,αに対する初期条件 α(tT)-αⅠの条件付き確率分布汎
函数plα(i)匡Ⅰ】を得ることが出来る･ランジュバン方程式が線型であったことから変数変換のヤコピアンは単な
る定数となり,

plα(i,,a.,∝exp仁 u :FdtLi3･(D&-A)i(D&一g ),), (2･5)

が得られる.ここでDdについて行列表示を用いた.OnsagerとMachlupはこれを用いて,2時刻確率分布など
を経路積分によって計算しているが,ここでは特性汎函数を経路積分表示することを考えよう.これが §3で微視
的理論における非平衡母函数と対応づけられるものとなる.

2.2 ランジュバン方程式の特性汎函数

特性汎函数の定義は

･lj]≡ (exp(iJ:Fdtj(i)α(i)))
-/da.wl(αT,I.C.ldα･plα(i,,aI･exp(i/:Fdtji(i)α"i,),

で与えられる.wlはαの初期分布であり,'Ⅰ.C.'は初期条件 α(tI)-αⅠのもとで積分が行われることを示す.確
率分布汎函数に対する(2.5)の表式を用いれば,

･lj,車 wl(αT,I.C.lda,exp(i/:Fdtjiat･)exp〈詔 FdtLij(Dd-A )i(D&-A ),.),

(2.8)

と表される.ここで補助変数 &を導入し,特性汎函数を-般化する.

const-J【i&,exp仁vk/:FdtDij(&i･i Ll･i,(Dd-A )i,)(a,･.去L,.i,(D&-a.,)),(2.9)
を特性汎函数に乗じて,V&に共役な外源5を挿入してやると,三はjと3-の汎函数として

･lj,,～,- /dα1-1(αI,I.C.【dα]/ld&･exp(iL:Fdt(jl-aI･･5両 ))
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･exp(-V/:Fdt(kD i,･&小 i&i(D&一芸 )i)〉 (2･10)

･ / dαTWl(αT,I.｡.回 exp(i/ :Fdtjial･)

･exp〈需 FdtLi,･(D&一g -,-)I.(D&惹 ,～)i) , (2･11,

という形になる.式 (2･11)からJ～が αに対する物理的外力を,また式 (2.10)から&がランダムカに共役な量を
表すものとなっていることがわかる.

§3 マクロ変数のランジュバン方程式の微視的導出

ここでは非平衡母函数の方法によるランジュバン方程式の導出についてまとめる.ここでの導出法は基本的に

Chouetal.[4】に従うものである｡

3.1 非平衡母函数

ここでは簡単のため微視的な自由度としてエルミートなボゾン場を,巨視的な変数として複合演算子の空間平均

を考える.シュレーディンガー表示で場の変数を¢(訂)として,マクロ変数を

e ≡去lod3xf(恒 ))･ (3･12)

と定義する･ここで /は場の変数の局所的な多項式,つまり複合演算子 (compositeoperator)である.
マクロ変数に関する非平衡母函数は

zlJl,J2]-TrPfexp〈i/:Fdt(a(i,-J2･iHvi,))Texp〈-i/:Fdt(a(i,-Jl･i(i,vel･)),(3･13)
によって定義される.ここで j5は初期時刻 tIにおける密度行列であり,Tは時間順序積,fは逆順序積を示す.
Jl及びあ は外源と呼ばれるマクロ変数に共役な変数である.2つの独立な外源が存在することによって,この
函数は非平衡グリーン函数を生成することが出来るのである.模式的にいうとtTから出発して外源項 Jleの
加わったハミルトニアンによってtFまで時間発展し,外源J2の影
響下で tIまで戻ってくるということになる. (図 1参照)この意

味でこの定式化は閉じた時間経路法と呼ばれ,2つの経路はそれぞ
れ先進,及び後退経路と呼ばれる.物理的な量は全ての計算の後で
2つの外源を一致させることによって得られる.

非平衡母函数 (3.13)を経路積分で表示してやると

ZlJl,J2] a /ldpl(a,)dp2(a:)](PII(a)lPlp2Ⅰ(a,))
×eXpi
i
元/ll

u T
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図 1:閉じた時間経路
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(3.14)

となる.ここでpl,P2に関する積分は先進経路及び後退経路に沿っての経路積分の結果であり,ラグランジア

ンL(pl),L(p2)はそれぞれの向きの時間発展演算子から現れるものである.経路積分はpl(3,,tI)-PII(a,),
92(3,,tT)-P27(3:),Pl(a?,tF)-92(a;,tF)-PF(x),といった境界条件のもとで実行され,pFに関する積分も同
時に行われる.I

ここで新しいパラメーターJc及びJ△を導入しよう.

Jc,i(i)

JA,i(i)

l
一2V
F九

≡

≡

(J l,i(i)+J2,i(i)), (3･15)

(Jl,i(i)-J2,1･(i))･ (3･16)

こうするとJ△-0が物理的状況を表し,その時のJcは外力の役割をする.(3.16)におけるV/hの因子は非平
衡母函数に対する古典極限 (A-0),及び巨視的極限(V- ∞)の存在を保証するものである【6,71.同時にfc
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とJ△を

fc.Z･(p(x･t))≡ h f血 (xj)).fi(p2(x,))),
f△,Z･(p(aT,i)) = ft･(pl(a,,i))-fl.(p2(a,,i))･
と定義すると,(3.14)の外源項は

～
･～L
d Jlj(i)Jnd3頼 (9両 ,i))- 2･l･(i)lod3x- 2(I,り))
Fdt(吾JA･"i)/od3- (p(x,i))･Jc･"i)/od3"A･i(p(x,")) (3.19)

となる.このような変数変換を行うと特性汎函数との対応が明瞭になる.特性汎函数と非平衡母函数の対応関係

についてはAppendixAに示した.

3.2 有効作用

式 (3･14)では経路積分が微視的自由度に関するものなので,まだ特性汎函数の表式 (2.10),(2.ll)との対応がつ
きにくい.そこでこれをマクロ変数の積分で表すために

1 -/ldQc]IJ6[恥(i)烏d3- (p(可

･/【dQ△･9 6lQ△,i(i,一最 d3xfA,"p(a,i"],
という定数をかけてやり,微視的な場に関する積分を実行してしまうと形式的に

zlJA,Jc]- /ldQcdQ△】eiSe一一【Qc,QA]

･exp(i/:Fdt(JA7i(i,Qc･Z･(申 vJc7i(i,Q△7i(i"),

(3.20)

(3･21)

と書くことができる.ここで eiSe-Tはマクロ変数 Qc,Q△の経路に対する重みを与えるものとなっているので,
Sefrを有効作用と呼ぶことにする.あらためて書き直すと

else"lQc,QA】 ≡ N/ 廟 (I)dp2(I)](pI.(3)lplp2Ⅰ(3))e榊 トSlp2]'
サ [Qc･"i,-i/od3xfcj(p(可
サ [Q△･"i,一最 d3xf△,"p(x,i"],

(3.22)

となる･ここで S回 ≡串 tL(p)8ま微視的な場の作用である･デルタ汎函数の積分表示を用いてこれを書き換
えると

exp(iSefflQc,QA])

α /【dIAdlc]/
ldpl(3')dp2(3')](PII(3)[封p2Ⅰ(3'))e去(Slpll-Slp2])

×eXp

XeXp
く

く

-2

-21
/I

/(

F̀
dtI△,i(i)

tF

dtZc,I.(i)

lvQc(i,-/od32fc(p(2,i))]7.)
lvQA(i)一主上d3xf△(p(2,i))]I.)

α /ldjAdIc]exp〈iWlI△,Ic]-iv/:Fdt(IA･i(- (i,･ Ic･"i,紬 (i))),

となる･ここで導入したWlZA,Ic】は新たな生成汎函数となっており,

expiiWlZA,IcD

〟//ldpl(x)dp2(x)HpII(a)lPlのⅠ(3'))e去(SlplトSlp2])

･exp〈i/:Fdt(IA･l･(i)/od3- (p(x,,,･去Ic,"i)/od33 - (a,,,)), (3･25)
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で定義される.W が連結グリーン函数の生成汎函数となることがこの表式からわかる.ただしここでの変数Zは

(3.24)の積分変数であることに注意されたい.

3.3 停留位相近似

ここで生成汎函数 W の示量性を仮定しよう.つまり0(1)の汎函数 wlJA,Jc]を用いて

WlZA,Zc]-0(V)
-vwlZA,Zc], (3･26)

と書けるとする.この仮定は系に熱力学的極限の存在することに等しく,一般的な証明は困難であるが広い範囲
の系に対して成立するものと期待される.

この仮定の帰結として (3.24)の指数部分が因子 γによってくくれることがわかり,有効作用の経路積分にお
いて停留位相近似が有効となる.

3.3.1 g｡frの評価

まずSelrについて (3･24)のJ積分を停留位相近似で評価していこう･停留経路 fclQc,Q△]及び左[Qc,Q△】
は以下の条件によって決まる.

6wlZ△,Ic】
bZ△,i(i)

∂wlZA,Zc]
∂Zc,Z･(i)

Qc,i(i),

Q△,i(i).

ただし停留経路は一意的に決まるものとする.

これら停留経路のまわりのガウス揺らぎまで考慮してやると有効作用に対する表式として

exp(iSeM c,Q△】)∝exp〈ivrlQc,Q△ト 妄Trlnwap･l･j(i,S)･0(去)),
を得る.ここで

W αp,t･j(i,i/)≡
∂2wlzA,Ic]
6Ia,i(i)6Zp,i(tl)

(3.29)

(3･30)

であり,(ギリシャ文字の添え字は△,Cを表すものとし,繰り返された添え字については△,Cの和が実行される
ものとする･)汎函数rは

r【Qc,Q△】≡ wlI-A,I-C]-I:FdtIIA71･(i,Qc,i(i,-/:Fdtfc･"i,QA･"i,, (3･31)

によって定義されるものであり,(3.27),(3.28)の条件と組み合わせると生成汎函数 W のルジャンドル変換に過
ぎないことがわかる.場の理論の言葉で言えばrは1粒子既約な頂点函数の生成汎函数ということである.W と
rの性質についてはAppendixBに簡単にまとめた.(より詳しくは[7】などを参照.)

3.3.2 Zの評価

評価した有効作用 (3･29)を非平衡母函数の表式 (3.21)に代入すると

zlJ△,Jc]∝ /【dQcdQ△]exp(ivrlQc,Q△]一言Trlnwap･i,I(t})･0(去))
×eXp(i/::dt(JA,Z･(i)Qc,t･(i)+vJc,i(i)Q△,i(i))), (3･32)

となり,再び停留位相近似が有効となることがわかる･0(V)ではiI!,FdtJ｡(i)Qc(i)及び一喜Trlnw ｡p,ij(i,S)Gま
停留経路に寄与せず,停留経路Qc(i),Q△(i)は

∂r【Qc,Q△】
6Q△,I.(i)

∂r【Qc,Q△】
∂Qc,i(i)

--fc,ilQc,QA]- -Jc,i(i),

--I-A,Z･lQc,QA]-0,
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の停留条件によって与えられる･ここで (3･33),(3.34)において第1の等式はルジャンドル変換の恒等式 (B.9)
によるものである.(ち.2),(B.6)を考慮すれば,停留経路は

ecj(i) -

e△,i(i) -

6wlZA,Zc]

∂ZA,i(i)

∂wlI△,Zc]

I=j-くまLod3xfl･(- )))J｡,

-0,
I=i

で与えられることとなる.更に(3.34),(3.33),(3.35),(3.36)から

∂rlQc,QA] --Jc,i(i), (3･37)

がecに付する運動方程式を与えることがわかる.要するに非平衡母函数の Q積分におけるQcの停留位相経
路はマクロ変数 Qの期待値に他ならず,運動方程式 (3.37)によって決定されるものとなるということである.
停留経路 eからのずれを△Qα≡Qα-eα,と書き,停留経路のまわりでrの展開を行うと

rlQc,Q△]･ vJc.i(i,Q△,i(i,-rlec･eA]I/:Fdtdsricc,i,I(t･S)AQA･.A(i,AQc,i(S,
･喜/:FdtdsricA,ij(t},△Q△7"i,AQ△.i(S)卜 ,(3･38)

となる.ただし

rlcp,iJ(i,S)-
∂2rlQc,Q△】
∂Q｡,.･(i)∂Qp,)･(S)

(3･39)

である･Q｡の停留経路が 0となるという条件から(3･38)の第1項,及び2次の項のJ:IFdtdsrccAQc△QcはF
に対する恒等式 (B.10),(B.13)により消えてしまう.またTrlnw｡pの項は近似範囲でI--Zle]で評価できる
ので定数を与えるのみとなり,無視できる.
というわけで非平衡母函数 zは

zlJA,Jc,- /ld△Qcd△Q△】exp(草 (JA･i(i,Qc･i(i))〉
×expR
U
紀
仲骨
了
.巾
･〈1･0(

tF
dtds時 (i,S)△Q｡,i(i)△QA,i(S)

dtdsricc,i,･(i,S)△Q△,i(i)△Qc,i(S)

と書かれることになる.ここで

轄 (i,S)≡-iricA,t･,･(i,S),

を用いた.ここまで来ると式 (2.10)と式 (3.40)との対応が明らかとなるであろう.

3.4 ランジ ュ バ ン方程式の導入

式(3.40)における △Q△のガウス積分を実行すると

zlJA,Jc･ ∝ /【ddQc･exp 〈iL:FdfJA j(i)Qc･i(i,)

･exp(-;/:Fdtds(K Jc)I:jl (i,S ) (

x( 1･0(i)),

dt/rice,ill,(i,i/)△Qc,i,(t')

ds'ricc,JJ′(S,S/)△Qc,,･J(S/)

(3.40)

(3.41)

となる.式 (3.42)におけるZの表式は特性汎函数の表式 (2.ll)と明らかな対応を持っている･そこでランジュ
バン方程式を
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Ei(i)-/.II･dsricc,i,･(i,S)△Qc,i(S), (3･43)

によって導入しよう.これは時間について非局所的でマクロ変数について線型なものとなっている.ランダムカ

Eは非白色のガウス過程となり,その相関は

(Ei(i)E,･(S))-去KI,P(i,S)･ (3･44)

によって与えられる.式 (3.44)からランダムカがV-∞ の極限で揺らぎを失い,マクロ変数が停留経路 ec(i)
をたどるようになることが見て取れるであろう.

このランジュバン方程式の形を検証すると,マクロ変数 Qcの期待値の運動方程式 (3.37)にランダムカ E
が加わった形を持っておりランジュバン方程式として自然な形であることがわかる.更に,ここで肝要なのは

ricc,iJ(i,S)が実函数であること,及び轄 (i,S)が実函数で行列として半正定借であることである･前者は運動
方程式が不自然なものでないことを支持し,後者はランダムカの相関の正定値性に相当し,分布汎函数の存在を保

証する.ricc(i,S)が実函数であることは(B.4)と(B.17)を用い,遅延グリーン函数が実であることからわかる
し,ⅨJc(i,S)が実函数であることは(B.3),(B.19)に-iw△△,r△Cが実であることを用いればわかる.更に(Bl3)
から-iw△△の半正定借性に気付けばKJc(i,S)が半正定借であることもすぐにわかる.

3.5 揺動散逸定理

以上の定式化において揺動散逸定理がどのような形を取るのかを見ていこう.初期分布として温度Tの熱平衡状
態を考えて,

e-PH

P=有評 , Lブ- 蒜 ･

としよう.更に外源 Jは0とし,tI--∞ として系の時間並進に対する不変性を仮定する.

R,･,･(i-S)≡-i(lel･(i),ej(S)])-GRi,･(i- )-GAij(i-S),

(3･45)

(3･46)

によってRijを導入すると,Ri,･と(B･3)のGg)ijのフーリエ変換の間には久保-Martin-Schwinger条件により

Gtc't･,･(W)- 筈 coth(竿 )Rz･j(W),
の関係が成立する【8ト
この関係を我々の理論に適用してみるとKl･,.は(3･41)及び (B･3)より

Ⅸt･j(LJ)-Vr｡C,ii,(u)Gg)i,i,(LJ)rc｡,i,,.(U),

と書けるので (3.47)を代入して(3.46),(B.17),(B.18)を用いれば

Ki,I(U)-筈coth(竿 )fr△C･i3･(W)-rc△,i,.(W)),

(3.47)

(3.48)

(3･49)

を得る･rc△,ij(u)-r△C,ji(-LJ)の関係を用い,更に微視的可逆性を仮定するなら,Rt･jの対称性 【91から
r△C,ij(LJ)=r△C,ji(LJ)が成り立つので,式 (3･49)は

I(7･j(LJ) ニ ーhcoth

= -hcoth

(

(

.i!ニ
2

lI_I_Iニ
2

)

)

irAC,ij(LJ)-rae,I.i(-W))

Imr△C,ij(u), (3･50)

と書くことができる.ここでr△C(i)が実函数であることを用いた.この関係が K及びrで書かれた揺動散逸
定理である.式-(3.50)の意味するところはr△C(LJ)の虚部が運動方程式の時間反転に対して不変でない部分 (敬
逸的な部分)に寄与し,(3.44)によりノイズEの相関と結び付けられるということを示している.この点につい
ては4.4でもう少し具体的に見る.

§4 断熱展開とOnsager-Machlup理論

以上の非平衡母函数の方法によるランジュバン方程式の定式化がOnsager-Machlup理論と密接な関係を持つこ
とを示そう.これはOM理論に対する微視的な基礎を与えるものとなる.やるべきことはOM理論におけるラ
ンジュバン方程式を我々の定式化によるランジュバン方程式から導くことである.
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4.1 断熱展開

式(3.43)の左辺は(3.37)を線型化したものとなっており,oM理論における対応する式は(2.1)である･(2･1)
は時間について局所的であるからOM理論におけるランジュバン方程式を導くには(3.37)の左辺のマルコフ化
してやる必要がある･このために断熱展開という操作を行う･ここでは福田【5】に従い断熱展開を以下のようにし
て実行する.

まずマクロ変数の期待値 Q(i)を外源Jの汎函数として求め,外源Jをゆっくりと変化させてやることによっ
てマクロ変数の期待値の運動のゆっくりとした部分を取り出す.外源 J(S)を参照時刻 tのまわりで

J(S)-J(i)+(S-i)i(i)+･-, (4.1)

と展開して,マクロ変数の時刻 tの期待値 Q(i)を外源J,及びその時間微分の時刻 tでの値で表してやり,時間
微分の数で展開してやる.得られた関係を逆に解いて,今度は(3.37)に対応するものとして外源 JをQ,及びそ
の時間微分で表現してやる.(断熱的逆転)こうすることで全てを時刻 tの量で表現することができ,記憶効果を
捨てて,理論をマルコフ的にするわけである.

式(4.1)の第2項を小さいものと考えてシュレーディンガー表示の時間発展演算子を

UJ(i,tT,≡ Texp〈-i/.tds(a-Ji(S,vei))

- U.J't'(i,tI)･緑ds(S-"U.J't'(tP)a,･U.J't'(S,tI)jj(i)I- , (4･2)

と展開する.ここでU.J(i)は外源 Jを時刻 tでの値J(i)に固定した時間発展演算子である.これを用いて時刻
tでのマクロ変数 et･の期待値を計算すると,時間の1階微分までで

Qi(i) ≡ Trj3UJ(tI,i)QiUJ(i,tI)

-Q言q(i)-Y,･,i(i)J,･(i)+.･･,
となる.ここで

Q;q(i)≡TrβU.J(i)(i.,i)eiU.J(i)(的 ),

Y)I,i(i)≡iv
/.:

xij(i,S)≡
ds(i-S)xi,･(i,S),

1日UHu
)'-▲
■1umユ丁レ
nⅦ■川U
■1.M.'bo

･QヽJ▲-し(a
l"Hr■川u
～7
5･Qj)(～l-

一丁レ
.TVHHn-描Ei-l･ILβ

､乍一-～.1LJO
･Qj)β.ナレ

､乍HHI,
b

o

･

Qー

h

u

.
ナ

レ
T

.1

.
･
-
■一ー
川u
H.川.'bo

i〈βr.
rT
1
ltル

(4.5)

(4･7)

である.

もしも初期時刻 tIを無限の過去とするなら,i(i)-JU.I(i)(i,tI)βUoJ(i)(lI,i)はβから出発して,時刻 tでJ
の時間微分が全て0となるような極限として得られる.したがって初期の平衡を仮定するならj5(i)は断熱的時間
発展の結果として,外源 Jを時刻 tでの億J(i)に固定した系での平衡分布を与えることになる.OM理論にお
ける'agedsystem'という仮定がこのように初期の平衡を仮定することに対応する.すると(4.5)は時刻 tで外
源をJ-J(i)と固定して平衡状態が実現していると考えたときの平衡値を与えることになる.それに対して第
2項は最低次の非平衡の補正を与える.

同様のことが xi)･についても言えて,(4･7)はマクロ変数の交換子の平衡期待値となる･

xij(i-S)-妄Trp(i)lei,ej(3-i)]- iRij(i- ), (418)

ここでQ(S-i)=U.I(I)(i,S)eU.J(I)(S,i)でありRiiは(3.46)で定義されたものである.xの性質については
[9,10】などを参照されたい.

4.2 エント白ピーの導入

さてOM理論では孤立系に対する議論をしているので,ここでは多少技巧的ではあるがP(i)が以下のような平
衡分布となっていると考えよう.

i(i)-∂(H-Ji(i)vQt･-E)
Tr6(H-J,A(i)vQi-E)
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つまりE とJを固定した分布であり,J-0とすれば通常のミクロカノニカル分布となる.外源 Jを固定した
分布を用いるのであれば他の分布から出発しても以下の議論は同様であり,それぞれに対応してr△Cの断熱展
開における熱力学的力が,異なるポテンシャルの微分となるだけである.([5】参照.)(4.9)でJ(i)と書いている
のは時刻 tの値に固定されていることを示すもので,以下まざらわしいのでしばらく単にJと書く.
Qeqは上に述べたように外源 Jを時刻 tでの値に固定した場合の平衡値を表すものであるから,適当な熱力

学的ポテンシャルの微分として表すことができる.自由エネルギーF(7,J)をeqF(り,J)≡Tre-り(a -J.舟 ),と導
入すると(4.9)に対応する単位体積中の熱力学ポテンシャルJ(E,J)は

ew ,J' ≡ Tr6(倉-JiVQi-E)

去J三d" re-｡(A-JIVet-E,

去J三dりe- ∫)+qE,

と表される.Fの示量性が仮定されれば積分は鞍点T7-T70(E,J)の値で近似され

芸q(E･J)ニ ーM (no,J)･購 ,

(4･10)

(4･11)

となる.以下では簡単のためTloのJへの依存性が無視できるものとする.この量を用いれば (4.4)の第1項は

Q;q - e-fq(E,J,去蔦 dqTreie-り(a-J･vet-E'
-e-fq(a,J,去J…dり去孟 e-q(7･J).岬 (4･12)

- o影 (E,J), (4･13)

となる.ここでTo≡1/kTloであり,第3の等式では1hlの因子が鞍点に寄与しないことを用いた,
このポテンシャルcr(E,J)はW【Jc,J△】の平衡系での対応物にあたるものであるから,r【Qc,Q△】に対応
するものを得るためにはq(E,J)のルジャンドル変換を行えば良い.これによってOM理論で用いられたような,
マクロ変数の函数としてのエントロピーが得られるわけである.

Tos(E,Qeq)≡Tog(E,J)-Q;qJi,

によってルジャンドル変換を実行すれば,恒等式として

as(E,Qeq(i)) Ji(i)
aQ;q(i) To?

を得る.ここで時間の引数 tを回復した.

(4･14)

(4.15)

4.3 断熱的逆転

では式 (3.37)を断熱展開した表式を導くことにしよう.これは式 (4.4)をJについて逆に解くことに相当する･
式(4.15)は断熱展開に対する0次の項,つまり平衡状態を与える関係となっている.そこで (4･15)に対する1次

の補正項を計算しよう.まず (4.15)でS(E,Qeq)の函数型を保ったままQeqに非平衡の補正を含んだ (4.4)の
Q(i)を代入してしまう･すると式 (4･15)からのずれdJ(i)が生じるので,

Ji(i)--To
∂S(E,Q(i))

∂Q再)
+△Ji(i), (4･16)

となる.これは非平衡の補正であるからQの時間微分によって表されるべきものであり,式 (4･4)と(4.16)から
時間の1階微分までで

∂β ∂β
∂Qi(i) ∂Q?q(i)

sill(-Yj,l･,jj(i))
Tosz･iJYj,,i′Sj,]QJ･(i),

と求められる･ここでsij(Q)-空揚許とした･
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Dl･)･(Q)≡Tosii,(Q)Yj′,I,Sj′j(Q),

という表記を用いれば (4.16)は

DiJ.(Q)Qj(i)-
as(E,Q(i)) Ji(i)

aQi(i) To'

(4･18)

(4.19)

となる･Dijの正定借性については4.4で触れる･
式 (4･19)が式 (3.37)の断熱展開において時間微分の1次までを取ったものであり,(2.1)の第2式に対応す
るものとなる.式 (4.19)を線型化すれば

Di,･Q,I(i)-sijQj(i)-% , (4･20)

が得られる.ここで Dij及びsl･jは外源の無いときの平衡期待値 Qeqで評価されたものである.これは r△Cに
対する断熱展開が

r△C･l･,I(i-S)--To(Di,･嘉一gi3･)"i-S), (4･21)

となることを示しており,期待されたようなマルコフ的な形となっている･この表現を(3.43)に代入すれば,OM
理論の基礎となった(2.2)のランジュバン方程式が導かれるわけである.残る問題はノイズの性質,つまり揺動散
逸定理に関する部分である.

4.4 揺動散逸定理

OM理論においては揺動散逸定理は(2.3)のような関係を要請する.つまりノイズの相関が線型関係 (2.1)での
輸送係数 Di3･に比例するというものである･これは我々の理論での揺動散逸定理 (3･50)から簡単に導 くことが
出来る･式 (3.50)に対してr△Cの断熱展開の表式 (4･21)を適用し,山一 0の極限を取れば,Eの断熱的部分が
得られ,LJの1次までの精度で

Ki,A(LJ)-2kTo2D.･j,

となる.従って式 (3.44)と組み合わせて

着くEi(i)i,I(S))-2kDi3･∂(i-S),
が得られ,式 (2.3)に一致する.運動方程式をマルコフ化したのに伴い,ランダムカの相関が白色となったことに
注意されたい.

この結果は輸送係数 Dの表式 (4･18)を用いて,もう少し直接に見ることも出来る･式 (3.48)に対してr△C
の断熱展開の表式 (4.21)を用いると,やはりLJの1次までで

1(1･,･(u)ニーVT.2S.･2･JGtc)l･,i,(u-0)S,･,i,

となる･一方,輸送係数 β は (4.18)から

Di31=Tosi.･,Y3･,.i,Sj,}･,

と与えられており,Yの表式 (4.6)で xのフーリエ変換を用いると,

yj･i-ivエds(i-S,/芸 xij(U,e-iw't-a)
--iv/; #
= -itJもJ
/芸 響 ･;響

(4･26)

微視的可逆性を仮定すればxi,･(LJ)はUの奇函数となり【9],第1項の主値積分は消えてしまう･式 (4･26)に(3･48)
と(4.8)から得られる関係

xiJ･(u)-言tanh(竿 )Gg'i,･(U), (4･27)

を代入すれば,

yj･i- 義 GPi,.(u-0), (4･28)

が得られる.従って (4.24),(4･25),(4.28)から求める関係 (4･22)及び (4･23)が得られる･また式 (4･28),(4･25)

からGP の正定借性を考慮すればDi,･の正定借性もわかる･

- 386-



｢第6回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

§5 まとめ

非平衡母函数の微視的表式から出発して微視的変数の経路積分を形式的に実行し,マクロ変数の積分に書き換え

ると,連結グリーン函数の生成汎函数 Wの示量性を仮定することでマクロ変数に対する有効作用はWのルジャン

ドル変換 rで表された.マクロ変数による積分の定常位相経路はマクロ変数の期待値そのものとなり,ランジュ
バン方程式はそのまわりのガウス揺らぎを記述するものとして導入された.更に初期の平衡を仮定して,ランジュ

バン方程式を断熱展開することでOM理論の基礎となったランジュバン方程式が導出できた.
非平衡母函数の方法による定式化の特徴は一度マクロ変数が決定されてしまえばランジュバン方程式におけ

る系統的部分とランダムな部分の分離が自動的に行われる点である.W のルジャンドル変換によってマクロ変数

の期待値の運動方程式が得られ,それがランジュバン方程式の系統的部分を与えるわけである.

今回の OM理論への適用では平衡近傍の揺らぎを取り扱ったが,非平衡母函数の方法は原理的には平衡から
遠い状況に対しても適用できる定式化となっており,更に広範な応用が期待される.

Appendix

A 特性汎函数と非平衡母函数の比較

まず式 (2･2)に与えられた特性汎函数 ≡【j,Jlの性質について見てみると,例えばjのみによる微分からは αの
モーメントが得られる.

(;)n
Sn=lj,31
6jil(tl)-bjin(tn) -(αi-(tl)-αim(tn))･

また式 (2.ll)からわかるように=lj-0,3-]-const.であるから3-のみによる微分は恒等的に0となる･

(;)n

bn=lj,J～]
∂ji.(tl)-･63-in(tn)

両者による微分からは,例えば

1 62=lj,j]
iv8ji(i)65,･(S)

1 ∂- 1-____--
j=5=O i63-i(S)

∂

∂3-3･(S)

(a Ij=.)t,_=.

(αi(i))5I,=｡,

(A.1)

(A･2)

(A･3)

が得られる･(α(i))iは外力 5があるときの期待値だからこれは応答函数に他ならない･
次に式 (3.13)の非平衡母函数Z【JA,Jc]の性質を見てみよう.ここではハイゼンベルグ表示を用いるほうが
わかりやすい.まず JAのみの微分からは対称化された相関函数が得られる.

二~二6nZlJA,Jc]
∂JA,i.(tl)- ∂J△,in(tn)JA-Jc-0

-(喜)nl1くく-Hel･1(tl),ei2(t2)),el･3(t3)),- ,ei-(tn,))･
またZlJA-0,Jc】-Trj3-1であるからJcのみによる微分は恒等的に0となる.

(:)n
∂nZ【JA,Jc]
∂Jc,il(tl)･･･∂Jc,in(tn)

更に両者による微分からは

1 62zlJA,Jcl

i∂J△,i(i)∂Jc,i(S)J△=Jc=0

JA=Jc=0
=0.

- 芸 o(t一 g)([el･(i),Qj(S)])

≡ -VGR,2･j(i,S),

(A.4)

(A.5)

(A.6)

が得られ,遅延グリーン函数 GR(i-S)を得る.
以上の性質を見てみれば非平衡母函数 ZlJ△,Jc]と特性汎函数 =lj,3-]の間の対応は明らかであろう.

JA -3, Jc←→3-, (A.7)

の対応が見て取れる.この対応は Chouetal.【4】によって指摘されたものである.
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B wとFの性質

以下では △,Cの添え字に対 してギリシャ文字を用い,更に

W｡p,t･j(i,S)-
∂2wlzA,Zc]
6Za,i(i)6Zpj(S)

Tαβ,誹 ,β)-
∂2rtQc,Q△】
6Q｡,i(i)bQp,i(S)

Qc-(a)I｡･QA-0
(B･1)

という記法を用いる.Wの定義は式 (3.25),(3.26)に与えられたものであるから,連結グリーン函数の生成汎函数
となっており,具体的には外源 Zの微分によって

Qc,i(i)lIA=0-
∂wlZA,Zc]

J△=0-(紬 ))′｡,

という外源 Zcの存在下での期待値や

喜wAA･ij(i,S)-;(〈ei(i),a,･(S)チ)一車 (i))lc(ej(S))I｡≡vGtc,'ij(i,S),
wAC,ij(i,S)- io(i-S)(lei(i),ej(S)])′｡≡-VGR,Z.i(i,S),

wcA･l･,･(i,S)- 一書o(S-i)(〔ei(i),ej(S)DJ｡≡-VGA,ij(i,S),
といったグリーン函数が得られる.また(A.5)と同様に規格化条件から

6nwlZA,Zc]
∂Ic,il(tl)- ∂Zc,in(tn)

=0,

である.

rは wのルジヤンドル変換:

r【Qc,Q△】-wlIA,Ic]-/:FdtIA･l･(i)Qc･i(i,-I:FdtIc･"i,Q△･i(i,･
Qc,i(i)≡

∂wlZ△,Zc]
6ZA,!･(i)

で定義されており,従って恒等式

6rlQc,QA】
∂Qc,i(i)

--IA,i(i),

QA,,･(i)=

汀【Qc,Q△】
6Q△,i(i)

6wlIA,Zc]

∂Zc,l･(i)

--Ic,i(i),

が成立する･式 (B･6)よりQ｡,i(i)lI｡=｡-0であるから,式 (B･7)より

rlQA,Qc]JQA-0-0,

更にQcのみによる微分に対 して

∂nrlQ△,Qc]
∂Qc,il(tl)-･∂Qc,in(tn)

である.

- 0,

(B.2)

(B･6)

(B.9)

(B･10)

(B･11)

ダイソン方程式

ダイソン方程式は W及び Fの微分に対する関係を与える.ここでは特に2階微分の間の関係を示しておく.ま

ず以下の関係かち始めよう.

-∂｡β,iJ･(i-S)-
汁 .､ノL.～.)
∂Za,i(i)

-/dt/62wlIA,Ic] ∂2r【Qc,Q△】670,i(i)SIT,A(tJ)∂Q亨,k(t')6QB,3･(S)
(B･12)

ここで例えば 千は Tに共役な添え字を表し,7-△,Cに対応してラ-C,△ をとって和が実行される.次に非物
理的外源 ∫△を (従って同時にQ△ も)0にして,(B･1)の記法を用いると,式 (B.6)と式 (B.ll)によって
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wcc,,･j(i,S)-rcc,ij(i,S)-0,

であるから,求(B.12)より,

/:Fdt,wAC7ik(t･i/,rAC･kj(i,･S,--61･,I(i-S,,
rFdt/W｡｡jk(i,i/)Fc｡,k,.(i,,S)=-bi,I(i-S),
Ft
Ft
F
(
∫_

/
九
了
･九
′-九jlldt'fw△C･ik(i,i/)r△△･k3'(tI,S)'wA△･l'k(i,t')rc△･k,I(t',S))=0,
が得られる.同様のことが FとWの順番を入れ替えた関係についても示せるので,結局

r△C,i,･(i,S)ニ ー(WAC)I:;(i,S)-吉(GR)I:,ll(i,S),

Fc△.ij(i,S) - -(wc△)I:;(i,S)-吉(GA)I:,1(i,S),

r△△･i,I(i,S)- /:Fdt/ds/rAC,ii,(t･t,,-AA,i′j,(i/,S/,rcA7j,,･(S,,S)･

(B･13)

が得られる.
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