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Brauer tree algebraは，有限群のモジュラー表視論において不足群が巡回群であるブロックを記述するため

に導入された [Dad66;Jan69].これは， Brauertreeと呼ばれる各頂点のまわりに巡回的な辺の順番を備えた

重み付き木から組み合わせ的に構造を決められる多元環のことである．ただし， Brauertreeの重複度（重み付

き木の重みのこと）は 1つの例外的頂点を除いてすべて 1である． Brauertreeの各頂点における重複度を任

意の正整数としたものをgeneralizedBrauer treeといい，このtreeから Brauertree algebraと同様の方法に

より構造が決定される多元環をgeneralizedBrauer tree algebraという． Brauertree algebraは有限表現型

（直既約加群の同型類が有限個）であるが， Brauertree algebraでないgeneralizedBrauer tree algebraは有

限表現型ではないtame型の有限次元対称多元環である．

以降，多元環は単位的で体上有限次元なものを表すものとし，加群は多元環上の有限次元右加群を表すものと

する．多元環rに対して，r加群圏の有界導来園を Dbげ）とかくこととする．体上の 2つの多元環が導来同
値であるとは，それぞれの加群圏の有界導来圏が三角圏として圏同値であるときをいう． Rickardにより次の定

理が成り立つ．

定理1.1([Ric89b])体K上の有限次元多元環rとAが導来同値であるための必要十分条件は右r加群の片側
傾複体 T があり EndK•(projr) (T)とAが同型であることである．

よって，多元環の導来同値について調べるには片側傾複体を調べれば良いことになる．ここで，片側傾複体の

定義は次のとおりである．
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定義1.2（片側傾複体）有限生成射影r加群からなる有界な複体 Tが片側傾複体 (one-sidedtilting 
complex)であるとは次の条件をみたすことである．

• Hom加 (r)(T, T[n]) = 0が任意の非零整数nに対して成り立つ．

• Tを含む最小の充満加法部分圏が，有限生成射影r加群の有界なホモトピー圏を三角圏として生成する．

一方，両側 (A,r) 加群からなる有界な複体 X に対して導来テンソルー ®~X が有界導来圏 Db(A) から

D噴）への三角同値を与えるとき Xを両側傾複体という． RickardとKellerにより，両側傾複体の存在も導

来同値であることの必要十分条件であることが知られている [Ric91;Kel93].しかし，片側傾複体から両側傾

複体を構成するこれらの方法は明示的ではない．一方， Rouquier-Zimmermannは，（A,r)両側傾複体X とそ

の逆の導来同値を与える両側傾複体Yがあれば，両側 (A,r)加群からなる有界な複体Cと両側 (r,A)加群か

らなる有界な複体Dで次の条件を満たすものが存在することを示した [RZ03].整数nがあり，

1. XはCと擬同型

2. yは Dと擬同型

3.各i>nに対して，c-i= 0, Di= 0が成り立つ．
4.各i<nに対して，c-iとびは射影的である．
5. c-nは片側Aop加群，片側r加群として射影的である．
6.かは片側忙加群，片側A加群として射影的である．

7. CRr Dは両側 (A,A)加群の複体として， Aとホモトピー同値である．

8. D鉛 Cは両側 (r,「)加群の複体として， rとホモトピー同値である．

さらに， Rickard や Rouquier-Zimmermann において， n~;;ip @rc-n と n~op @ADn は A と r の森田型安定同

値を誘導することが示された [Ric91;RZ03].以降，両側傾複体(two-sidedtilting complex)といえば，こ

のように有界導来圏の三角同値を有限生成射影加群の有界ホモトピー圏の三角同値に持ち上げて得られる両側

傾複体のことを指すものとする．

Rickardは，重複度mを例外頂点にもつ任意の Brauertree algebraと電複度mの例外的頂点を中心にもっ

星型の Brauertreeに付随する Brauertree algebraの間の片側傾複体を構成することで， 2つの Brauertree 

algebraが導来同値であることの必要十分条件が，付随する Brauertreeの辺の個数と重複度が等しいことを

示した [Ric89a].さらに， DadeやJanuszの結果と組み合わせることで，アーベル不足群をもつブロックとブ

ラウアー対応するブロックが導来同値であるということを主張する Broue予想が，巡回不足群をもつブロック

に関して成り立つことが従う．これに対して， Kozakai-Kunugiは， Rickardが構成した傾複体に対応する両側

傾複体を明示的に構成した [KK18].このことにより，巡回不足群をもつブロックとブラウアー対応するブロッ

クが，片側に作用を制限して Rickardの複体となる両側複体により splendid同値であることがわかる．一方，

Membrillo-HernandezはRickardの傾複体をgeneralizedBrauer tree algebra上に一般化する傾複体を構成

することで，generalizedBrauer tree algebraの導来同値類を分類した [Mem97].よって，自然な疑問として

生じるのは， Kozakai-Kunugiの構成方法を一般化し， Membrillo-Hernandezの傾複体に対応する両側傾複体

を明示的に構成できないかということである．本稿では，［FKT]に基づき，構成された Membrillo-Hernandez

の傾複体に対応する両側傾複体の明示的な構成方法について解説する．

2 多元環の同値

本稿では， Kを代数閉体， r,Aを直既約な有限次元対称K多元環， Db(r)を有限生成右r加群の有界導来圏

を表すものとする． Kb(projf)を有限生成射影r加群からなる有界ホモトピー圏であるとする．これらの圏は
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シフトをシフト関手とする三角圏の構造をもつ．以降，加群といえば断らない限り有限生成右加群を表すもの

とする．両側 (A,r)加群は， A0pRk r加群と同一視されるので，断らなければ有限生成であるものとし，両側

加群が射影的であることは，同一視された片側加群が射影的であるということである． modrを有限生成右r

安定加群圏であるとする．この圏はcosyzygyをシフト関手とする三角圏の構造をもつ．次の命題は，導来同値

を森田型安定同値へ落とした場合，森田型安定同値で単純加群に対応する直既約加群を知るために重要である．

命題 2.1([Ric91]) F: D汀） →び(A)が導来同値であるとすると，次の図式が自然同値を除いて可換である

ような森田型安定同値を誘導する直既約な両側加群M力ゞ 存在する．

Db(A) 
F-1 

D汀）

↓ ↓ 
Db(A)/ Kb(proj A) D汀）／Kb(projI')・

112 112 

modA 
―⑭AM  

modr 

ただし，上で直既約な両側加群M が取れることはrとAの直既約性から従う．次の 2つの命題は，森田型安
定同値から両側傾複体の復元を試みるために重要である．

命題 2.2([Rou95]) M を両側 (A,r)加群で，右加群に制限しても左加群に制限しても射影的であるものとす

る．このとき， M の射影被覆は， A加群の単純加群の完全代表系を渡る Vに関する直和により，次で与えら

れる．

④P(V）＊翫 P（V似 M)
V 

ただし， Pは加群の射影被覆を表すものとする．

M の射影被覆の kerne]はOMであるので，上の命題を繰り返し適用することでM の極小射影分解を求め

ることができる．次の補題は， Cが両側傾複体であるための十分条件を与える．

補題 2.3(see [Rou98; KK18]) Cを両側 (A,r)加群の有界複体とし，正次数の項は零加群で，負次数の項はす

べて射影的であるものとする．任意の自然数nとA単純加群v,wに対して，

Hom炉(r)(VRAC, W RA C[-n])主｛： 悶：：：：：心：ばばね：］：ぎ）
が成り立つとする．このとき， Cは両側傾複体である．

次に， Chuang-Rouquierにより導入された導来同値について述べる．本稿では，［CR17]における偏屈同値の

特徴付けを定義として紹介する． 8および8'を，それぞれ単純r加群と A加群の同型頚の完全代表系である
ものとする．q:{O,...,r-1}→ Zを写像とし，s.および8しをそれぞれ8と8'のフィルトレーション（包含
の列）で，次の条件を満たすものとする．

S. : 0 = S_1こ8。こ S1こ・..こ Sr-1= S, 

8'. : 0 = 8'-1 こ 8もこ 8｛こ・・•こ S~_1 = S'. 

定義 2.4([CR17])三角同値F:D灯r)→び（A)が(S.,s:, q)に関する偏屈同値であるとは，任意のiに対し
て次が成り立つことをいう．

• SE S; -S;-1であれば，£ =J -q(i)をみたす任意の整数£に対して， Hf(F(S))の組成因子はすべて

8いに入る．



83

• S Eふー紅1であれば， A加群のフィルトレーション L1こL2こH-q(il(F(S))があり， L1と

H-q(il(F(S））／らの組成因子は8いに入り， L2/L1Es; -Sいである．

•上の対応 S → L2/L1 は全単射 Si -Si-1→s; -s;_1を与える．

命題 2.5([CRl 7]) A'を対称K多元環であるとする．導来同値F:Dbげ） →Db(A)が(S.,S’●,q)に関する偏
屈同値で， G:Db(A)→Db(A')が(S'・凶，q')に関する偏屈同値ならば，次が成り立つ．

1. F-1は(s:,s.,-q)に関する偏屈同値．

2. GoF は (S.,S~, q+q')に関する偏屈同値

3.もしq=Oならば， Fはrから Aへの森田同値に制限される．

3 Generalized Brauer tree algebra 

Generalized Brauer tree algebraとは， Brauergraphがtreeのものに付随する Brauergraph algebraであ

る．tree型の BrauergraphをgeneralizedBrauer treeという'J=(V,E,m,p)がgeneralizedBrauer tree 

であるとすると，（V,E)はtreeであり， mはVから正整数への写像であり，各頂点 VEVに対して， Pvはv

から出る辺の巡回的な順番を与える． GeneralizedBrauer treeを図示したときは，各頂点の mの値はそばの

四角の箱の中の数字で表し，各頂点のpの順番はその頂点から出る辺の反時計まわりの順番が表すことにする．

また，generalizedBrauer treeの頂点Voを固定したとき，そのtreeはtreewith a rootとなる．

例 3.1次は， Voから囚を頂点にもち， 1から 4を辺にもつgeneralizedBrauer treeである．黒く塗られた Vo

はrootを表していて，例えば， mv。=mv2= mv4 = 2であり， V1まわりの巡回的な辺の順番pV1は2,4, 1で
ある．

m

]

図

m

4
 
叩囚

Aをtree'Jに付随するgeneralizedBrauer tree algebraであるとする． nEEに対して，凡を辺nに対応

する直既約射影A加群，品を辺nに対応する単純A加群であるとする．辺nEEにある頂点で， rootv。ょ

り遠い位置にある頂点を Vnと表すとする． Pvれに関して辺nの次の辺を n'で表すものとする． Lnは，ボトム

が品でトップがSn'である長さ最小の単列加群であるとする． Lnは重複度の影響を受けない．先ほどの例で

このことをみると次のようになる．

例 3.2例 3.1に付随するgeneralizedBrauer tree algebra Aに対して次が成り立つ．

1 
2 3 

4 
2 4 3 2 

1 
2 
L 仝 3 P1 =4, 1 ' P21 2, P3 = 3, P4 = 2 4, L1竺 4, 2―2' L3竺 3, L4竺 4.

1 
3 2 

4 
1 

2 3 
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各nEEに対して，固(i=Vo)から rootv。への経路

0 ~l ~d(n)-2 ~d(n)-1 (Pn,pn,...,pn,pn).  

をとる．ただし， d(n)はVnから Voへの経路の長さを表す． r=m邸 nEEd(n)とし， Tnを，上の辺の列に対応

して得られる A加群の有界な複体であるとする：

(-r+l)st (-r+2)nd (-r + d(n))th 

p d(n)-1 ----+ P d(n)-2 —· •. ) P叫・
Pn''Pn  

ただし，この複体の各微分射は，右極小なものである．

定理 3.3([Mem97]) T =〶nEETn に対して，以下が成り立つ．

•複体 T は A 加群の片側傾複体である．

• End(T)はgeneralizedBrauer tree algebraであり，付随するgeneralizedBrauer tree'J' 

(V',E',m',p')は星形である．

.'Jと T'の辺の個数は等しく，頂点の個数も等しい．

.'J'の星形の中心の頂点を Woとすると， m似＝ mv。である．

.'Jと'J'で共通する辺の個数をtとする．'J'の w。から始まる頂点に関する Greenwalk (wo,Y1,...,ye) 

と''Jの v。から始まる頂点に関する Greenwalk (v0心1，．．．，四）に対して，それぞれmw。と mv。を除

いた正整数の組 (my,,my2,..., my,)と (mx,'mx2'...'mx,)は巡回置換の違いを除いて等しい．

ここでいうgeneralizedBrauer treeに関する Greenwalkとは，treeの外周を反時計まわりに一筆書きした

ときに現れる頂点の巡回的な順番である．一筆書きで同じ頂点が複数回現れるとき，最初に現れたものだけを

考慮するまた， mによる Vの多重集合の像を面とする．

この傾複体Tをもとに， Membrillo-Hernandezは次を示した．

定理 3.4([Mem97]) Generalized Brauer tree'J1 = (Vi, E1, m□1),巧＝ （怜，E2,m2, P2)それぞれに付随
するgeneralizedBrauer tree algebra A1, A2が導来同値であるための必要十分条件は， 1凡I=IE叶（辺の本

数が等しい）かつ多重集合として而i＝示シである．

よって， Membrillo-Hernandezの傾複体TはgeneralizedBrauer tree algebraの導来同値類を考える上で

重要である．

注意 3.5'JがBrauertreeであるときは， rootとして例外的頂点をとることでRickard[Ric89a]の結果が復元

される．例外的頂点を中心に持つ星型の Brauertree algebraは対称中山多元環であり，その多元環上のすべて

の直既約加群は単列加群である．

例 3.6例 3.1のgeneralizedBrauer tree'J =(V,E,m,p)に付随するgeneralizedBrauer tree algebra Aに

ついて，

-2nd -1st 0th 

T1 :Pl一0一0
花： Pl一P2一0
T3 :Pl一P2一P3
互： P1一P4一0
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とすると T=④nEETnはMembrillo-Hernandezの傾複体を与える．ただし9'.Tの v。から始まる Greenwalk 

は(Vo,V1, V2, Vぁ四）である．ここから， Voを除いて各頂点を mで送ると，組（1,2,1,2)を得る．よって，定

理 3.3により， End(T)が付随するgeneralizedBrauer tree'.T'=(V',E',m',p')は星形であり，中心w。に対

して， m~。 =mv。 =2 であり，それ以外の点の m' の値は反時計まわりに 1,2, 1, 2である．

4 主結果

3章の設定を引継ぐものとする． BをAと導来同値な多元環End(T)であるとし，generalizedBrauer tree 

'J'の辺nに対して，怜を nに対応する単純B加群であるとする．

r=m邸 nEEd(n)とし，iE {-1, 0, 1,..., r -1}に対して，

S; = {Sn ES I d(n) 2 r -i} 

と定めると，次の単純A加群の同型類の完全代表系8に関するフィルトレーション

s.: 0 = S_1 c:; S。c:;S1 こ・・•c:; Sr-1 = S 

が得られる．次の 2つの命題は Chuang-Rouquierのdecreasingperversitiesに従うことで得られる．特に，

tree with a rootが階層構造をもつことから，帰納法を適用することができる．

命題 4.1([FKT]) F = HomA(T,-): Db(A)→び(B)は

ふ＝｛SnES I d(n) 2 r -i}, s; = {Vn ES'I Sn ES;} 

で定義される A,B上の単純加群の完全代表系s,s'のフィルトレーションs.,s~ と写像q

q : { -1, 0,..., r -1} -------+ Z 
u ul 

i i------+  -i 

に関して偏屈同値である．

命題 4.2([FKT]) Sn ES; -S;-1に対して， Fー1(Vn)はび(A)において伝のiシフト Ln[i]に同型である．

ここで， W*:= Homk(W, k)をB加群 W の双対 Bop加群であるとし，QuをA加群 Uの射影被覆の
kernel,つまり syzygyであるとする．QnU:= QQ正1U を n~l に対して n 回 U の syzygyをとったもの

とする．双対的に， cosyzygyを定義する．

命題 2.1 により， T が誘導する森田型安定同値を誘導する直既約な両側 (B,A) 加群を M とする．p•を両側

(B,A)加群M の極小射影分解であるとする． OMが再び森田型安定同値を誘導すること [RouOl]や，単純A

加群 V に対して D(V 似 M) と V®刈M が同型であること [KK18], および命園 2.1 と 2.2 から，p•は次

のようになる 斤＝｛；nEEP(Vn）＊翫P(研 1+d(n)-r伝）］： ］］： 
この各項から次のように直和因子を削ると，p•の部分複体 C を得られる．

c-t=  {篇nEE,d(n)Sr-tP(Vn）＊姻 P（9t-1+d(n)-r仏） ［：：闊
0 (t < 0). 

この Cは，実際には Membrillo-Hernandezの傾複体Tに対応する両側傾複体である．
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定理 4.3([FKT])複体Cは両側 (B,A)加群の両側傾複体であり， Cを片側A加群に制限すると， Db(A)に

おいて Tと同型である．

証明の方針は次の通りである． Cの定め方と命題 4.2から，

である．

V以紐 C~L叶r-d(n)] 竺p-l (Vn)

Homか (A)(V,謬BC，竹細 C[-u])

~ Homか (A)(F-1(Vn),p-l（竹）［ーu])

竺 Homか (B)(Vn,竹[-u])

竺 OnfOuok

であるため，補題 2.3から， Cが両側傾複体であることが示される．また，偏屈同値の定義から，関手ーRBCは

F-1と同じフィルトレーションと関数に関する偏屈同値であることがわかる．よって，命題 2.5から，一RBC

とFの合成は自己森田同値に制限されるよって， F(BRC)はB竺 F(T)と同型である． F-1を施すことで

C=BRCとTは片側A加群の有界導来圏において同型である．

例 4.4例 3.1のgeneralizedBrauer treeに付随するgeneralizedBrauer tree algebraをAとすると，例 3.6

のTはA上の Membrillo-Hernandezの傾複体である．

-2nd 

P(Vi)*姻 P(n-1L1) 

e} 

P（怜）＊翫 P(L2)

-1st 

P（い）＊翫P(n-2L1) 

① 

P（怜）＊翫P(Q-1ら）

0th 

)①）  ①） M 

P（％）＊翫 P(Dム） P(Vi)*翫P(L3)

① ① 

P（凶）＊翫 P(L4) P(V4）＊翫P(n-1L4) 

はTが誘導する森田型安定同値を誘導する両側加群M の射影分解であり，

-2nd -1st 0th 

P(Vi)*翫 P(n-1L1) P(Vi)*翫P(n-2Lり
① 

P（怜）＊翫P(n-1ら）

〉〶) M 

P(V4）＊姻P(n-1L4) 

はTに対応する有界な両側傾複体である．

注意 4.5P(n-1 L1) = P(S1), P(n-1ら） ＝P(S叫， P(n-1伝） ＝P(S4), P(n-2 L1) = P(S1)①P（ふ）で

ある．一般に，generalizedBrauer tree algebraでは， P(D-勺五）が直既約であるとは限らない．

一方， Brauertree algebraでは，伝が P(Sn)の極大な単列部分加群であることから，任意の n1,n2EE  

に対して， Ln1竺 n-PLn2をみたす£が存在する． d(N)= rである NEEに対して LN= SNであ

るので，すべての LnはSNの何回かの syzygyで表せる． よって，すべての nEEとC< 0に対して，

P(n-P伝） ＝P(n-P'SN)をみたす£'が存在して， P(n-P伝）は直既約である．また， Bにおいては，すべて

の単純加群は VNの何回かの syzygyで表せる．このことから，本稿で構成した CはKozakai-Kunugiが構成
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した Brauertree algeraにおける両側傾複体をgeneralizedBrauer tree algebra上に一般化したものであるこ

とがわかる．
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