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1 はじめに

リーマンゼータ関数の多重化，多変数化として発展した多重ゼータ関数には，様々な形のも

のがある．ここでは，その中の一つである Euler-Zagier型多重ゼータ関数に注目し，これを

さらに拡張したゼータ関数として，以下の 2つを扱う．

• 「Schur多菫ゼータ関数」．これは，組合せ論や表視論の主な研究対象である Schur関

数の構造に似せた形で Euler-Zagier型多菫ゼータ閲数を拡張した多甫ゼータ関数であ

り， 2018年に Nakasuji-Puksuwan-Yamasaki([NPY])によって導人された．なお，こ

の関数はSchur関数の拡張にはなっていない．

• 「ルート系のゼータ関数」．こちらは， Euler-Zagier型多重ゼータ関数の拡張であると

同時にWittenゼータ関数の多変数化として， 2007年に Komori-Matsumoto-Tsumura 

([KMT])によって導入されたルート系に関係する多璽ゼータ関数である．

本稿では，この一見関係のなさそうな2つの多重ゼータ関数について，ある制限をつけるこ

とで関係をつけ，その結果得られる関係式について紹介してゆく．証明など，詳細について

ご興昧がありましたら， [MN]をご参照ください．

本稿は， 2019年に京都大学数理解析研究所において開催された研究集会「多重ゼータ値

の諸相」の講演内容をまとめたものです．講演の機会を与えてくださった古庄英和先生に心

より御礼申し上げます．

1本稿は松本耕二氏（名古屋大学）との共同研究に華づく．

2本研究の一部は科学研究費補助金（基盤 (C),課題番号 18K03223)の助成を受けた．



203

2 Schur多重ゼータ関数

まず最初に， Schur多重ゼータ関数について述べる．与えられた自然数nに対し， nの分割

を入＝（心．．．，入r)と定める．ここで，ふミ...2: 入r> o, I入I= I:~=1 入 =n を満たすもの
とし，これを入卜 nと書く.nの分割入 f--nは，次で表される D(入）の各(i,j)を箱として図

示するヤング図形と同一視される．

D(入） ={(i,j)EZ2ll:S:i:S:r, l:S:j:S: 入，｝

例．

入 ~(1,3, 2) +----+ D(入）~w

入を分割とし， Xをある集合とする．入に対するヤング図形D(入）の各箱に， Xの元を書

き入れた関形T= (tij) (tij EX)を形が入のX上のヤング盤 (X-値盤）と呼ぶまた，形が

入の全てのX上のヤング盤たちの集合を T(入，X)と書く．

例．入=(4, 3, 2)のとき，

T(入， X)~{T~ 

さらに，各列に対して下方向に強い意味で増加し (t1jく匂く・・・），各行に対して右方向

に弱い意味で増加する (til:S: ti2 :S: ・ ・ ・) N上のヤング盤を半標準ヤング盤と呼び，形が入の

すべての半標準ヤング盤たちの集合を SSYT(入）と書く．

古典的なSchur関数s入の類似として， [NPY]では次の形の多菫ゼータ関数が導入された．

定義 2.1分割入＝（心ふ，...'ふ）と s=(sij)ET(入，qに対し，

＜入(s)= L IT M-8= ど II叩―s,,
MESSYT(入）(i,j)ED(入） MESSYT(入）(i,j)ED(入）

と定義し，これを Schur多雷ゼータ関数と呼ぶ．ここでM = (m;j)(i,j)ED(入）を表す．

Schur多重ゼータ関数の収束域について考える．分割入＝（入ぃ...'入リに対し， C(入） CD(入）
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を入のcornerの集合とする．ここで， cornerとは，ヤング図形について，その右側(i,j+ 1) 
および下側(j+ 1,i)に箱が存在しない (i,j)のことを意味する．例えば，入=(4, 3, 2)のと
き， C((4,3,2))= {(1,4), (2,3), (3,2)}である．このとき，以下が成り立つ．

補題 2.2

叫：= { s = (Bij) E T(入，q Re(sij)~1 Jo戸(i,j)ED(入） ¥ C(入）

Re(sij) > 1 Jo戸(i,j)EC(入）｝

とする．このとき，＜入(s)は， sEW入において絶対収束する．

注意 1 入=~), および入=(r)に対する Schur多重ゼータ関数は，それぞれ，

r times 

くc1,... ,1i(s)= L m戸・・・ m;:•r
rヽ times 

m1<・・・<mr 

如 (s)=~m1•1 ... m;•r 
mis…Smr 

で表され，これらは， Euler-Zagier型多重ゼータ関数(Ez,r(s1,・ ・ ・, Sr), 等号付き多重ゼータ

関数（如，r(s1,・ ・ ・, Sr)に等しい．なお， どちらも Re(s1),... ,Re(sr-1);::: 1, Re(sr) > 1を満
たすものとする

次に歪ヤング図形に対する Schur多重ゼータ関数を定義する.2つの分割入とμを入っμ

を満たすものとする．すなわち，各iについて，入i;:::μ; を満たすとする．入¥μ を歪ヤング図
形といい，入/μで表す．ャング盤と同様に，各列に対して下方向に強い意味で増加し，各行

に対して右方向に弱い意味で増加する正の整数を箱に書き入れた盤を歪半標準ヤング盤と呼

び，形が入/μ のすべての歪半標準ヤング盤の集合を SSYT(入/μ)と書く．

例．入=(6,3,2,2), μ= (4, 1, 1)とする．このとき，次の例は形が入/μ の歪半標準ヤング盤の

lつである．

定義 2.3s = (sij) ET(入/μ,<C)とする歪型の Schur多璽ゼータ関数を以下で定義する：

くゅ(s)= L M―こと II
MESSYT(入/μ) MESSYT(入/μ)(i,j)ED(入/μ)

叫 _-s,,
J 
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収束域については，補題2.2と同様に以下を得る．

補題 2.4C(入Iμ)CD(入/μ)を入/μ のcornerの集合とする．

w入/μ:={ (sij) ET(入/μ,q
Re(sij) 2 1 for'if(i,j) ED(入/μ)¥ C(入/μ)

Re(sij) > 1 for'if(i,j) EC(入/μ) } 

とする．このとき，（入Jμ(s)は， s= (sij) E H1入/μ において絶対収束する．

k,C ENに対し，入=(k+l,••·,k+l), μ=  (k,・・・,k)のとき，歪ヤング圏形入/μ を
- y , ....____..,  

£+ 1 times£times  

「Anti-hook型ヤング図形」と呼び， 0=入/μ=rib(klC)と書くことにする．

例.0 = rib(413)に対する Anti-hook型ヤング図形は以下となる．

さらに， Anti-hook型ヤング盤を記述するにあたり，位置を表す二璽添数を以下のように

付け替える．

すなわち， sE W,。に対し， Anti-hook型Schur多重ゼータ関数を以下のように記述する．

(e(s) =区心""m詞io •• ・m訂"m,;{kl... m,;?i. (2.1) 
MESSYT(0) 

ここで， moo:S: 叫 o:S:.. ・:S: 叫 O,mkfく叫(f-1)<''. <叫o,Re(sko) > 1を満たすものとす
る．このとき，次の定理を得た．
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定理 2.50 = rib(kli!), s E T(0, qに対し，

k 

(e(s) =区（一l)k-i(贔 (soo,s10, ・ ・ ・, si-1,0) 
i=O 

X (EZ,c+k-i+l(skc, Sk,C-1, ・ ・ ・, SkQ, Sk-1,0, ・ ・ ・, sw) (2.2) 

が成り立つ．ただし， i=Oに対し，(*= 1とおく．

注意 2Euler-Zagier多菫ゼータ関数の有理型接続により， (0(s)は全複素空間 (Ck+f+lに有理

型に接続できる．すなわち， (2.2)は全複素空間(Ck+f+lで成り立つ．

例.(k,£) = (3,2)のとき， S= に対し，以下の関係式が成り立つ．

(e(s) = -(Ez,5(s32, s31, s30, s20, s10, soo) 

＋伽，1(8oo)(Ez,5(832, 831,830,820,810) 

—釦，2(800,810)(Ez,4(832, 831,830,820) 

＋く知，3(800,810, 820)(Ez,3(832, 831,830), 

[NPY]において， Schur多重ゼータ関数は(Ezやく知の線形結合で書けることが示され

ている：

(e(s) = L匂，length(t)(t), 
tゴs

(e(s) =区（ー1)101-length(t) Gz,length(t) (t). 
t:<s' 

ヽ

ー

，

ヽ

ー

，

3

4

 

•• 2
2
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ここで length(t)はt= (t1,・・・,tm) E Cmのときの長さ mを表す．定理2.5と合わせること
により，以下の関係式を得る．

系 2.6(2.2), (2.3), (2.4)の右辺は全て等しい．

定理2.5はある種の調和棋公式である．一方，調和積公式から Euler-Zagier多重ゼータ関

数のすべての関数関係式が得られることが， [IM]によって報告されている．このことから，

その意味では，上記の系は新しい結果ではないと言えるかもしれない．しかしながら，この

ように新しく得られた調和積公式から，新しい関数関係式を得ること，もしくは既存の結果
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の別証明を得ることも意味があることだと言えるであろう _3

3 ルート系のゼータ関数

Vを内積〈・,・〉が定義された r次元実ベクトル空間， V*をその双対空間とする．△ CVを

ルート系，△+ (res. △＿）を正ルート (res.負ルート）の集合， ¥[I= { a1, ・ ・ ・, Dr}を基本ルー
トの系とする．また，ルート aに対し，心＝盆勾を aのコルート， sa(x)= X -2(a,x) 

〈a,a〉aで

定義される So,:V→ Vをaに対応する鏡映と呼ぶ A={w1, ・・・，叫｝を〈a'(,Wj〉＝化
(Kronecker's delta)で定義される支配的ウエイトの集合とする．このとき， [KMT]によって

導入されたルート系△のゼータ関数は以下で定義される．

定義 3.1§_= (sa)aE△ + E Cl~+I に対し，

00 00 

贔，△)： = L ・・・ L IT 〈av,m凸＋・・・+m凸〉-s".
m1=l mr=l aEふ

古典型ルート系の一つである Ar型ルート系△(Ar)の場合，そのゼータ関数は具体的に以

下で表される．

(r(§,Ar) = (r((s(i,j))i,j, △ (A)) 
00 00 

=L・・ ・L IT (加＋・..+ mj-1)-s(i,j). 
m1=l mr=l 1:<;i<j:Sr+l 

ここで， s(i,j)は(i,j) (1 S i, j S r + l, i =J j)によってパラメトライズされるルートに対応
する変数とする.i2::2に対し， s(i,j)= 0となるゼータ関数は，

00 00 

贔，Ar)=区・・・区 IT (四＋・..+ mj-1)-s(l,j) 
m1=l mr=l l<js;r+l 

であり，これはEuler-Zagier型多重ゼータ関数

(Ez,r(s(l, 2), s(l, 3), ・ ・ ・, s(l, r + 1)) 

に等しい．

ここで，ルート系のゼータ関数の変形版であるいくつかの新しい関数を導入する．

3山本修司氏，村原英樹氏より，系 2.6は既存の結果からも得られるとのご指摘をいただきました．
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定義 3.2r > 0, 0 :S dさrに対し，

ご，d(§,Aリ：＝（文・・・文）1文 ... f IT (匹+... + mj-1)-s(i,j) 
m1=0 md=O md+1=l mr=l 1'.oi<j:c;r+l 
ー.... ,, ~ , 
d times r-d times 

とする．ここで，「＇」は匹=• • • = mj-l = 0となる項を省くことを意味する．く;,o(§,Ar) = 

(r(§, Ar)であることはすぐにわかる．

定義 3.3X > 0に対し，

00 00 

ば（旦，x,Ar)=L ・・・ L IT (x+叫＋・・・＋叫1)-s(i,j),
加 =1 mr=l lSi<jSr+l 
00 00 00 00 

ご，':/(旦，x,Ar)=(L・・・L) L・・・L IT (x+mi+・・・+叫1)-s(i,j)
m1 =0 md=O md+l =1 mr=l lSi<jSr+l 
ー--., ,, V , 

d times r-d times 

とする．ご，忍（旦，x,Ar)=ば(§.,x, Ar)であるまた， r=Oのとき， (o= (訊＝ふ=(;, 別=1
とする

このとき，次の定理を得た．

定理 3.4

叩={s = (s;j) E T(0,<C) Re(s;j) > 1 Jo戸(i,j)E D(0) } 

とする．このとき， sE w; 訊に対し，

k-1 f-1 

効(s)=くk+f+1,k+1(u,Ak+f+1)+ LL(一l)l'+v約，,,(s) (3.1) 
μ,=0 v=O 

が成り立つ．ここで

Zμ,v(s) =区心""m豆天；~µ+1),k-(µ+i/s1,moo, Ak-(μ+1)) 
四 o,mkt21

xく•,H 
μ+v+l,v(¥J, moo+ m絨，Aμ+v+1)(孔(v+l)(s2, mkc, Ac-(v+l)) (3.2) 

とし，各変数は以下で定義されるものとする.sh(x,y) =x,O,・・・,0,yとする．
、 V 、

h 

・釘=(sk-(μ+1)(s10, 0), sk-(μ+1)-1(s20, 0), ・ ・ ・, sk-(μ+1),0) 
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● 的 =(sい (sk,f-1,0), S£-v-1 (sk,f-2, 0), ・ ・ ・, s2(s知 +1,0), Skv) 

• U = (u1, ll2, ・ ・ ・, llk+C+1) 

● tJ = (vo, V1, ・ ・ ・, Vμ+v+1) 

また， Un,Vnは次で定義する．

k<Rのとき，

Sk+f+2-n(O, 0) 

S戸 +2-n(Sk,k+P+l-n,0) 
Un= 

(lsnsk) 

(k < n s£) 

S戸 +2-n(sk,k+f+l-n,Sn-£-1,0) (£< n < k + /J, + 1) 

k~£ のとき，

Un= 

また， v<μ のとき，

Vn = 

v;:=:μ のとき，

Vn = 

sk,o (n=k+£+1). 

Sk+f+2-n(O, 0) 

Sk+f+2-n(O, Sn-f-1,0) 

(1 :::; n s; C) 

(C < nさk)

Sk+c+2-n(sk,k十c+l-n,Sn-C-1,0) (k < n < k + e + 1) 
sk,o (n=k+£+1). 

Qv, SkQ, Qμ (n = 0) 

ov-n, Skn, on-l, Sk-n,O, Qμ 呵 (1:=:; n :=:; り

QV, S k-n,O, Qμ,-n 

ov+μ,-n+l 

0", Ska, 0μ 

(v < n::; μ) 

(μ< n ::; μ+  v + l). 

(n = 0) 

011-n, Skn, on-1, Sk-n,O, Qμ-n (1 ::; n :=; μ) 

ov-n,Skn,Oμ, 

011十μ,-n+l

(μ< n:::; 11) 

(11 < n:::; μ+  11十 1).

上記において， ovは0,・ ・ ・0を意味するものとする
ヽ
lノ
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系 3.5系2.6に加えて，本節で得られた(e(s)もすべて等しい．すなわち， (2.2),(2.3), (2.4), 

(3.1)の右辺はすべて等しい．

注意 3講演では， (e(s)の反復積分表示についても述べた．これより，実際は，系3.5に，反

復積分表示によって得られる閲係式も追加される．反復積分表示については，本稿では省略

するため，ご興味がありましたら， {MN}をご参照ください．

例. (k, £) = (1, 1)のとき， S=

(0(s) = 区
-soo -s10 -s11 
m。。 m10 m11 

l:Smoo:Sm10 
l:Sm11<m10 

は， (2.2),(2.3), (3.1)より，それぞれ以下のように表すことができる．

〈0(s)= (Ez,a(soo, s11, s10) + (Ez,a(s11, soo, s10) 

+ (Ez,2(soo + s11, s10) + (Ez,2(s11, soo + s10), 

(0(s) =―(Ez,a(s11, s10, Boo)+ (iz,1 (soo)(Ez,2(s11, s10), 

知(s)=ふ(03,s11,soo,s10,Aa)+ Z。o(s).

ここで Zoo(s)= (a(soo, s11, 03浚10,Aa)である．

例. (k,£) = (1,2)のとき， S=  

(3.3) 

〈0(s)= L 心 oom11。t'0m1i""m1;'2
MESSYT(0) 

は， (2.2),(3.1)より，それぞれ以下のように表すことができる．

1 

(e(s) = L(-1)1-¥五(soo,s10,・・・,s←1,o)(Ez,4-i(s12, s11, s10, ・ ・ ・, sio) 
i=O 

= -(Ez,4(s12, s11, s10, soo) + (iz,1 (soo)(Ez,3(s12, s11, s10), 

(e(s) =出(04,s12, 02, s11, soo, s10, A4) + Zoo(s) -Z。1(s). 
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ここで，

Zoo(s) = L 心 ""m□12ば(s10,moo+ m12, Aぷf(s11,m12,Aリ，
moo血 1221

z。1(s)= L 叫osoom五誓，り(0,s10, s11, moo + m12, A砂．
moo,m1221 

(3.1) 式右辺の第一項は•がない形で書き表すことができる．例えば， (3.3) の右辺第一項は

次のように表すことができる：

ふ(03,sn, s00, s10, ふ）
I 

00 00 00 ＝（ここ）こ IT (匹＋・・・＋叫1)-s(i,j)
m1 =0 m2=0 m3=l 1:::;i<j:::;m4 
'~, 
2 times 

ど ＋ 区 ＋ 区 IT (叫＋・・・十mj-1)-s(i,j)
m1,m2,m32l m2,m32l m1,m32l 1Si<jSm4 

m1=0 m2=0 

= (3(03, s11, soo, s10, A3) + (2(s11, 0, soo + s10, A2) + (2(s11, soo, s10, Aサ

4 定理3.4について

本節では，定理3.4の証明において得られた結果について述べる．

Anti-hook型Schur多重ゼータ閲数の和を 2項に分ける．

(e(s) =区(i)+ど(ii) (s E We). (4.1) 

ここで，右辺の第一項および第二項は，それぞれ， (2.1)の右辺において，次の条件を満たす

和に渡る項とする： (i) m切：：：： moo+ mke and (ii) mko >moo+ mke• この時，次が成り立つ．

定理 4.1s E vV;。に対し，

区i)= (k+e+ 1,k+l (u, Ak十e+1),
定理 4.2s E w; 屈に対し，

k-1 C-1 

区ii)=どL(ー 1)/J,十ツな(s).
μ,=0 v=O 

定理4.1,定理4.2を合わせることにより，定理3.4が従うことは明らかである．
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さらに， k+R:::;3の場合については， (4.1)式右辺の第二項， L(ii)は，さらに容易に，具

体的に書き表すことが可能である．

例． 先の例， (k,£)= (1,2)について考える

条件(ii)m10 >moo+ m12は， m10= moo + m12 + h (hミ1)と書くことができるこれより，

L(ii) = L mm。t""(moo+国+h)-s10(m12 + b1)-s11m1t2 
moo,m12ふ，h::C:1
b1<moo+h 

よって，

L {(h:::O:b1)+(0<h<b1)} 
moo,m12ふ，h::C:1
b1<moo+h 

＝ふ(0,Sao, S12, 03, S11, 0汽s10,A4) + (4(02, s12, 0, soo, 03, s11, s10, Aサ

(0(s) =ふ(04,s12, 02, s11, soo, s10, A4) 

+ (:,1(0, Sao, S12, 03, S11, 0汽S10,山） + (4(0汽s12,0, soo, 03, s11, s10, A4) 

と表される．

5 予想

本節では， Zμ,,v(s)の表す意味について考察した結果について述べる．

まずはじめに，ワイル群多重ディリクレ級数について紹介する．ワイル群多重ディリクレ級

数は， 2006年に Brubaker-Bump-Chinta-Friedberg-Hoffstein([BBCFH])によって定義され

た以下の形をした多重級数である（他にも [BBF]を参照されると良い）．

L <I>(w1, ... , Wr; di, ... , dr)d181・ ・ ・d;sr_ 
d;::>l(l<;i<;r) 

ここで， <I>(w1,... , Wr; di, ... , dr)は，ワイル群と関係するゼータ関数に似た多変数関数であ

る．例えば， r=2におけるワイル群多重ディリクレ級数は，

こ外(w1,w砂，d2)d戸d戸 (5.1) 
d1,d22'.l 

で表される．
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一方，我々の定理において， Zμ,,v(s)は(3.2)として表される．これを (5.1)と比較すると，

Zμ,,v(s)は， cI>(w1,w2; d1ん）が3つのルート系ゼータ閲数の積とする r=2におけるワイル

群多重ディリクレ級数と考えることができる．すなわち，次の予想が考えられる．

予想Zμ,,v(s)はワイル群多重ディリクレ級数の類似とみなすことができる．

本予想の解明については，今後の課題としていきたい．
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