
研究会報告

熱伝導の量子論に向けて

京都大学 総合人間学部 武末 真二 1

格子熱伝導において成り立つ Fotlrier則を､力学的立場から理解しようとする研究の現状につ

いて解説する｡

1 格子熱伝導の問題

国体中の熱伝導で広く見られるFourier則､すなわち熱流が温度勾配に比例するという現象の

力学的起源を問うのが､格子熱伝導の問題である｡格子力学系を考え､両端に熱浴を取り付けよ

う｡もし､それらの熱浴の温度(TLとTRと表す)が等しければ系は平衡状態に達するが､温度が

異なればOでない熱流jを伴う非平衡定常状態が実現するであろう｡Fotlrier則とは､局所的に温

度Tが定義され､系の大きさに依らない係数 rcを用いて熱流との間に

●
JニーK∇T (1)

という関係が成立することである｡また線形応答理論に従えば､この熱伝導率 凡に対して久保

公式

K-藍比 蒜 Lt(J(i,)I(0))diJ (2)

が成り立つ｡ただし､Vは系の体積､dは次元､∫(i)は局所的な熱流j(r,i)の全格子点に関する

和を表す｡Fourier則 (1)が成立するための力学系に対する条件はどのようなものであろうか?

Fourier則はエネルギーの拡散的振舞を表すから､この間題は不可逆性の力学的起源を問うもので

もある｡

具体的な系を扱う前に rFourier則が成立する｣とはどういうことなのか､もう少し詳しく見て

おこう｡数学的には非平衡定常状態の存在や唯一性【11から議論すべきだが､ここではそれらの性

質は仮定して､物理的な性質に関して見ていく｡

まず場所に依存する温度T,I(nは熱流方向の位置を表す)が定義できる必要があるO古典系で
あれば､運動エネルギーの定常状態での平均を用いて

-(悪) (3,

により温度を定義することがよく行なわれる｡あるいは何らかの局所的物理量の平均値を測定し

て､これを平衡状態の関係式を用いて温度に読みかえるということも可能だろう｡これらの量は

系の性質によらず常に存在する｡しかし､こうして得られた ｢温度｣が真に温度としての意味を
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持つためには､何らかの形で平衡状態の温度とのつながりがなければならない｡次に述べる局所

平衡の成立という条件は､このつながりを明確にする｡

局所平衡とは､局所的に見れば平衡状態に近い状態にあるということであるが､その成立不成

立は熱力学極限を取らないとわからない｡ハミルトニアンが局所的な関数の和で書ける､すなわ

ちH-∑nHnのとき､積分布

ple(u)≡rIe~PnHn(u) (4)
7t

が局所平衡を表すように思われる｡しかし､この分布を用いて熱流の平均値を計算してみると､

(連続時間モデルでは)0になってしまうことがわかる｡熱流もまた局所的な関数なので､局所的な

分布が完全にGibbs分布に-敦してしまえば､平均値も平衡状態での値に一致するしかないから

である｡したがって､非平衡定常状態p..には必ず上の積分布からのずれが存在する｡

p..-plc+6p (5)

有限系を見る限り､このずれのために局所平衡が成立しているかどうかの判定は困難になる｡し

かし､熱浴の温度TL､TRを固定してN→∞ の極限を取れば､ずれの部分は相対的に小さくな

ると期待される｡すなわち､分布に対するノルムが存在して冊pH-0｡ここではこの条件が局
所平衡の成立を表すと考えよう｡具体的な系でこのような意味での局所平衡の成立を議論した例

は少ない｡局所平衡が成立すれば､パラメータAIから局所的な温度が定義できる｡

Fourier則が成立するためには､こうして定義された温度が大域的な温度勾配を示すことが必要

である｡これもまた熱力学極限と関わる問題である｡有限系を一つシミュレートしただけでは､そ

のとき得られる温度勾配が大域的なものかどうかは判定できない｡Fourier則の成立のためには､

スケ-リング極限

T(I)-LhimJlLc] (6)

が非自明ななめらかな勾配を示すことが必要である｡ここでLは熱流方向の系の長さ､o≦C≦1

は実数である｡具体的なモデルを用いた計算では､有限系で温度勾配が見られるがスケーリング

極限では平らになってしまうということがよく起こる｡その場合は､T(n)-limL→叫T,.のよう

に系を大きくしたときの端点近傍の振る舞いを見ると､非自明な勾配-の収束が見られるのだが､

これはFourier則とは別の話である｡また､Fourier則が成り立ち熱伝導率が温度の関数r;-J'(T)
として表されるとき､簡単な計算により

芸-義 /T:RK(T,)dT, (7)

となることがわかるので､Fcに温度依存性があれば､T(a,)のグラフは必ずしも直線になる必要は

ない｡

熱伝導率Fcが温度だけで決まり系の大きさに依らないことも､同じ極限での振舞を調べて初め

てわかる性質である｡Fourier則は､TL､TRを固定してLを大きくしたとき､局所的な熱流jは

0(L-1)の量になることを意味するが､定常状態では熱流は一定だから､これは hmLl00∑nj,I

の極限が存在することと同じになる｡ここでnは格子点の熱流方向のインデックスを表す｡
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最後に久保公式の成立に関して､積分の収束性や Fourier則から求めた熱伝導率との-敦が問

題になる｡以上すべての性質をすべて満たして､はじめて rFourier則が成立した｣と言えるので

ある｡

我々が問題とすべきことはいくつかに分けられる｡まず､上で述べたいろいろな性質の間の関

係を明らかにすることである｡局所平衡の成立はスケーリング極限での温度勾配の形成を保証す

るか?熱伝導率の示強性に関してはどうか?といった問題である｡次に､力学系の特徴との関係

が問題となる｡系の次元や､保存則の有無､可積分か非可積分か､エルゴード性や混合性の有無､

古典系と量子系の違いなどが､Fourier則の成立にどのように関係してくるのかを明らかにした

い｡ここで忘れてならないのは､熱力学極限での性質を考えているということである｡エルゴー

ド性や混合性もこの極限について議論しなければならない｡さらに境界条件や熱浴の違い､例え

ばLaAgeVin型の確率的熱浴を用いた場合と能勢-1Ioover型の決定論的熱浴を用いた場合の違い

といったことも重要である｡あるいは系の熱力学的性質､相転移や拓界現象との関係も議論すべ

きことである｡これらの問題に一つ一つ答えていくことにより､Fourier則を成り立たせている本

質的要因が見えてくるだろう｡これらについて､以下では具体的に見ていくことにする｡

2 古典 1次元系

格子熱伝導の問題は古くから研究されているが､その多くは古典1次元系に関するものである｡

とくに最近の研究によって､この分野での知見は大いに前進した｡まず､そのことについて紹介

しよう｡

古典1次元格子力学系は､相互作用を最隣接格子点間に限定すると､次のハミル トニアンで表

される｡
〟

a-nfl盈+Un(xn,+E v(xn･1-Cn)n=1
(8)

ここで(xn,pn)は格子点n上の粒子(以下粒子nと呼ぶ)の運動を表す正準変数､mnは粒子nの

質量､Un(xn)壮onsiteポテンシャル､V(3,A+1-37.I)は相互作用ポテンシャルを表す｡固定境界

x｡-3N-0を採用し､粒子1と粒子Nにそれぞれ温度TL､TRの熱浴を取り付けると､運動方
程式は以下のように書ける｡すなわち､n-2,...,N-1に対しては

m.I登A-F(a,A-3,卜1)-F(Cn+1-I,.ト Ul(cn) (9)

ただしここでF(I)=-V'(I)である｡また､n=1,Nに対しては

ml藷1-F(31-30ト F(32-31)-Ui(xl)-mlTlil+El(i) (10)

mNiN -F(xN-3N-1ト F(xN+1-CN)-Uk(xN)-mNTNXk+EN(i) (ll)

ここで熱浴はLaAgeVin方程式で表した｡Ei(i)(i-1,N)は相関

(fi(i)E,･(l'))-27.･7nikBTiei,16(i-l')

を持つガウス型白色雑音である｡(Tl-TL,TN-TR)
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局所吋な熱流は､以下のようにエネルギーに関する連続の式を用いて定義される｡ハミルトニ

アンガ を次のように分解しよう｡

〟

H -∑Hn･去【V(3741-3れ).V(31-30)] (13)n=1
Hn - 盈 +芸【V(恥 -3れ)+V(Tn-Xn-1)]･Un(Xn) (14)

Hnは局所的なェネルギーを表すと解釈でき､相互作用が最隣接格子点間にのみ働くことから2<

n<N-1のとき次式が成立する｡

些 ･=iHn,H)=(H"Hn_1+Hn.1)≡iHn,Hn_1)-iHn十1,Hn)di

ここで()はPoisson括弧を表す.したがってjnln+1-iHn+1,Hn)とおくと

dHn
- =)れ-1lれ~Jnln+1dt

(15)

(16)

となって､右辺は空間差分で書けているので上式を連続の式とみなすことができる｡すなわち

JnJn+1が格子点nからn+1への熱流を表す.以上の議論は､Poisson括弧を交換子で置き換え

れば､量子系に対しても適用できる｡式(14)を用いて具体的に計算すると

jnln･1-妄(莞 +慧 )F(cn･1-Xn)-妄(inH - )F(xn･1-Xn) (17)

を得る｡局所的なエネルギーの定義に関してはある程度任意性があり､それに応じて熱流の関数

形も変わることを注意しておこう｡

調和格子の場合には､Riederらによって解析的に非平衡定常状態を求めることが行われている

[2]｡式(8)でいえば un-0,mn-1,V(I)-b3,2/2の場合である｡このときpまの平均値を局

所温度と読み替えると､両端のごく近傍を除いて温度勾配は形成されず､局所的熱流の平均値は

温度勾配ではなく両端の熱浴の温度差に比例し､系の大きさには依らないという結果が得られる｡

すなわちFourier則は成立しない.

その後､77㌦の値をランダムにするなどの試みが行われたが､ランダム性だけではFourier則を

示すことはできなかった｡計算機の発達に伴って非線形性を入れた系のシミュレーションも盛んに

行われたが､問題とする性質が熱力学極限での性質であることもあって､初期の計算ではFourier

則の成立を示す系を見出すことは困難であった｡(この間の事情については[3,4】を参照のこと)

ようやく数値計算でFourier則が見えるようになるのは80年代以降のことである｡

ここで数値計算でよく用いられる代表的な系をいくつか挙げておこう0

(i)Femi -Pasta･-tTlam (FPtl)モデル【5,6,7,8】

V(I)-筈 +害 +筈 ,Un(I)-o

(ii)Diato血cTodaモデル【9,10,11】

V(I)- az+言eこbt,Un(I)-0

-n - (告 慧 :≡:vdeen',
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(iii)Ding-a,lingモデル【12,13】

Un(I)-
(

# (for n-even)

0 (for n=odd)
, V(I)=hardcore

(iv)Ding-dongモデル [14]

Un(I)-誓,V(I)-hadcore
80年代に突破口を開いたのはMokrossとB正ttnerによる研究【13】であり､通常の戸田格子で

は温度勾配が生じないのに対して､1個おきに質量を変えたdiatomiC戸田モデルでは温度勾配が

でき､Fourier則が成り立つように見えるという数値計算の結果が報告された｡戸田格子は可積分

であるが､diatomiCにすると非可積分になる｡ここに非可積分性が必要であることが認識された｡

Ca･sa･tiら[12]はI)ing-a-1ingモデルを用いた数値計算の結果から､系が十分カオス的でありⅩ系

と呼ばれるものになっている場合にFourier則が成り立つと主張した｡これらの計算では比較的系

の大きさが小さく､後にJacksonら[10】やMlmnagh ら【13】の研究で､まだ完全な収束には達し

ていなかったことが示されたが､Fourier則が成り立つことは確認された｡90年代にはFPU【5]や

ding-dongモデル[14】でもFourier則が成り立っていることが報告された｡またⅡamilton系では

ないが､セルオー トマトンを用いた系でも同様の現象が起こることが､Creutzl15]や筆者[16】に

より示された｡このことは連続性やⅡamilton系のシンプレクティツク条件は､fbllrier則にとっ

て本質的ではなく､加法的保存量を持つ保存系であれば同様の現象が起こりうることを意味して

いる｡以上のような研究から､非可積分性のために系が十分カオス的であり､かつ系の大きさが

十分大きければ､Follrier則は成立するであろうというのがつい最近までの認識であったと思わ

れる｡

これに対して最近の進展をもたらしたのは､Lepriらによる研究【6,7,8】である｡彼らはFPV-β

モデル､すなわち式(18)においてα-0としたものに対し､能勢-Ⅱoover型の熱浴を用いて数

値計算を行なった｡(その他のパラメータはmれ-1,β-0.1である｡)能勢-Hoover型の熱浴と

は､式(10)､(ll)の代わりに

立1 - -ELkl+F(xl-Xo)-F(32-Xl)

蓋N - -ER

1
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1
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(22)

(馴ま定数)としたものである｡TL-TRであれば､Gibbs分布が不変であることを示せるので､熱
浴としての最低要件は満たしている｡彼らはこの系では､温度勾配のスケーリング極限は存在す

るが､熱伝導率は系の大きさNに対してNl~a､αeto.62の依存性を示すことを見出した｡した

がってFourier則は破れている.この結果は一見Ea.burakiらの結果【5】と矛盾するようだが､実

はEaburakiらの結果も､整理の仕方を変えれば熱伝導率がNのべキで増えることを示している
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ことをLepriらは議論している｡【5】ではLangevin型の熱浴が用いられており､このことはLepri

らの結果が熱浴の特殊性によるものではないことを示している｡

ではこのN依存性の原因は何であろうか?熱流の時間空間相関(jn(i)jo(0))を見ると､一定速

度 vpで伝播する部分があるので､有限系の性質を排除するために久保公式の積分の上限をN/vp

と置き換えることができる｡したがって､FC∝Nl-AはCJ(i)- ∑n(jn(i)jo(0))∝i-aのように

熱流の相関がlong-timetai1を示すことと等価である｡Lepriらは長波長モー ドの緩和をモード

結合理論を用いて求め､運動量保存則のためにこのようなlong-timetai1が生じることを導いて

いる｡(文献【17】も参照のこと｡)

運動量保存則は､ハミル トニアン(8)で Un(xn)の項が存在しない場合には一般的に成り立

つ｡固体のモデルとしてはもちろんその方が自無である｡前に挙げたモデル群の中ではFPtJと

DiatomicToda.がこれに相当するが､Jacksonらの計算によると後者ではFourier則が実現する

とされた｡しかしこれも最近､波多野によって計算がやり直され､FPtTと同様にlong･timetail

のためにrc∝NO･35となり､Fourier則は破れていることが示された【11】｡Xuらも別のモデルを

用いて､同様の結果を導いている【18】｡

以上から､1次元古典系の熱伝導に関する現在の理解は､次のようにまとめることができるだ

ろう｡Fourier則が成り立つためには､系が非可積分であって十分カオス的であることが必要であ

る.ただし､それに関する定量的な条件は知られていない｡On-siteポテンシャルU,tがあるよう

な系では､十分大きな系ではF;が系の大きさに依らなくなり､Fourier則が成立する｡しかし､相

互作用ポテンシャルしか存在しない系では運動量保存則のためにlong･timetai1が生じ､その結

果熱伝導率が発散する｡高次元の系ではどうなるかというと､Long-timetai1の指数は系の次元

dに依存し､a=3では運動量保存則があっても久保公式の積分が収束することが期待される｡

3 量子混合性

熱伝導の問題では､熱力学極限での系の性質が問題になる｡当然力学系のエルゴード性や混合

性といった性質も､その極限で考えなければならない｡非可積分性という条件がFourier則の成

立にとって重要であることが､1次元古典系の研究からわかったが､一般に非可積分性とエルゴー

ド性や混合性はどのような関係にあるだろうか?可積分ではないが､熱力学極限でエルゴ-ド的

(もしくは混合的)でないというような系が存在するだろうか?これは古典系においても重要な間

厚であるが､ここではProsenによる量子系を用いた研究【19】について紹介しよう｡

量子混合性を任意の物理量の時間相関

cAB(T)-曇悪くA(T)B(0))L-(A)L(B)L (23)

が T- ∞ で消えること(limT→∞ ĈB(T)-0)と定義しよう[20】｡ここにく)Lは大きさLの系
でのアンサンブル平均を表す｡

Prosenはkickedt-Ⅴ(EtV)モデル
L-1

H(,)-∑31-0[-;(C!･cj十1+ci･･1C3･,+Vc払 1Cj･1m蔓 J (T--,] (24,
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(小 C,･はフェルミオンの生成消滅演算子を表す)を用いて､粒子の流れ

J-接ol(C3t･C,･･1- i.･1C3･, (25)

の自己相関関数を数値的に計算した｡より具体的には､まず粒子密度p-N/L(Nは粒子数)を

一定にして系の大きさLを変え､CJL=圭くJ(0)J(m))Lを計算する｡これよりL- ∞ での値

CJ(m)を求め､その時刻 m に対する依存性を調べた｡ところで､Ⅹt†は以下の3通りの場合に

可積分となることが分かっている｡

●1.l=0

･2･Ⅴ-0 (mod2可

･3.A-i/V-丘niteとしてW - ∞

そこでProsenはi=V=1とi=V=4の2通りの場合について計算を行い､後者の場合

は CJ(m)∝eXP(一入Jm)のように指数関数的に減少するが､前者の場合はCJ(m)/righlarrow

finiteとなることを見出した｡したがって､どちらの場合も非可積分であるが､前者では混合性は

成り立っていないことになる｡

粒子の流れの自己相関はDrude重みと呼ばれる量と結びついている｡電気伝導度の実部 qlを

q'(u)-2打De(u)+U,cg(W) (26)

と書いたときのDがDrude重みと呼ばれる量【21】であるが､これはCJL(m)の積分

DJ-藍 比 嘉 /_TTCJL(T)dT (27)

によりD-βDJと表されるのである｡(βは逆温度｡)Drude重みがOでないときは､弾道的

な輸送を行う理想導体を表し､刀=0の場合には通常のオームの法則の法則に従う｡ちょうど

Fourier則の成立､不成立に対応することがDによって分類できることになる｡Prosenの結果は

i-V-1の場合はD≠0だがl-1′-4の場合はD-0ということを示し､この間で転移が

起こることになる｡これが正しい結果なのかどうか､さらなる検証が待たれるところである｡

1次元系のDrude重みは最近盛んに研究されており､可積分系ではBethe仮説による計算によ

りD(β)≠0となるようである【22,23】｡また､_非可積分の場合でもD(β)≠0となるという量子

モンテカルロの結果も報告されている【2句｡

1次元古典系では運動量保存則と熱伝導率の発散に関係があったが､Dmde重みと保存量に対

しても､一般的な関係であるMazur一鈴木の不等式【25]

藍 妄J.T(A(i)A(0))dt≧写晋
(QnはくQnQ.n)-くQま)6.nnを満たす保存量を表す｣)を用いて､

D≧基∑ fru(JQn)2(Qま)
▼1

(28)

(29)

という関係を導くことができる【261｡したがって､右辺が有限になるような保存量が1個でも存

在すれば､βは有限､よって系は浪合性を示さないということになる｡
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4 おわりに

題目に相反して古典系の話題が主となってしまったが､熱伝導を力学の立場から理解しようと

する試みについて解説を行った｡量子系に関する理論やシミュレーションはまだ数が少なく､こ

れからの分野であると思う｡解析的な結果は古典系と同様､調和格子の場合しか得られておらず､

結果もほとんど同じになる【271｡シミュレ⊥ションが少ないのは､熱伝導では熱力学極限の性質

を見なければならないのに､量子系で系の大きさを大きくすることは指数間数的な困難を伴うか

らである｡それでもスピン系を用いた我々の計算によれば､可積分系の場合には温度勾配が現れ

ないのに､非可積分系では勾配が形成される可能性があるといった､古典系と類似の性質が得ら

れている【28】｡新しい手法が開発され､今後さらに発展することを期待したい｡
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