
｢カオスとその周辺｣

アトラクターの特異な局所構造とq-相転移

森 撃

九州大学理学部物理学教室

散逸力学系の軌道は位相空間においてアトラクターを描き出す｡カオスをしるためには､そのアト

ラクターの構造が定性的に変化する分岐現象を解明しなければならない｡カオスのアトラクターは諸

々の不安定な不変集合 (固定点､周期点､カント-ル集合等)を含み､その分岐は､ある不変集合が

アトラクター上に出現したり､アトラクターから消失することによって起こる｡そのため､分岐点の

直前直後では､アトラクターに特異な局所構造が形成される｡カオスの発生点は､カオス側からみれ

ば､このような分岐点のあるカスケードの極限である｡このようなカオスの分岐点､発生点及びそれ

らの近傍は､統計力学的にどの様に捉えることができるか､非線形力学の新しいパラダイムはどんな

ものであろうかを考察した｡

§1.カオスをどう捉えるか

カオスとは､一言でいえば､決定論的に時間変化するにも拘らず､その変動が不安定なため､ブラ

ウン運動のようにランダムで予測不可能である運動をいう｡

まず､良く知られた周期外力下の振子を考えよう｡振子の角度¢に対する運動方程式u､

¢十γネ+sin¢=acos(Jt (l･1)

とかける｡ここでγは摩擦係数､右辺は振動数O､強さaの外力である｡図 1は､r=0.22､tL)=1､
●

a=2.7に対する解¢(t)を示したもので､初期値として¢=-1.5､¢=1.3をとり､(1･1)式の数値積
●

分により時間27t毎に¢､少の値を求め､初期の100点を過渡的なものとして捨てて､その後の値
●

を記入･LJた｡図 1(a)は時刻 t･=27ti, (i=0,1･2,･･･)における¢(ti)の値を､図11●

(b)はⅩ･≡ (め (ti)Iめ (ti)) の値5万点を示す｡図 1(a)の時系タ'1i(ti)の1
変動は､ブラウン運動のようにランダムである｡しかし図1 (b)は､ランダムでない端正な姿を描

き出している｡しかも多重紐構造をもち､その一郎を拡大していけば､図 1 (b)の挿入図のように

自己相似な入れ子構造､つまり､フラクタル構造になっている｡どんな初期値をとっても､殆どすべ

ての場合､軌道 (X i)は､図 1 (b)の有罪な集合に引き付けられ､十分な時間経過後にはその上

にのる｡このような集合をアトラクターという｡フラクタル構造を持つアトラクターを特に奇妙なア

トラクタ-という｡

系の位相空間は､め,¢と外力の位相∂=し)t=tとを直交座標とする3次元 空 間であ る｡1)ただ
●

し､0≦0<277とし､ 0が27tを越えると277を差し引いて0にもどす｡したがって､この位相空間

における軌道とま､時刻 t･ごとに0=0の面を横断する｡その交点が図 1(I))のX ･≡ (め (ti)

･あ (ti))に他ならない｡Xi.1はX･から一義的にきま｡､1

- 761-



研究会報告

o ti/27r

･･の
｢.

-1.5
二7T ¢
図 1 振 り子､ (a)時系列､ (b)奇妙なア トラクター
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Xi+1=F (Ⅹ i), (i=0,1,2, ･･･) (l･2)

とかける｡これをポアンカレー写像という｡

カオスでは､図1のように､一般に､時系列の変動はランダムだが､アトラクターの幾何学的構造

は端正な姿をもっている｡したがって､カオスの研究は､Poincareが前世紀末に提唱したように､位

相空間Xにおける諸種の軌道群の幾何学とトポロジーを研究することから始まる｡特に､カオスのア

トラクターの性質は､どんな不安定不変集合を含んでいるかによってきまるので､アトラクター上の

不変集合の幾何学とトポロジーをしることから始まるといえよう｡

カオスでは､殆どすべての初期値Xoに対して軌道 (Xi)は非周期軌道となる｡そのような非周
朋軌道に対して時間的に定常な物理量をつくるため､統計力学では､任意の力学量G (Xi)に対し
て長時間平均

n-i

<C>≡ tim (1/∩) ∑ G(Xi)
n→oo i=0

を叫人する｡ア トラクター上の点Xの周りの微小値域dXの特性関数

EdX (Xi)≡
‡

1 if X .EdX,1

0 otherwise

(1･3)

(1･4)

を考え､ dm (Ⅹ)≡<EdX>を自然な不変測度という｡これは､長時間後にXiが微小領域dX
に兄い出される確率を与える｡このdm (Ⅹ)を使えば､長時間平均(1.3)は

<G>=JC (Ⅹ)dm (Ⅹ) (1･5)

とかける｡以下､殆どすべての初期値Xoに対して､ dm (X)はXoに依存せず､一義的な確率と
長時間平均が存在するとしよう (エルゴ-ド仮設)｡長さnにわたる時間平均がこの長時間平均にど

のように収束するかば

∩-1

(1/n)E C (Xi)=<G>+ (Zn(Xo)/nV)
i=0

(1･6)

と表せ､指数 Vは1≧レ>0で､興味深い数を与える｡ただし<Z >=0･<zm>=cm･n - n

(m>o)とする｡ここでC はnに依らない定数である｡事実指数 Vは､時間平均(1･6)がXoにEfFl

依存してその値が長時間平均の周りにどのように散らはるかをきめるのである｡

統計力学のもう一つの重要な概念は粗視化である｡つまり､系の些細な構造に依らない普遍的な性

質を取り出すには､時間または位相空間における粗視化を鮮人するということである｡最近の言葉で

言えば､時間的または空間的なスケーリング指数を考えることに他ならない｡現在､そのような粗視

的圭として､アトラクターの次元､リアブノブ数､ エントロピーなどを拡張して自然な不変測度の特

異点指数｡､そのスペクトル f(α).2)粗 視 化 さ れ た軌道拡大率∧P)そのスペクトルゆ (A)な

どが使われている｡
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以上をまとめると､カオスへのアプローチは

(A)位相空間の鮒 可学 (アトラクターとその上の不変集合)1)

(B)エルゴ-ド理論 (時間平均の収束形と揺動)

(C)アトラクターの局所構造のスケーリング理論 (f (α)､¢(A)等)

の3つのステップからなるといえよう｡ (A)は､次節で議論するように､カオスの素過程をアトラ

クターの局所構造の動きによって定義 ･特定するための枠組みを与える｡

これは､Poincar色(1892)以来特に1960年代以降数学者によって作られてきた位相空間の幾何学に立

脚して､カオスの統計力学を作るということであろう｡Kepler(1618)による惑星運動の幾何学から

Newton(1685)の運動論への基本思想は､朝永によれば ｢変化の相で運動をとらえる｣ (物理学とは何

だろうか､1979)ということであり､それに倣って､例えば奇妙なアトラクター図 1(b)の構造､

特にその湾曲部を動的に捉えるということであろう｡これは､熟平衡系のエルゴ-ド理論が長い間果

たし得なかった夢をもかなえることになると思われる｡ここで､少数自由度系のカオスの研究はいく

つかの有利な点を持つことを想起すべきである｡すなわち､自由度が少ないため､

(】)決定論に内在する偶然性を鮮明に取り出せる､

(2)必要とする挙動 ･構造 ･応答を数値的に取り出せる

ということである｡

§2.アトラクターの局所構造の動的構造関数

奇妙なアトラクター図1 (b)の性質はその湾曲部の挙動によってきまる｡その様子をしるため､

湾曲緋に対する簡単なモデルとしてHenon写像

=F (X i)=

ー

J

･-
yb+

1

つ】
･-

Ⅹ

Ⅹal
ー

し

を考えよう｡その軌道Xi= (Xi
-を描き出す｡X米は固定点F (Ⅹ:#,y皇'x望to二芸 :､

(2･1)

b=0.3のとき､図2 (a)のアトラクタ

ァトラクターはこの固定点Ⅹ*の不安定多

様体の閉旬の上にある｡b=0.3を固定してaを変えると､アトラクターは図2 (b),(C),(d)

のように変化する04),5) a>ad≒l･427では､軌道 X iは殆どすべての- 値に対してⅩ=

-ooJ＼逃げてしまい､アトラクターが舶蟻する｡akao≒1･154では､図2 (d)のようにアトラク
ターが2つのバンドに分裂する｡これらは分岐の典型であり､その怨何字的機構は次のようである｡

図2 (a), (b)には､もう一つの固定点Sの安定多様体の一郎が記入されている｡図2 (b)

では､この安定多様体にア

F±tx)によって順次に

(b)のように写像される:

ド
(
VA
6

ラクタ-の最外殻が接している｡その接点X±iは､Xoから写像

ヂjIg芸子毒志:,'(.;,t≡誓言:先 芸≡芸芸霊芝芸去.:83fS';悠 定
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(a) q=1.4

0 x

(C)q-qo=1.15357･-

(b)cl=Qd=1.426921･･･

2 -2

卜

0 x

(d) q=1･10359

図2 奇妙なア トラクターの分岐､ (b)崩壊点､ (C)バン ド分裂点
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十 ｢ 十

Xi Xi'1

/′､

X-i

iii!!

萱､〉･,:'-L;;
X-i+1

ul(Xi十日

LeA1(Xi)(>t)

図3 局所構造と微小なセルの伸長 (カオスの素過程)､

(a), (b)接点構造の動き､ (C)双曲点構造の動き

多様体は縮む｡逆写像F-1(x)でとま逆になる｡したがって､アトラクターの湾曲部は､図2 (b)

のX〈､X.､X〈､ ･･･のように狭くなっていく｡ i=3までしか記入していないが､ i-coの0､〈LLl'J12､ 一 ~V-

とき､Ⅹ十iはSに集積し､X-iはX岬に集稚する｡この集横臥 図2(b)の挿入図のように､

自己相似な入れ子構造になっている｡この よ̀うに､+iと-iでは集横先が異なる接点 〈X±i)を

ヘテロクリニック接点という｡図2 (C), (d)では､Ⅹ米の安定多様体の一部が記入されている｡

*

図2 (C)では､この安定多様体にアトラクターの最外殻が接している｡その接点X⊥二は､ i-oc'''t4'J■〈V､1､yV 一一IJ〈ハ'､̀-±i'"I '
)をホモクリニック接点という｡奇妙なアトラのとき､いずれもⅩ米に集横する｡このとき iX± i

dl'-Y ' ′一~M'1'､M M0クタ-の崩壊点a=a_.やバ ン ド分裂点a=a八では､.このように､アトラクターがそれぞれ固定点
栄

SやXqlの安定多様体に接し､それらの分岐点はこの接点の集積 (動き)によって特徴づけられるこ
5),6)

とになる.tJ''U'図3 (C)のように､X lの不安定多様体と安定多様体が横断的に交わるとき､

X.を双曲点という｡図2のSやXqlは 双曲点である｡双曲点の近傍は図3 (C)のように写像され1
る｡

アトラクターは一般に図3のような接点構造と双曲点構造をもち､それら局所構造の動きがアトラ

クターの統計力学的性質をきめる｡そこで､局所構造をその動きにおいて捉えるため､図3のセルの

伸長を運動法則から定式化しよう｡図3 (C)のように､点Xiの近傍に対して､その不安定多様体

方向の拡大率入1(Xi)=lnlDF (Xi) ･u l(Xi)Lを考えよう･7)ここでDF (X)
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はF (Ⅹ)のヤコ-ビ行列､ul(Xi)は不安定多様休方向の単位ベクトルである｡図3 (C)の

双曲点では入1 (Xi )>0であるが､図3 (a)の接点では入1(Xi)<0となり､ 入1(Xi)
u軌道にそって時間的に揺らぐ｡いまア トラクター上で､長さnにわたる和

S n (Xo) -八ヽ

1

0

m
∑
.ド
≡ (Xi)

(2･2)

を定義しよう｡特に､非周期軌道に対して､(1･6)に倣い､

^n(Ⅹo)≡sn(X o)/n=A的+ izn(Xo)/nV±) (2･3)

とおく｡ここで^ ≡<入.>は正のリア7･ノブ数であり､リ.はそれぞれ^ー(Ⅹ〈)互 八OCに対00
+'AI-1VI-1ỲLn ､̀L0

する指数である｡nが有限のとき､･(2･3)は初期値Xoに依存し､その値はある区間 [八min､^max]
に散らばる｡掛 こ図3 (a)の様な接点が存在するとき､入1(Xi)がそこで負となりAmin<0

となる｡ したがって､有限なnに対してこの八n (Xo)の揺動を取り出せば､局所構造をその動き
において捉えることができることになる｡最近､この揺動は熟平衡系の示量変数の熟揺動と同じ形式

で取り出せることがわかってきた.3)～ 13)表 1の右側に､N個のスピンからなる強磁性体の､ス

ピンl個当りの磁化mN (Ⅹ)の熟揺動に対する統計熱力学形式をまとめた｡

そこで､磁化mN(X)に粗視的拡大率An(Xo)を対応させ､ランダウの自由エネルギーg (m)

に対応する生砂 (A)を串人しよう｡即ち､^n(Xo)が区間 (̂ ･̂ +dA)の値をとる確率を

P (A;n)d̂ とし､表 1のP (m;N)に対応して､n→coのとき

p(∧;ll)=eXp卜 n¢(A)iP (ノ㌣;n) (2.4)

としよう｡こてで¢(A)≧¢ (̂M)=Oである｡¢(A)の関数形tま､(2･3)の指数V+を使って

¢(A)≡ C+ l̂ - N̂Ll/V+ (2･5)

とかける｡ここでC十はある定数である｡これは､確率変数を八Ilからzll に変えると分布が

nに依らなくなるからである｡柑(2.2)に対して中心極限定理が成り立つとき(2.4)はガウス分禰とな

りV±=1/2であるが､次節で見るように･分岐点では､入1(Xi)の揺らぎの時間相関の長さがcqと
なりV+=1となる｡

¢(A)は一般に下に凸な関数であり､その勾配 S= 1⊥q≡¢'(八)を独立変数にとるため､

◎n(q)≡ - (1/n)ln【Jd八 P (A;n)exp卜 n(q-1)八日 , (2･6)

^n(q)≡ dQ･n(q)/dq, qn(q)三 一 d̂ nくq)/dq
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を鮮人する｡(2.4)を(2.6)の税分に入れれば､変分原理

○…(q)=min t¢ (A)+(q-1)八〉
八

(2.8)

が得られる｡これらの関数は､アトラクターの局所構造を粗視的拡大率八m(Xo ) の揺動によって動
的に捉える動的構造関数であり､カオスの統計力学的粗視圭を与える｡

衰 1 カ オ スの 動 的構 造 関数 と統 計 熱 力学 関 数の比較 ｡

カオス (2次元写像) 統計飽力学 (強抱性)a)

運動法則 XiナJ - F(Xi) 3C-3Co(X)- llNn〟(X)

租視化 時間について粗視化 : 空間について租視化 :
∩-I 〟

n̂(̂'o)一 志 岩 =̂I(X̀) mN(X) 一志岩,'mi(X)

抱視化の極限 TL- ロ : N - 00 :

P(̂ ',71).- eXpl-TIVJ(̂)〕 ド(帆;〟) ～ expト〃g(m)〕

VJ(A)= 拡大率スペクトル d(n)= 与.yダウの自由エネルギー

+(A) g(帆)

AIIvJ′(A)-S-ト q iI 9,(m)_pH す T'TcI
1 ;V'(A ) - o ー(q ) _… _ ._" _I g"'n'-x(P/L}⊥_LJ_i

^ 中 ^ O m
_変分原理 +(A)+(q-1)A- min. 9(m)-PIlm - min.

相転移 Al(̂'i) の別 寺悶相関による miの長距離相関による¢(A)の線形スロープ :sf g(m)の線形スワープ : βfト0

cz)leo(̂') は磁場 flが ない と きのハ ミル トニ ア ン.X･は位相空間

の座標,P(m;N) は 〃 - 0 において mN(X) が値 mを とる確率

密度.β は適温 皮 . I(tl) は帯磁率であるo

ー768-



｢カオスとその周辺｣

α

§3.カオスの分岐点､発生点及びそれらの近傍

図4は､図2 (C)のバンド分裂点における動的構造関数を示したもので､n=40をとって帖110rl写

倭(2･1)から数値的に求めた｡4)∧n(q)に対するクロス臥 変分原理(2･8)による砂,(A)=1-q

から求めた最大項近似を表す｡分散αn((I)はq=qα-2･0,q=qβ～-0･8で鋭いピークを示す｡

これらのピークはn-榊のとき発散し､An(q)がq=qα,qβで不連続な変化､即ち､1次の相
転移を起こすことを保証する｡これをq一相転移という｡その相q>q人.は負の八を与える特異な接

00
点構造を表し､相qα>q>qβは八 ～ 八～ 0･315である正常な双曲点構造を､相q<qβは

dJ(A)･

02

◆～◆◆▼◆◆
●◆
Sα＼
Sβ
･l● ◆◆ヽ ◆◆◆ ●●◆ ◆

＼u:

0 ∧ 0.4 -10
10 -10 qp qα 10

図4 バンド分裂点における線形スロープとq一相転移､

S α≒ -1･0､ Sβ≒ 1･8､ qα≒2･0､ qβ≒-0･8

A .(Ⅹ*)=八___～0.550を持つ特異な双曲点Ⅹ*の近傍を表す｡このように､q一相転移の各相は､
1､°L ' max

a'Uβ

それぞれ､互いに定性的に異なる局所構造を表す｡したがってq一相転移は､アトラクターの特異な

局所構造を端的に取り出すものとして有用である｡¢ (A)もま2つの線形スロープ S =1-qα～a

-1･0,Sβ =卜 qβ -1･8を持つ｡これらの線形スロープがq一相転移をもたらしたのである｡
これらの事は､幸い理論的に厳密に解析できる分岐現象があって､厳密に示すことができる｡また､

線形スロープ S A.,sI.は一般的に理論的に求めることができ､上記の数値実験と良い一致が得られ
5),6)
る:'′'U′4'(A)の線形スロープは､(2･5)により､V+=1を意味する｡従って､一般に

(1)カオスの分岐点でtま Jr,0,vi-1･

(2)カオスの発生点では ôo=0･V+=1

がえられる｡ここでカオスの分岐点のあるカスケードの極限としてえられる発生点を考えた｡
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これらの線形スロープは､分岐点に近づくときどの様に形成されるのであろうか｡一般に､下から

近づくときと上から近づくときとで異なるのである｡下から近づくとき､分岐点aBでは､図2 (b)

(C)のように､アトラクターは固定点や周期点のような不変集合の安定多様体と街突し､線形スロ

ープが形成きれる｡a>aBでは､アトラクターはそれら不変集合を取り込んでしまい､線形ス仁一

ブは変形される｡このとき､ある特性時間7- (a⊥aB)･~γ･ (γ>0)が出現し､¢ (A)め
変形部分△¢(∧)は臨界スケーリング則

△¢ く̂ )=I- 2JB (7号△∧)

I"Wn､■LO' ~n､̀~0' - lP V ー′ - IHIMUn

はならない｡事実,図5と図6は､

(3.3)

に従うと考えられる10)Ill)ここで符,柑 非負の指数で､△^tま八のある値穴からの差である｡

8 (y)はaに依らないyの普遍的関数である｡そのとき､線形スロープはスピードT-ZJで形成され

ることになる｡なお､タイプ Ⅰの間欠性カオスやバンドクライシスなどでは､カント-ル集合のリベ

ラがアトラクターに取り込まれる.10)･13)

周期倍化の200分岐､黄金 ト ラスの崩壊などによるカオスの発生点は､カオス側から見れば､そ

れぞれバンド分割の2m分岐､回転数pm=Fm-1/Fm･ (Fm:ブイボナツチ 数)とpnll+1

を持つ2つのカオス･アトラクターの融合分岐などの極限mー…である｡ここでFmはFo=Fl-

1,Fm=Fm-1+ Fm-2で与えられる｡このようなカオスの発生点では(3･2)が成立し､(2･3)
はS_ー(Xハ)=ZーくX 〈 ) と な る ので､ n和S__が対数因子lognで発散することを考膿しなけれ

βn(Xo)≡ Sll(Ⅹ0)/log(n+C) (3･4)

の時系列が､I-→OOのとき収乗もせず発散もせず再帰的であることを示す｡ここで</in>=0であ
り､｡はオーダ- 1の正数である｡しかも､驚くべきことに､図5､図6のように､自己相似な適

入れ子構造を持つのである｡ここで国中の数F_._や2mは当該系列の各ブロックの最高点間の距離をln
表す｡図5はブイボナツチ系列の自己相似性を持ち､図6は2ベキ系列の自己相似性を持つ｡准結晶

も同様な自己相似性をもち､このような自己相似性は､規.剛的なものとランダムなものとの鳩罪に特

有なものと考えられる｡従って､βn(Xo)が区間 くβ･β+dP)の値をとる確率をP(〟;n)
dβとすれば､(2.4)に代わって､代数的スケーリング

p くβ;n)= √¢(〟)p(0;rl) (3･5)

が成り立つことになる｡ここで､め (刀)≧¢ (0)=0である｡

カオスの発生点に至るカオスの1Ⅰ一次の分岐点直前では､カオスはM-2 m 個またはM-F誹 のバ
ンドからなる｡これらO-)バンド問のサイクル通勤がIn-OCのときカオス発生点における臨,tN'/トラク

タ-をつくる｡rrl次の分岐点では､M個のバンドにb=1,2, ･･･,Mと番号をつければ､軌道
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は､時刻 i=Mj+b-1, (j-0, 1,2, ･･･)において l̀)番目のバンドにある｡したがっ

て､和(2･.2)は

S (Xo)= s o(Xo)+S,(Xo),11 11 11
k-1 M

sl,I(x｡)- ∑ ∑ 入1(i,Mj.bl) ,

j=Ob=l
【1'-I

s'll(Xo)=i=Eo入1(XMk+i)

(3･6)

(3･7a)

(3･7lJ)

とかける｡ここで11-Mk･11･,(k-O･ 1, ･･･;l≦n,≦M)である｡SE(xo)は1つ
のバンド内のカオス運動をあらわし､S'nくXo)はM個のバンド間のサイクル運動を表す｡これらの

〟
〟.I.T
J
･
J

T_･.･l.I･ト
ー

･1..

■■
-
■=･1I
山

l
t･J1.

㌧-.
T==
'1

;
-(
,

A.･l･.I

.I.A..･!･.I:I.{
･T

t粁
=;.I

T
1
..

■■.一1一l'
JL-

..･･:.,?･
嘉

:I
ll.:jP=i.'!㌫
i
i

4000 7000

図5 塩界黄金 トーラスのブイボナツチ時系列 βn
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運動は､M》1のとき､それぞれ(2.3),(3.4)を拡張した童

AMlt(Xo ) - S?I(X｡)/ Mli ,

/-1n, (XM k)=S'n(Xo)/ l o g (n'+ C)

(3.8a)

(3.titJ)

によって記述されることになる｡従って､カオスの発生点及びその近傍を控えるには､§2で使･-,た

統計熱力学形式を拡張しなければならない｡

･'Bn(六〇)

'l.■■.､1 ..- .'- ..-.､.I ..- ....､一 ..■.､.I.､,JL.TW ... ...● .
L叫 p.一...恥 .､叫 ...-.....Jqt..一.I.I.､ー叫 .,一.1.I..～.叫 ,､,..～ .JAAAん ........､.I .....JI.I.､4

･一■.tt.I.-1叫 ...､.叫 ..､j,.Ai..,-,､.tt-.叫 tA}.､.I-,̂AJ.JbAtJ..､JF,叫 一Jb.如一..YtJtJb.Ai.亡J ..一..I......心 .～.､■J､Jb一～

･..ヽ一.1か 叩 .払 _I,R'*11,.A....2.... .､ー1.～ .州 Ab.,､JbA',.A.'..i......､A'軸 .Fi.訂..Jqi._～...上....一..､.A.d Jb..1～k....小 Ai',.fit..
､仰 巾...,,....ふ:-.ま....!.........14や.,や .'J...A-'..!'...i....I.,ii.土■...ま'.I.-.王....-.... .I.～.7,.:.i.!'.I.A.'-.!'d".'.I.
1'-,,㌧､L....,..p-........- 〟..-I.A...三'.I....!'.I.''ー'- . !'.I.P' '''. -.. ニTr..I.-Ill-■‥
･r r',.. `̀日 'p' " '′'.

llH l t 1 7

O n 4Xl

βコ,%'

...叫 . .∴ こ ..-.-.- ..- ..-.....I ..∴ .I .∴:=.:=ニ

喪 襲 撃 襲 撃 琴･'--lJ...lAI .I-'●l'.'I.●ー●ll.小｡.■一 ,～..一.●l一一.､.■一JI一t｡ I,..■.-I...I.ど .-.... I ..P.I.I.I.- I- F...-... -.. p-T rl.′■.ll l f t t

O n 6 xlO

図6 塩界200ァ トラクターの2m時系列 βn
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§4.おわりに

§1の終わりに挙げた､カオスへのアプローチの3つのステップ (A),(113),((:)にiflって､

いくつかの課題を考察した｡特に､カオスを知るには､その運動形態が定性的に変化する分岐点を､

_jJオス0)兇生血を含めて､統計力学的に解明することが基本的であると考えた0

ここでは軌道拡大率のn柑S【l(Ⅹ0)を中心に話を進めてきたが､それは､ア トラクターの構造を
作 り出すプ｢トヒスは位相空間における微少なセルの伸長 ･折り畳みプヒトヒスであり､このSll(Ⅹ())

がそれを最も端的に取り出す量で､しかも和関数であるからである｡

特異点スペクトル f (lt)は自然な不変測度の局所構造を特徴付ける怨何字的粗視塵であるが､カ

ォスの分岐点を的確に捉えることが できないf)･15)巌臥 この f (α)はゆ (∧)で表せることがわ

かってきた｡事実､ ∽̂(q)>0で･ある双曲相 q<qLl=2では11en'川写像(2･1)に対して

t･'((i)=α- [(2-(‡)/B]¢ くくα-1)fi/ (2-(1)) (4.1)

が成り立つf)ここでB≡ l1n暮bH である｡ また､位相空間における軌道の持合確率を使-,T

定義されるエントロピーtくくq)も､双曲相では､fくくq)=¢cH,(q)/ (q-1)と表される｡
尚､Ilen()n写像(2.1)を具体例として展開された上記理論は､強制振子(1.1)の様な微分方程式系に対

しても有効であることがわかってきた
13)
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