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1 序論

量子系に対するLangevin方程式の研究はSemitzkyll],Lax【2】,Hakenl3】に始まる｡彼ら

は,量子力学的な減衰振動子に対するLangevin方程式を研究した｡量子Langevin方程式

では,注目する系の変数のみならず揺動力も演算子である｡Semitzky等は,注目する系の

正準変数に対して任意の時刻で同時刻正準交換関係が成り立つことを要請し,揺動力演算

子の交換関係と相関を決めた｡

Senitzky等の研究では,揺動力演算子の表現空間は構成されていなかった｡量子論で

は,物理量の演算子はその表現空間が設定されなければ意味をもたない｡また,Kuboの

指摘 【4】にもあるように,量子Langevin方程式は,注目する系の表現空間と揺動力演算

子の表現空間を合わせた仝空間で定義される演算子の方程式である｡しかし,その後も物

理学者による研究では,揺動力演算子の表現空間は構成されなかった｡

Hudson,Parthasarathy等数学者は揺動力演算子の表現空間を構成した 【5日10】｡その

揺動力をもとに,波動関数に対する確率的なSchr6dinger方程式が求められた｡その際,

通常ゐ量子力学と同様に,時間発展がユニタリになるように構成された｡時間発展のユニ

タリ性は正準演算子形式を構成するための必要条件の一つである｡しかし,数学者の研究

では,確率Liouvine方程式には触れられておらず,研究の対象外にあったと思われる｡

確率Liouville方程式は,古典確率過程の研究においてKuboにより最初に導入された

[11,12】｡古典系の確率Liouville方程式は,位相空間の確率密度関数に対する運動方程式

に,揺動力の影響を取り入れたものである｡確率Liouville方程耳を量子系に拡張する試み

は少ない｡Gardiner等 【13,141及びDekkerl151は,トレース形式において,量子Langevin

方程式を記述する時間発展演算子の共役演算子を求めることにより,量子確率Liouville

方程式を得たoさらに,Gardiner等 【16】は,Hudson等が導入tLた確率Schr64inger方程
式をもとに,密度演算子が波動関数の汎関数であることを用いて確率Lioville方程式を求
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めている｡しかし,密度演算子の形式では,確率Liouville方程式に現れる注目する系の

演算子と密度演算子が,交換子と反交換子を通して複雑にからみあっているため,確率

Liouville方程式の時間発展演算子を明確に取り出すことができない｡したがって,確率

Liouvime方程式の時間発展をもとに,正準演算子形式を構成することは困難である｡

一方,非平衡ThemoFieldDynamics(NETFD)【17日21】の枠組みにおいて,確率

Liouville方程式をもとに,量子確率微分方程式の系統的な正準演算子形式の体系が構成

された 【22日321｡その体系では,量子確率微分方程式(量子Langevin方程式,量子確率

Liouviue方程式)が対応する量子マスター方程式と一貫した形で構成される.NETFDで

は,テイル ド付き演算子とテイル ド無し演算子の二種類の演算子を導入することにより,

密度演算子形式の確率Liouville方程式に現れる注目する系の演算子と密度演算子の複雑

なからみが解ける｡したがって,確率Liouville方程式の時間発展演算子の明確な表式を

得ることができ,それをもとに,正準演算子形式を構成することができる｡

この論文では,数学者の手続きを拡張LNETFDの枠組に移植することにより,ボゾン

の生成,消滅演算子を用いて量子Wiener過程を構成する(第2章)Oそこでは,量子Wiener

過程の熱の自由度は,NETFDの表現空間である熱空間におけるBogoliubov変換により

導入されるO その量子Wiener過程をもとにした量子確率解析を説明する(第3章)｡時間発

展のユニタリ性をもとに,確率Schr6dinger方程式を構成する (第4章).確率Schrるdinger

方程式をもとに,密度演算子が波動関数の汎関数であることとnlbert空間の量と熱空間

の量の間の対応原理を用いて,確率Liouville方程式の時間発展演芳子をいかに得ること

ができるかを示す (第5章)｡その確率的時間発展を基礎として,量子確率微分方程式の系

統的な正準演算子形式が構成できることを示す(第5章)0

2 量子Wiener過程

Hudson,PaJthasarathy【5,9,10】に従って,絶対零度での量子Wiener過程を構成する0

2.1 Fock空間

カノニカル交換関係

lb(i),bt(S)】-6(ト S), 【b(i),a(S)】-0,

を満たすボゾン演算子b(i),bt(i)を導入し,真空lO》及び《OIを

b(t)lO》-0,《0lbt(i)-0,

により定義する｡
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ケットベクトルttl,･･･,fn)),ブラベクトル《tl,-･,tnlを

Itl･･-,tn))-去at(tl)-bf(tn)Io)),

《tl,･.･･tnl-《0一志 b(ll)-a(tn),
で定義する｡これは,規格直交条件

《tl,･･･,棉 ,･･･,S-》-6n-錆 6(tl- 1)･･･6(tn-3n),
及び,完全性

n!.(鋸∞dt,)lil,･-,tn》《tl,- ,tnZ-I,

(3)

(4)

(5)

(6)

を満たす｡ただし,(5)式において,∑ pは,与えられたsl,･･･,Snに対するtl,- ,tnのすべ

ての順列について和をとることを表すoケットベクトルの集合律1,･･･,tn》)とブラベクトル

の集合(《fl,･-,tnt)は,規格直行完全系をなす｡規格直行基底Ifl,･･.,tn》及び《tl,- ,tnf

で張られるベクトル空間をFock空間と呼び,I10と記すことにする｡

2.2 量子Wiener過程

Fock空間rO上の演算子Bt,Bttを

Bt-Ltdsb(S),Bl-ltdsbt(S),
により定義する｡

Bt,Btfと積BIB"BtBstの真空lO))及び《0日こ関する平均は,

((ofBtLO))-((OIBlfO))-0,

《olBtfB810》-0, 《0IBIBaTIO》-min(i,S),

(7)

となる｡これは,Fock空間TO上の演算子Bt,Blが量子系におけるWiener過程とみなせる

ことを示しているC 今後,Bt及びBlを量子Wiemer過程と呼ぶことにする.｡

増分dBt-Bt畑 -Bt,dBl-BIN -Btfk対して,相関は

《oldBtlO》-《OIdBIJO》-0,

《oldBtdBaIO》-《OldBldB.flo))-0,

'Bt及びBIは,それぞれ生成,消滅過程とも呼ばれる【9,10】｡
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となる｡また,積の規則は,

((oFdBtfdBBIO))-0,

《oldBtdB狛》-6(i-S)dtds,

(14)

である｡

2.3 有限温度の量子Wiener過程

Fock空間的こ作用する演算子(6(i),bt(i))を導入するoflOtまIQのテイル ド共役空間であるO
テイル ド共役～は,次の規則により定義される :

1.Iq上の任意の演算子Al,A2,A,及び任意のC一数cl,句に対して,

(AIA2)～ - AIA2,

(cIAl+C2A2)～ - C;Al+C;J42,

(A)～ - A,

(Af)～ - Af.

2.テイル ド付き演算子はテイルド無し演算子と可換である｡すなわち,

lA,B]-0.

真空16》及び《61を

5(i)16))-0, 《61bf(i)-0,

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
一- ■-

で定義する.foは真空16》にbt(i)を,真空《0日こb(i)を何度も作用して得られる基底ベク
トルで張られるR)ck空間である｡

直積空間

r-ro㊤flo,

を考えるoTの真空IO)及び(0日ま,

b(i)lO)-5(i)lo)-0, (olbt(i)-(Orbt(f)-0,
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により定義され,

lo)-IO))@16)),(oI-((Ol@((6l, (23)

と表せる.J'は,真空lO)に(bt(i),St(i))を,真空(0日こ(a(i),a(i))を何度も作用して得られ

る基底ベクトルで張られるFock空間であり,I10と同様に絶対零度の量子Wiener過程の表

現空間である｡

温度の自由度は,rに対するBogoliubov変換により導入されるoまず,bt(i)a(S)の期

待値に対して,

くbt(i)b(S))-兎6(ト S), (24)

を要請するoここで,兎は正の実数,(･･･)はある状態ベクトル(I,及びI)に関する期待値

であるO条件(24)を保証するには,状態(I,及びl‖こ対して熟状態条件

b(i)I)-謹bf(i)I), (lbf(i)-(lb(i),
を課せばよいo状態l)を熟ケット真空,状態(lを熟ブラ真空と呼ぶ｡

熱ケット真空t)に対する消滅演算子C(f),己(i)及び生成演算子cS(f),♂(f)を

C(f)l)-a(i)[)-0, (匿(i)-(磨(f)-0,

及び,カノニカル交換関係

lc(i),C♀(S)]-【e(i),己♀(S)1-6(卜 S),

(25)

(26)

(27)

lc(i),C(S)]-【e(i),a(S)]-【C(f),a(S)1-【C(i),a♀(S)】-.0, (28)

lc♀(f),C♀(S)】-le♀(i),己♀(S)]-【C♀(f),a(S)i-lc♀(i),e♀(S)]-0, (29)

を満たすものとして導入する｡熱状態条件(25)を思い出せば,C(i),C♀(i)及びそのテイル

ド共役とb(i),bf(i)及びそのテイルド共役は,Bo901iubov変換 【33】

( ect'(tt',) - (兎Ill -1h ) (bbf'(tt', ) , (30,

により関係づけられることが分かるI｡

熱ケット真空I)に(C♀(i),e阜(f))を,熱プラ真空(=こ(C(i),a(i))を何度も作用して得られ
る基底ケットベクトル,基底プラベクトルで張られるFock空間をIlβと記す｡

演算子

UB-eXP[一兎L∞d叫 )St(i)]explL∞dta(i)6(i)], (31)

†Bogoliubov変換の表式には,規格化定数の自由度がある｡表式(30)は,兎について線形のものである｡
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UBTl-expl- L∞dta(i)a(i)]explhr a"f(i)St(I)] ,

を導入するとBogoliubov変換 (30)は,

C(i)-UBTlb(i)UB,e♀(f)-UBTlbf(i)UB,

と表せる｡(22)式,(26)式,及び(33)式より,I'βの熱真空とIlの真空を結ぶ関係式

Ⅰ)-UBTlfO), くI-(OLUB.

が分かる｡

UBTlをb(i),bt(f)の正規積に書き換えると,

UBTl-exp[T完 L00d叫 )bf(i)]

･ expl-1n(1+兎)L∞dt( b†(i)a(i).計(i)6(i)+6(0))]
･expl-i去 l∞dia(i)a(i)],

(32)

(33)

(34)

(35)

となる.ここで,6(0)はt-0でのデルタ関数6(i)である｡(35)を(34)の第-式に代入す

ると,

l)- expl-6(0)lm(1+元)L∞ dt]exp[㌫L∞ 如 (i)St(i)]IO), (36)

を得るoe(0)-∞であるから,(36)より,熱真空I)をTのベクトルで展開するとその展開

係数がすべてゼロであることが分かる｡すなわち,熱真空侶こは無限個のサーマル ･ペア

(演算子bf(i)bf(f)により生成されるエネルギーゼロの粒子ペア)が凝結しており,Ilのベク

トルのいかなる重ね合わせによっても熱真空I)を表すことができない｡すなわち,Ilβと

rは非同値である｡

量子Wiener過程Bt,BlをTβで表現すると,

Bt-Lidslc(S)･元ai(S)]-ct･噂,
Bl-lidsle(恒 (兎+1)ci(S)]-et･(兎+1)Cti,

となる｡ただし,

ct-Lidsc(S), C,i-Lidsc%(S),
である｡dot,dCt&,dot,deF,及びdiの横の規則は(14)と同様に,

dC才detdet&dt
孤
呼
の
躍
肋

0
0

0

0
0

dt 0 0 0
0 0 0

0 0

0 0
0 0

血

o
o

0
0
0
0

(39)

(40)
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となる｡

BtとBIの表式(37),(38),及び積の規則(40)を用いて,

dBtdBtf- ldCt+兎detiHdet+(兎+1)dCti]

- dCtdel+(元+1)dCtdCt%

+兎delidel+元(兎+1)det%dCl8

- (兎+1)dt,

を得るO同様にして,dBt,dBl,dBt,dBl及びdtの積の規則

dB t dBlt d島 dBtf dt

嶋
崎

鴫
嫡
出

‖
川
u

H川
H

o
舶

融

o

o

(兎+1)dt元dt 0 0
O O (元+1)di 0

･～dprnu
1

o

+

o
匝

0 (兎+1)df 0
Huu
舶
o 00

を得る｡dBt,dBtt,d島,dBtfに対する相関は,

(dBt)-(dBl)-0,

(dBtdBB)-(dBltdBsT)-0,

くdBldBs)-兎6(i-S)dtds,

(dBldBSt)-(兎+1)6(i-S)dtds,

となる｡ただし,く･-)-くト ･l)である｡兎をPlanck分布

1

兎=誘こて, β=1/T,

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

にとると,(43ト(46)より,量子Wiener過程Bl,Blは量子光学の問題に対して導入された

有限温度の量子雑音と同等であることが分かる【31｡

3 量子確率解析

量子Wiener過程Bt,Bl及びそのテイルド共役をBt#と記し,Xtを適合過程 (adaptedpro-
cess),すなわち,S≦tの量子Wiener過程BS#にのみ依存する演算子X,-X【B.#:S_<t]
とする｡
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Ito型の積を

x,dBt# ≡ xt(B,#叫,-Bt#),

dBt#xt--(Bt#.dt-B,#)xt,

と定義する｡適合過程の定義より,Ito型の積では,

lxt,dBt#]-0,

が成り立つ｡また,

(ldBt#xtJ)-くJXtdBt#l)-0,

すなわち,XtとdBt#の間には,相関がない｡

一方,Stratonovich型の称は

x,odBt#-
Xt十血+Xt

(B,#id-Bt#),

dBt#oxl-(Bt#.也-Bt#)

と定義される｡Stratonovich型の積では,

Xt十dt+Xt
2 '一

lxt号dB,#]≡ xtodBt#-dBt#oxt≠0,

である｡また,Ito型の積の場合と異なり,

(lXtodBt#1)≠0,(ldBt#oxtf)≠0,

(50)

(51)

(54)

(55)

である｡

Xt十&-Xt+dXtを(52)及び(53)に代入すると,Ito型とStratonovich型の積の関係式

xtodBl#-XtdBt#.妄dXldBt#,

dBt#oxt-dBt#xt+妄dBt#dXt,

を得る｡

Fl,Gl,Ht,Jt,Kt,F:,a;,Ht/,Jtl,KtIを適合過程として,量子確率積分

･T-LT(FtdBtIGtdBtf･JtdBl･KtdBh Htdt),

･i-LT(Fl,dBtIGidBI･Jt,dBt+Kt'dBtfIHl'dt),
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を定義する｡ Nt,Nt'もまた適合過程である｡適合過程Nt,NIに対して,量子Ito公式 【5,9,

10】

d(NINl')-dNt･N:+NtIdN:+dNtdN:,

が成り立つ｡Ito型の横とStratonovich型の積の関係式(56),(57)を用いると,

･todNt,-NtdNt,･妄dNtdN1,

dNtoNl,-dNtNI･去dNtdN:7

を得る｡したがって,量子Ito公式(60)は,Stratonovich型の横を用いて,

d(NtNt')-dNtoNt'+NtodNI,

と表せることが分かる｡この表式は,通常の積の微分の公式と一致している｡

(60)

(63)

4 確率Schr6dinger方程式

量子Wiener過程と相互作用する系を考え,その表現空間を7tOsとするO全系の表現空間は
増 ⑳Ilβである.

系の状態は鳩 ⑳IIPで定義される波動関数lQf(i)》で記述されるとするo波動関数

[恒(i)》は,Schradinger方程式

d軌(i)》--i7tf,tdf軌(f)》, (64)

に従うとする｡無限小時間発展演算子7if,tは量子Wiener過程を含んでおり,(64)は軌(i)》
の確率的時間発展を記述する｡方程式(64)を確率Schrb'dinger方程式と呼ぶことにする.

方程式(64)の形式解は,

勅(f)》-Vf(i)14,I(0)》,
と書かれる｡ただし,Vf(f)は方程式

dVf(f)--m f,tdtVf(i),Vf(0)-1,

を満たす確率的時間発展演算子である｡

時間発展演算子Vf(f)に対して,ユニタリ性の条件を課す｡すなわち,

vI(i)vf(i)-V/(i)VJ(i)-1･
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これより,Ito型の計算規則を用いて,

dlVI(f)Vf(i)】-WJ(f)･Vf(i)+Vj(i)･Wf(i)+Wj(i)Wf(i)-0, (68)

及び,

dlVf(i)VJ(i)]-Wf(i)･VJ(i)+Vf(i)･dVJ(f)+Wf(i)dVJ(i)-0, (69)

を得る｡方程式(66)とその手ルミート共役を,条件(68),(69)に用いることにより,無限

小時間発展演算子7if,tdtが求まり,ItO型確率Schr6dinger方程式(64)が得られる｡

Ito型とStratonovich型の積の関係式(57)を用いると,次のように,Ito型の確率微分

方程式(66)をStratonovich型の確率微分方程式に書き換えられる :

dVf(i)--i7tf,tdWf(i)

-一中J,tdtoYf(f)一芸Ttf,tdlWf(i))
≡ -iH/,tatoVf(i),

H"dt-71/,tat+i;7if,di71"dt･

ここで,(70)式右辺第二式のWf(i)に(66)を代入した.方程式(70)は,Stratonovich型の
計算規則を用いたユニタリ性の条件,

dlvi(i)Vf(i)]-dVJ(i)oVf(i)+Vi(i)oWf(i)-0,

dlvf(i)VJ(i)]-Wf(i)oVj(i)+Vf(i)odVJ(i)-0,
を満足する｡

方程式(70)をケットベクトル勅(0)》に作用させることにより,Stratonovich型確率

Schr6dinger方程式

d勅 (i)》--iHf.fato陣f(f)》,

を得る｡

例として,量子Wiener過程との相互作用が

iJ元(a†dBt-adBI),

で与えられるボゾン系を考える｡α,αIは交換関係

la,at]-1, la,a]-0,
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を満たす演算子である｡この系に対するIto型の無限小時間発展演算子7if.tdtは,

7tf,tat-Hsdl一叫(元+1)ata+元aat]dl+i応 (a†dBt-adBtf), (76)

となり,また,Stratonovich型の無限小時間発展演算子Hf,tdtは,

Hf'dt-Hsdl+i応 (a†dBt-adBI),

となる｡ただし,Hsはエルミート演算子である｡

(77)

5 熟空間における確率的時間発展

ここでは,前章で求めた確率Schr6dinger方程式をもとに,NETFDの枠組における量子

確率微分方程式(確率Liouville方程式,Langevin方程式)を導出する｡

5.1 熟真空

まず,波動関数J車/(i)》に対応する密度演算子pf(i)を,

pf(i)≡軌(i)》《4,I(i)(,

と定義する｡(65)式とそのエルミート共役を用いると,(78)は,

pf(i)-Vf(i)14,I(0)》《4,I(0)IVJ(i)-Vf(i)pf(0)VJ(f),

(78)

(79)

となる｡Hilbert空間の量とNETFDの表現空間である熟空間の量の間の対応原理(付録A

参照)を用いると,密度演算子pf(i)は熱空間の熱ケット真空として表現される:

IOf(i))≡Ipf(f))-Vf(+)Iot(0))･

ただし,確率的時間発展演算子ち(i)は,

Vf(i)-Vf(f)Vf(i),

(80)

(81)

■ヽ
と定義される｡Vf(0)-1より,Vf(0)-1である｡熱真空IOf(i))が属するベクトル空間は

7ts⑳IIPである｡ただし,7isは,注目する系の表現空間7lOiとそのティ′レド共役空間璃
との直積空間716-7tOi⑳亀である｡また,IIP札 2･3節で構成された量子Wiener過程
の表現空間である｡(81)式で定義された時間発展演算子Qf(f)は7ts㊨TP上の演算子であ

る｡VJ(i)のユニタリ性より,Vf(i)はユニタリであることが分かる :

qt(i)-vj(i)qf(i)-V/-1(i)年1(i)-q-I(i)･
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5.2 確率Liouville方程式

Ito型の計算規則を用いて,(81)の微分を計算すると,

wf(f)-Wf(i)･Vf(i)+Vf(i)･dVf(i)+Wf(i)dq(i),
■ヽ

を得る｡(66)式とそのテイルド共役

W/(i)-iTtf,tdWf(f),

を(83)式に代入すると,Ito型の時間発展方程式

dVf(f)ニーi71′,tdWf(f),

を得る｡ただし,

7if,tdt=71ffdt-7if,tdt+i7tf,tdmf,tat,
である｡

一方,Stratonovich型の計算規則を用いて,(81)の微分を計算すると,

■ヽ
W/(f)-W/(i)｡Vf(i)+Vf(f)oWf(f),

を得る｡(70)式とそのテイル ド共役

dVf(i)±iHf,tdtoVf(f),

を(87)に代入すると,Stratonovich型の時間発展方程式

Wf(i)--iHf,tatoVf(f),

を得る｡ただし,

Hf,tat≡ Hf,tdt-Hf,tdt,

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

である｡

方程式(85)と(89)を熱ケット真空lOf(0))に作用することにより,Ito型の確率Liouville

方程式

dlOf(i))--i7tf,tdtlOf(i)),

及び,Stratonovich型の確率Liouville方程式

dlOf(i))ニーiHf,tdl｡JOf(i)),
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を得る｡

(86)に(76)を代入し,積の規則(42)を用いると,Ito型の無限小時間発展演算子のボ

ゾン系に対する表式

7tf,tat-Hsdt+i(kR+HD)dt+dh,,
を得る｡ただし,

Hs-Hs-Hs,

hR- -al(at-a)(lLa+vat)+七･C･],

kD -2fG(兎+L,)(af-a)(丘L a),

である.また,dM tは,FL+〟-1を満たす実数FL,L,を用いて,

(93)

dht-i([(aL a)dWt+七･C十 [(fLa+vhf)dWl%+七･C･]), (97)

と与えられるO演算子dWt及びdWtiは,

dWt…応 一(pdBt+〝dBtf), dWl8-=ノ玩(dBtLdBt), (98)

と定義される｡一方,(77)を(90)に代入すると,Stratonovich型の無限小時間発展演算子

の表式
■ヽ

Hf,tat-Hsdi+dMt, (99)

を得る｡

5.3 量子マスター方程式

Ito型の確率Liouville方程式(91)をプラ真空(‖こ作用すると,lO(i))-(IOf(i))に対する

方程式

孟p(i))--ihlo(i)), (100)
を得る｡(100)式は,確率Liouville方程式を量子Wiener過程に関する平均をとった量子マ

スター方程式である｡

ボゾン系に対する無限小時間発展演算子励ま,(93)を用いると,
■ヽ
H-Hs+iH, (101)

となることが分かる｡ただし,

■ヽ
H-1IR+LID

--a[(1+2元)(a†a+hta)-2(1+兎)aゐ-2hatht]-2虎, (102)
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である｡この表式を得る際,Ito型の積の性質(51)を用いて,

こコ■:∫
(JdhtlOf(i))-(IdMtVf(f)lot(0))-0,

となることを用いた.ただし,注目するボゾン系の熱真空をIOs)として{

tOf(0))-IOs)i),

と仮定したⅠ｡

(103)

(104)

5.4 量子Langevin方程式

時間発展演算子ち(f)を用いて,注目する系の任意の演算子Aに対して,Heisenberg表示
の演算子A(f)を,

A(i)-可(f)AVf(i),

と定義する｡

Ito型の計算規則を用いると,(105)より

(105)

dA(i)-dqt(f)Aq(i)+可(i)AdVf(i)+d呼(f)AdVf(i), (106)

を得るoVf(f)の時間発展方程式(85)及び呼(f)の時間発展方程式

dqt(f)-iqt(i)71fitdt, (107)

71f-3dt≡ 7ti,tat･一札dt一明,ldtRi,tat, (108)

を(106)に用いると,Ito型の量子Langevin方程式を得る｡ボゾン系に対しては,無限小

時間発展演算子Af.fdtは(93)で与えられ,また,Ttf-.tdlは

7玩 dt-hsdト i(kR+HD)dt+ddt,

と与えられることに注意すると,ItO型量子Langevin方程式は

dA(i)-i【hs(f),A(i)]dt

+可 lat(i)-a(i),A(i)](FLa(i)+Uat(i))

-(a†(i)-a(i))lpa(i)+Uat(i),A(i)]

(109)

Ⅰ(104)は,lot(0))がIOs)とl)の直積であること,すなわちlOf(0))=tOs)⑳l)を表+.以下,牢横の記
号⑳を省略する｡
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+lht(i)-a(i),A(i)](pa(i)+″a†(i))

-(at(i)-a(i))【ph(i)+vat(f),A(f)Ddt

+2K(A+V)la†(f)-a(i),lat(i)-a(i),A(i)]]dl

-([at(i)-a(i),A(i)]dWt+[at(i)-a(i),A(f)】dtirl)

+([FLa(i)+uhf(f),A(i)]dWt%+lpa(i)+″a†(i),A(i)]d呼),

となる｡

一方,Stratonovich型の計算規則を用いると,(105)より

dA(i)-dOJ(i)oAVf(i)+qt(i)AoWf(i),

(110)

(111)

を得る｡Vf(f)の時間発展方程式(89)とそのエルミート共役を上式に代入する･と,Stratonovich

型量子Langevin方程式を得る｡HF,tdtのエルミート性に注意すると,Stratonovich型量子
Langevin方程式は

dA(i)-ilhf(i)dt?A(f)],

のようにHeiSenberg方程式の形に書かれることが分かる｡ただし,

Hf(i)dt-可(i)oHfJdt｡Vf(i),

である｡ボゾン系に対する無限小時間発展演算子hf,tdfの表式(99)を用いると,

dA(i)-ilhs(i),A(i)]dl

-〈[af(i)-a(i),A(i)]odW(i)+[和 )-a(+),A(f)】od和 ))

+(lFLa(f)+vhf(i),A(i)]odW ♀(i)

+[ph(i)+〝af(i),A(i)]odが (f)),

を得る.ただし,dW(i),dW♀(i),d舟(壬),d舟♀(i)は

dW(i)≡qt(i)odW toVf(f),

dW♀(i)≡qt(i)odl呼oq(i),
′ヽ

dq(i)≡qt(i)od砺 ovf(i),

dが (i)≡qt(f)odl咋 oq(i),
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である｡

Ito型の積とStratonovich型の積の関係(56),(57),及び横の規則(42)より,dW(i),dW♀(i),
d舟(i),d舟 ♀(i)をそれぞれdWt,dWF,d梅,d碑 で表した式,

dW(i)-dWt-alFLa(i)+vat(i)]dt,

dW♀(i)-dWtLKlat(f)-a(i)]dt,
dd'(i)-d砺-alph(i)+Vat(t)]dt,

dが (i)-d呼一押 (i)-a(i)]dt,

(119)

(120)

(121)

(122)

を得る｡(119)-(122)を(114)に代入すると,Stratonovich型量子Langevin方程式(114)は

dA(f)-ilhs(f),A(i)]di

+可 lat(+)-a(i),A(i)](pa(i)+″at(i))

-(aI(f)-a(i))【FLa(i)+″at(i),A(i)]

+lat(t上 a(i),A(i)](pa(i)+uar(i))

-(ht(i)-a(i))[pa(i)+″at(i),A(i)])dt

-〈[af(i)-a(i),A(i)]odWt+[at(i)-a(i),A(i)]｡娩)

+(dWt80[pa(i)+″at(i),A(i)】

+畔 o[pa(i)+uat(i),A(i)]),

となる｡さらに,Ito型の積とStratonovich型の積の関係(56),(57),及び積の規則(42)を

用いると,Stratonovich型方程式(123)はItO型方程式(110)に一致することが分かる0

5.5 期待値の方程式

初期時刻における熱ケット真空IOf(0))≡lOf)は,注目する系の熱ケット真空lOs)と揺勤
力の系の熱ケット真空l)との積で(104)のように表せると仮定する｡また,全系の熱ブラ
真空(lto,lは,任意の時刻で,注目する系の熱プラ真空(lsは 揺動力の系の熱プラ真空(I
を用いて,

(1totI-(I(1sl,
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ブラ真空 (1totlにボゾン系に対するItO型量子LangeVin方程式(110)を作用すると,

dくltotZA(i)-i(ltotHHs(i),A(f)】dt

+a((1toIIa†(f)【A(i),a(i)]+(1tdllat(i),A(i)]a_(i))dt
+2Kh(ltdtla†(i),tA(i),a(i)]]dt

+くltotIlA(i),at(i)]dFt+くltdHa(i),A(f)】dFJ, (125)

を得る｡

さらに,ケット真空JOf(0))≡lot)に(125)を作用させ,Ito型の横の性質(51)を用い

ると,任意の物理量Aに対する期待値の方程式

孟(ltotlA(i)lOf)-i(lt.tltHs(i),A(f)]lOf)
+a((ltotlaf(i)lA(i),a(i)HOf)+(llottlat(i),A(f)]a(i)IOf))

+2両 1totllaf(i),【A(i),a(i)]]fOf), (126)

を得る｡これは,無限小演算子が(101),(102)で与えられるボゾン系に対するマスター方

程式(100)から得られる期待値の方程式と一致しており,ここで構成された量子確率微分

方程式の体系が一貫したものであることを示している｡

6 まとめ

この論文では,Hudson,Parthasarathy等数学者が構成していた量子Wiener過程を拡張

し,NETFDの枠組で捉えなおすことにより,量子Wiener過程をその表現空間とともに構

成した｡それをもとに,数学者により研究されていた確率Schr6dinger方程式を求め,そ

れを基礎にNETFDにおける量子確率微分方程式の体系を構成した0

量子Wiener過程は,時間を指標にもつボゾン演算子を用いて構成された｡表現空間と

して,Hudson,ParthaSarathyと同様にFock空間I10を採用すれば,絶対零度における量
子Wiener過程が得られるO-方,直積空間r-Ilo㊨flOにおけるBogoliubov変換によ
り得られるFock空間FPを表現空間に採用すれば,有限温度の量子Wiener過程が得られ

る｡絶対零度の真空と有限温度の真空は直行し,それぞれの表現空間はユニタリ非同値で

ある｡異なる温度の表現空間がユニタリ非同値であるという性質は,NETFDまたはTFD

の特徴的な性質である｡

時間発展のユニタリ性をも.とに,有限温度の量子Wiener過程を揺動力とする,確率的

な波動関数に対するSchr6dinger方程式(確率Schr6dinger方程式)を求めた.この確率的!
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な波動関数に対応する確率的な密度演算子を導入し,Hilbert空間の量と熱空間の量の対

応原理により,確率的な密度演算子に対応する熱ケット真空を得た｡熱ケット真空の時間

発展方程式(Schradinger方程式)として確率Liouvi11e方程式を構成した｡確率Liouville方

程式の時間発展演算子を用いて任意の物理量に対するHeisenberg演算子_%定義し,その

Heisenberg演算子の運動方程式として,量子Langevin方程式が構成された｡このように,

熱空間におけるSchr6dinger表示の方程式として量子確率Liouvule方程式が,Heisenberg

表示の方程式として量子Lange血 方程式が構成されるのが,NETFDにおける草子確率

微分方程式の体系の特徴である｡

Ito型の量子確率Liouvi11e方程式を量子Wiener過程のブラ真空くlに作用することによ

り,量子マスター方程式を得た｡また,Ito型の量子Langevin方程式に対して,初期時刻

の熱ケアト真空lOf)と熱ブラ真空く1totlに関する期待値をとることにより,任意の物理量

の期待値の方程式を得た｡この方程式がマスター方程式から求めた期待値の方程式と-敦

していることは,体系の一貫性を示している｡

Hudson,Lindsayは,注目する系のHiilbert空間7lOsと有限温度の量子Wiener過程の
熱空間rβ の直積空間7lOs⑳Ilβ上で確率的時間発展を構成した｡そこでは:,注目する系

に対する表現空間が熱空間ではないので,確率Liouville方程式を導入することができな

い｡我々は,注目する系に対しても熱空間を採用することにより,確率Liouville方程式を

導入することができたのである｡

この論文で構成した熱空間における確率的時間発展は,ユニタリである｡一方,非ユ

ニタリな確率的時間発展が,NETFDの枠組みで構成されている 【22日32】｡このように,

NETFDでは時間発展がユニタリの体系と非ユニタリの体系が可能であることが分かった｡

これら二つの体系は,物理量の期待値の方程式に対して同じ表式を与えるという意味で同

等である｡両体系の関係を調べることは今後の課題である｡

A 対応原理

熱空間のベク トルとHilbert空間の演算子の間の対応原理は,以下の規則で与えられる

(34,17,18]:

ps(f)- ･lO(i)),

AIPs(i)A2 一 ･AIA-2IIO(f))･

ただし,ps(i)はHilbert空間上の密度演算子であり,tO(i))は熱空間の熱ケット真空であ

る｡Al,A2はHilbert空間上の任意の演算子である｡
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