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順序極小構造上のデファイナブルere自
明性

川上智博

和歌山大学教育学部数学教室

1 序文

ここでは、実閉体 Rの通常の構造 (R,+,・，＜）の順序極小拡張構造N=
(R,+,・,<, …）において、デファイナブルびG自明性について考察する。順
序極小構造は、実数体股の順序極小拡張構造M=(且＋，・，＜，．．．）に限って
も、 [5]により、非可算無限個存在することが知られている。
デファイナブル集合・デファイナブル写像に関して、 [1],[2]などに性質
がまとめられている。また、 [6]では、実数体股の場合において、順序極小構
造より一般化された形でまとめられている。

ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべて

N= (R,+,・,<, …）で考えるものとする。

2 準備

Rを実閉体とする。
構造N= (R, (fふ(Lか(c砂）とは、以下のデータで定義されるものである。

1. 集合RをNのunderlyingsetまたはuniverseという。
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2. 関数の集合{filiE J}、ただし fi:Rni→ R,ni 2 1。

3. 関係の集合{LjlJE J}、ただし Ljc R叫，mj2 l。

4. 特別な元の集合{cklkEK} CR。各Ckを定数という。

添字集合I,J,Kは、空集合でもかまわない。
f (L)がm変数関数(m変数関係）とは、 f:Rm→ R (Le R門となるこ
とである。

項とは、以下の 3つの規則にしたがって得られる有限列のことである。

1. 定数は項である。

2. 変数は項である。

3. fがm変数関数かつti,... , tmが項ならば、 f(tい．．．，％）は項である。

論理式とは、変数、関数、関係、論理記号、括弧、コンマ、ヨ，vからなる
有限列で、以下の 3つの規則にしたがって得られるものである。

1. 任意の二つの項tぃゎに対して、 t1=ゎと t1くゎは論理式である。

2. Lがm変数関係かつ ti,...'tmが項ならば、 L(t1,... , tm)は論理式で
ある。

3. ¢ といが論理式ならば、 ,q;,q; V心との八心は論理式である。のが論理
式かつvが変数ならば、（ヨv)のと (Vv)のは論理式である。

炉の部分集合 X が N においてデファイナブルとは、論理式
¢(xi, ...'Xn, Yt, ...'Ym)とb1,... , bm ERが存在して、 X= {(aい・.., an) E 
R囁 (a1,... , an, b1, ... , 加）が Nで成り立つ｝となることである。このと
き、 Xをデファイナブル集合という。
N = (R, +, ・, <, ・ ・.)が順序極小構造(a-minimalstructure)とは、 Rの任
意のデファイナブル集合が点と開区間の有限和となることである。ここで、

開区間とは、 (a,b)R = {x E Ria< x < b}, -oo Sa< b S ooを表すものと
する。．．．の部分に言語があっても、 Rのデファイナブル集合が増えないこ
とを意味している。

実閉体(R,+, ・, <)は、順序極小構造であり、デファイナブル集合全体は、
semialge braic集合全体に一致する。
Rの位相は、開区間を開基とする位相とする。 Rnの位相は、積位相とす
る。このとき、炉はハウスドルフ空間となる。
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実数係数Puiseux級数罠[XJA、すなわち、区ごkaiXi, k E Z, q E N, ai E罠
と表されるもの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。

実数体良、恥alg= {x E即xはQ上代数的である｝は、アルキメデス的
である。

以下の事実が知られている。

定理 2.1.(1)実閉体の標数は0である。
(2)可算以上の任意の濃度 Kに対して、ゲ個の同型でない実閉体で濃度氏
のものが存在する。

定義 2.2.X c R尺 Ye応をデファイナブル集合とする。連続写像f:
X→Yがデファイナブル写像とは、 Jのグラフ (cRn X R門がデファイナ
ブル集合となることである。

デファイナブル集合 X C Rnがデファイナブリーコンパクトと
は、任意のデファイナブル写像 f: (a, b)R → X に対して、極限点
limx→ a+O f (x), limx• b—o f(x)がX内に存在することである。
デファイナブル集合Xe炉がデファイナブリー連結とは、 Xの二つの

空でないデファイナブル開集合Y,Zで、 X=YUZかつYnZ=0となる
ものが存在しないことである。

コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクト集合で

あるが、デファイナブリーコンパクト集合は、コンパクト集合とは限らない。

連結デファイナブル集合は、デファイナブリー連結集合であるが、デファイ

ナブリー連結集合は、連結集合とは限らない。たとえば、 R=恥algならば、
[O, 1巳={x E恥叫0'.SX'.S 1}は、デファイナブリーコンパクトかつデファ
イナフリー連結であるが、コンパクトでも連結でもない。

定理 2.3([4]). 炉のデファイナブル集合Xに対して、 Xがデファイナブリー
コンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値である。

コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、それぞれ、コンパク

ト集合、連結集合となることのデファイナブル版が以下である。

命題 2.4.X c R尺 Ye炉をデファイナブル集合、 f:X→ Yをデファ
イナブル写像とする。 Xがデファイナブリーコンパクト（デファイナブリー
連結）ならば、 f(X)はデファイナブリーコンパクト（デファイナブリー連結）
である。

例 2.5.(1) N = (民alg,+, ・, <)とする。 f:罠alg→艮alg,f(x) = 2xは定義さ
れない (/7))。
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(2) N = (此+,・,<)とする。 f:股→ 艮f(x)= 2xは定義されるが、デ
ファイナブル関数でない。また、正弦関数h:股→罠，h(x)= sinxは定義さ
れるが、デファイナブル関数でない。

3 結果

Ge陀がデファイナブル群とは、 Gが群であって、デファイナブル集合で
あり、群演算GxG→G,G→Gがデファイナブル写像となることである。
G c GL(n,R)とならないデファイナブル群が存在することが知られている。
Gをデファイナブル群とする。デファイナブルG集合とは、デファイナ

ブル集合X とG作用 <j>:GxX→Xからなる組(X,</>)であって、のがデ
ファイナブル写像となるものである。ここでは、 (X,</>)と書く代わりにXと
書く。

XcR叫Zc茫をデファイナブル集合とし、 f:X→ Zをデファイ
ナブル写像とする。 fがデファイナブル同相写像とは、デファイナブル写像
h:Z→Xが存在して、 foh= idzかつ hof = idxとなることである。
UcR叫 Ve 茫をデファイナブル開集合とし、 l~r~oo、 f:U → V
をデファイナブル写像とする。 fがデファイナブルER写像とは、 fがER写
像であることである。デファイナブルび写像f:U→Vがデファイナブ
ルび微分同相写像とは、デファイナブルER写像h:V→Uが存在して、
f oh= idvかつ hof = iduとなることである。
x,zをデファイナブルG集合とする。デファイナブル写像f:X→Zが
デファイナブルG写像とは、 fがG写像となることである。デファイナブル
G写像f:X→ZがデファイナブルG同相写像とは、デファイナブルG写
像h:Z→Xが存在して、 foh=叫かつ hof = idxとなることである。

定義 3.1.ハウスドルフ空間Xがn次元デファイナブルび多様体とは、 Xの

有限開被覆｛に｝い、即の有限個の開集合{½}いと有限個の同相写像{<Pi : 
仏→ ½}いが存在して、 uin ujヂ0となる i,jに対して、 f(Uin Uj)がデ
ファイナブルかつ開で、 </>jo¢-;1 : <Pi(Ui n Uj)→ </>j (ui n uj)がデファイナブ
ルび微分同相写像であることある。これらの集合と同相写像をデファイナ

ブルC汀座標近傍系という。

デファイナブルぴ多様体Gがデファイナブルび群とは、 Gが群であっ

て、群演算GxG→G,G→Gがデファイナブルぴ写像となることである。
Gをデファイナブルび群とする。デファイナブルで多様体XとX上
の群作用の組(X,</>)が、デファイナブルびG多様体とは、 <j>:GxX→X
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がデファイナブルび写像であることである。以下、 (X,cp)と書く代わりに、
Xと書く。

定義 3.2.デファイナブル写像f:X→ Yが、デファイナブリー固有とは、
Yの任意のデファイナブリーコンパクト集合Cに対して、 f―l(C)がデファ
イナブリーコンパクトであることである。

以下の結果を得た。

定理 3.3([3]). G をデファイナブリーコンパクトデファイナブルぴ群， 1~
r < ooとする。 XをアフィンデファイナブルびG多様体とし、 f:X→ R 
をG不変デファイナブル固有全射デファイナブルび沈めこみとする。この

とき、デファイナブルびG微分同相写像h= (h', f): X→ (Xnf―1(0)) X R 
が存在する。
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