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1次元非対称単純排他過程の厳密解1

東京工業大学 理工学研究科 笹本 智弘 2

講義ノート

(2002年12月16日受理)

1次元非対称単純排他過程(asymmetricsimpleexclusionprocess(ASEP))と呼ばれる非平衡

統計力学模型の物理的･数理的性質について解説する.ASEPは,1次元の格子上を体積排除の相

互作用の下に多数の粒子が拡散するという単純なモデルであるが,境界条件による相転移や非等方

的なスケーリングなど,非平衡系特有の興味深い現象を示すことが知られている.さらにASEPは

厳密解が得られるという著しい性質を持っており,このノートではその部分を中心に解説する.

内容は大きく分けて3つあり,

1･ASEPとはどんな模型なのか 【2章]

2.定常状態の性質 [3,4章】

3･無限系におけるカレントの確率分布 [5,6章]

というようになっている.2番目の定常状態に関しては,特に境界があってそこで粒子の出入りが

ある場合が物理的にも数理的にも面白いので,その場合を詳しく解説する.3番目はASEPの時間

発展の性質に関する話で,一番基本的なカレントの確率分布に関して説明する.

1 Introduction

1.1 非平衡統計力学

普通,単に統計力学と言えば平衡系に対する統計力学を指し,学部の統計力学の授業でもほとん

どの時間を平衡系の統計力学の議論に費やすが,非平衡系に対する統計力学というのはどうなって

いるのだろうか?

平衡系に近い場合には,線形応答理論という一般論があって,これは輸送係数のような量は平衡

系における時間依存の相関関数から計算することが出来るという話である.

では,平衡系から離れた場合はどうであろうか?実はそのような場合については,原理的なこと

はほとんど何も分かっていない,というのが現状なのである.それは定常状態に限ってもそうで,

1この原稿は,筆者が中央大学で集中講義を行う際にまとめた講義ノートに多少の訂正と加筆をしたものである.

文体がinformalなところやどうでもいいことが書いてあるところもあるが,せっかくなのでそのまま残すことにした.
気になる読者もいるかもしれないが御容赦願いたい.

2E-mail:Sasam oto@stat.phys.titech.ac.jp
*本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡
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系がなぜそういう状態にいようとするのか?が分からない.つまり平衡系の場合のエントロピー最

大化のような極大化原理が分からない.

このような状況において,非平衡系に対するアプローチとしていくつかのものが考えられる.原

理的に考えて一番正しいと思われるのは,多粒子系に対するNewton方程式やSchr6dinger方程式

から出発して系がどのような時間発展をするかを調べるものである.しかしそんなことを実際に

実行することが出来ることはほとんど無いであろう.そこで自分の興味のある現象の本質を捕え

ていると考えられる非平衡系のモデルを確率過程として定式化し,その性質を調べるという方法も

出てくる.

このノートでは後者を採用し,非平衡系をモデル化した多粒子の確率過程を取り扱う.特に,厳

密解を得られる1次元非対称単純排他過程 (asymmetricsimpleexclusionprocess(ASEP))と呼

ばれる模型に着目し,その性質を調べる.

しかし多粒子の問題に入る前にウオーミングアップとして1粒子のランダムウオークの話から

始めることにする.

1.2 ランダム ウオーク

ランダムウオークは,日本語では酔歩(または乱歩)といい,酔っ払いが不規則によたよた歩くよ

うな状況を表すモデルである.

ランダムウオークは,確率過程の一番基本的なものである.これは一体問題なので,統計力学の

問題とは言えないが,揺らぎ (ウオーカーの確率的な動き)が周りの粒子からの影響の結果だと考

えると,すでに非平衡統計力学の話でもある.

一口にランダムウオークと言っても,空間や時間を離散的にとるか連続的にとるか,また空間を

何次元に取るか,境界条件をどうするか,によって色々なバージョンがある.

まず時間も空間も離散的で,空間は無限に長い1次元格子の場合を考える.(このノートでは空

間は1次元の場合のみ考える.)この場合,酔っ払い(これからは粒子と呼ぶ)の動きは,まず時刻O

で粒子は原点におり,そしてその後は各時間ステップ毎に確率1/2で右または左に1格子間隔だけ

移動する,として定める.すると時刻1に粒子は各 確々率1/2でサイト1またはサイト-1にいる.

さて一般に時刻tにおいてサイトxにいる確率p(x;i)を求めよう.時刻tまでに右に移動した

回数をR回,左に移動した回数をL回とすると,P(項)-i(去)であるが,R+L-i,RIL-x
が成り立つので

p(x か 去 (妄 ) (1･1,

となる.

今はP(項 )を組合せ的に考えて出したが,p(項 )が満たす差分方程式と初期条件を考え,それ

を解くことによって求める事も出来る.すなわち,ランダムウオークのルールから,P(再 )は

p(x;i+1)-言p(I-1;小 言p(x･1;i)
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なる方程式と,P(I;0)-6xoという初期条件を満たす事がわかる.これを解くことによっても(1.1)

を得る事が出来る.(間:確認せよ)

さて今は時間も空間も離散的な場合であったが,逆に時間も空間も連続的な場合には,粒子が時

刻=こ位置xにいる確率密度p(項 )は,拡散方程式

孟p(x･,i)-芸 p(x･,i)

と初期条件p(I;i)-6(I)を満たす.これを解くと

1
p(x;i)-フ 扇e雲

(1.3)

(1.4)

が得られる.(間:確認せよ)

次に時間連続 ･空間離散の場合を考えてみよう.さらに今度は,粒子が右に移動する割合と左に

移動する割合が異なるような場合に一般化して考えることにする.すなわち,粒子が時刻tにサイ

トxにいたとするとき,特刻l+dlまでの微小時間間隔dlの間に右に移動する確率をpRdt,左に

移動する確率をpLdiとして,一般にはpR≠pLとする.すると,時刻tに粒子がサイトxにいる確

率p(項)が満たす微分差分方程式は

孟p(x;i)-PRP(I-1;i" LP(x･1;i)-(pR･pL)P(x;i), (1･5)

初期条件はP(I;0)-6xoとなる.

この微分差分方程式を解くには,母関数

G(E;i)-∑p(I;i)Ex
x∈Z

を導入する.するとG(E;i)は

孟G(e'i)-bRE.pL/仁 bR+pL))G(E･,i)
なる簡単な微分方程式を満たすことがわかるので簡単に解けて,

G(E･,i)- e(pRf+pL/E-(pR+pL))i

となる.

粒子のhoppingが対称的(pR-PL-1)な場合は

G(項 )- e(E+E~1-2)i

-∑e~2tlx(21)Ex
x∈Z

となる.ただしここでIn(I)は変形Bessel関数で,
00

･n(I)-(芸)n∑m=0
(i)2m
m!(n+m)!
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で与えられる.よって

p(項 )-e-2tzx(2t)

となる.

また,もう一つ特別な場合として,粒子が右にしかhopしない場合 bR-1,pL-0)には

G(x;t,-e'E-1't-x裏芸e-tea
であり,

p(x;i)-芸e-i

となる.もちろんこれが微分差分方程式

孟p(x'i)-P(x11;i)-P(x;i)

(1.ll)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

と初期条件p(I;i)-630を満たしていることを確認するのは難しくない.[間 :pR,PLが一般の場

合にはP(x;i)-e-bR･pL't(ff)-̀3-y''2Ix-y(2､廓 )となることを示せ･】
これまで時刻tに粒子がどこにいるのかということだけを問題にしたが,ここで,右にしかhop

しない場合について,粒子があるサイトにとどまっている時間の確率分布というものを考えてみよ

う.右にしかhopしない場合,粒子は同じサイトに戻って来る事が無いので,あるサイトに入って

から右隣のサイトにhopするまでの時間の確率分布を考えれば良い.これは粒子が時刻Oに原点

にいた時,サイト1にhopする時刻tの確率分布と言っても同じで,微小時間間隔dtの間に粒子が

hopする確率がdtであることを考えると,これはさらに時刻Oに原点を出発した粒子が時刻tに原

点にいる確率に等しく,(1.13)で∬-0とすることによりe~㍉ヒ分かる.つまり粒子に着目すると,
粒子があるサイトに入ってから次のサイトに移動するまでの時間間隔は指数分布に従うのである.

(この事実はノートの後半で出てくる事に関係しているのでここで取り上げた.)

さてこれまで粒子が 1つだけある場合を考えてきたのだが,それでは粒子が沢山あるときに見ら

れる興味深い現象には手がでない.これは固体物理でも,⊥体近似で十分記述出来る場合もあるが

電子間の相関が強い場合は一体近似では不十分,というのと同じことである.どういう事を想定し

ているかというと,例えばランダムウオーカーを自動車と見立てた場合に,渋滞という現象がどの

ようにして起こるのか?というような問題である.(車が 1台しかなければ渋滞は起こらない!)

非平衡系にはもっともっと面白い現象が沢山知られている.特に,流体系においては対流がお

こったり(例 :Benard対流),おもしろいパターンが見られたりする.しかし,このような現象をコ

ンピュータシミュレーション以外の方法でミクロの話から再現するのは難しい.そこで,平衡系か

ら遠く離れた非平衡系で,さらに詳しく色々な物理量を計算できる単純なモデルを詳しく解析する

ことが重要になる.
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2 ASEPとは7

1次元格子上に,非対称なhopをするランダムウオーカーが沢山いる模型を考える.粒子間には

体積排除の相互作用が働いているとする.すなわち,ある粒子がhopLようとした際に,行き先の

サイトが既に別の粒子によって埋まっていた場合はそのhopは起こらないとするのである.この

ようなモデルをasymmetricsimpleexlusionprocess(略してASEP)という.日本語にすれば ｢非

対称単純排他過程｣と言ったところであろうがあまり認知度が高くないようなのでこの講義では

ASEPと呼ぶことにする.(では何と読むのか?人によって違うみたいだが,｢エイセップ｣と読

む人が多いようなので筆者もそう読むことにしている.)特に各粒子の左右のhoppingrateが等し

いbR-PL)場合はsymmetricsimpleexlusionprocess(SSEP)と呼び,pR-PL-1とおくこ

とにする.また粒子が右にしかhopしない(pL-0)場合はtotallyasymmetricsimipleexclusion

process(TASEP)と呼び,この場合はpR-1とおくことにする.

(ちなみにASEPという略語は,たくさんの別の言葉の略語としても用いられているようで,

ASEPをgoogleで検索してみるとAmericanSportEducationProgram,AmericanSocietyof

ExercisePhysiologists,AUSTRIANSENIOREXPERTSPOOL,accuratesolutionsofeigenvalue

problems等たくさん出てくる.これは全くどうでもいい話.)

さて上で述べたモデルの定義をもう少し具体的に記述しよう.そのために有限個の粒子がどこ

にいるかという情報が時間的にどう変わって行くのかを考える.言い替えると,無限に長い1次元

格子上に粒子が有限個(N個とする)だけある場合を考え,時刻Lでサイトxl,x2,･-,XN(ただし

xl<x2<- <xN)に粒子がいる確率p(xl,x2,･･･,XN･,i)が満たす微分差分方程式を書き下し

てみる.

まず粒子が2個だけある場合を考えてみると,時刻tでサイトxlとx2(ただしxl<x2)に粒子

がいる確率p(xl,x2･,i)が満たす微分差分方程式は,x2-Xl≧2の時は

孟p(xl,x2;i)-PRP(xl-1,x2;i" LP(xlI1,x2'i)

+PRP(xl,x211;i)+PLP(xl,x2+1･,i)-2(pR+pL)P(xl,x2;i), (2･1)

∬2-∬1+1の時は

孟p(xl,Xl･1;i)-PRP(xl-1,xl･1;i)+PLP(xl,Xl.2車 bR･pL)P(xl,Xl･1;i)(2･2)

となる.

より一般にⅣ粒子の場合は

孟 p(xl,x2,- ,XN･,ま)
〟

-∑ bRP(xl,- ,XjJ ,- ,xN;i)+PLP(x1,- ,Xj+1,-･,xN;i)
j-1
IbR+pL)P(xl,･･･,XN;i)]
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であり,xj+1-Xj-1となるjがある場合にはそれに応じて変更しなくてはならない･

さて上に得られたN粒子系に対する微分差分方程式が,虚時間のSchr6dinger方程式の形をし

ていることに注意すると,対応する"Hamiltonian"Hがあって,ASEPの時間発展は

孟IP(i))ニーHlP(i)) (2･4)

という形に表される事がわかる.ここでHは遷移率行列,lP(i))は確率密度を表すベクトルである.

もう少し具体的には次のようになっている･Hや IP(i))が住んでいる空間は,各サイトに粒子が

いるかいないかで指定することが出来るので,スピン喜演算子を用いて記述することが出来る･各

サイトにおいてスピン喜演算子

sx- ; [; : ] ,sy-i l冒 -. i] ,sz- ; [: _01]

を定義する.これらはsu(2)代数

lsx,sy]-isZ,lsy,sZ]-isX,[sZ,sX]-isy,

を満たす.これは,

S+=sx+ isy=

S =sx- isy=

｢
｣

]

1

0

0

0

0

0

0

1

ト

ト

lsz,S+]-S+,[sz,S1--S~,[S+,sl-2sZ,

を定義すれば

(2.5)

(2.6)

(2.9)

とも書ける.

各サイトにおいて,粒子がいないことを上向きスピンに対応させ粒子がいることを下向きスピンに

対応させることにし,1つも粒子がいない(スピン系でいうと全てのスピンが上向きの)configration

をIO)と書くことにすると粒子がxl,x2,･- ,XNにいるconfigrationは

sx-1Sxl2-Sx-NIO)

と書くことが出来る.

すると(2.4)に現れたIP(i))は例えば1粒子のときは

tp(i))-∑p(項)sx訂O)
こr

2粒子のときは

IP(i))-∑ p(xl,x2;i)sx-1SxT2lO)
xl<x2
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Ⅳ粒子のときは

IP(i))- ∑ p(xl,x2,- ,XN;I)sx-1Sx-2-Sx-NIO) (2･13)
xl<x2<･.･<xN

である.またHはASEPにおける遷移率行列で

∑

･
-ニ

PES
Eq<

0

0
0

0

0

紬

pR

o

o

批

判

｡

0

0

0

0 3',i + 1

--∑ bRS,+ sf.i+pLSTsI .1+bR+pL)S弼 +1
3

･去 bR-PL)(S,q- 8,7. 1)一 里空士些 〕4 (2.14)

と与えられる.ただしここで添字のj,i+1は,この行夕蝉 j番目とj+1番目のサイトのみにnontrivial

に作用し,それ以外のサイトの空間にはidentityとして作用することを表している.(2.ll),(2.12)

を用いると(2･4)が粒子数1の空間においては (1.5),粒子数2の空間においては(2.1),(2.2)と同じ

内容を表していることを確認することが出来る.Ⅳ粒子の場合でも同様で,(2.4)は粒子数にかか

わらずASEPのdynamicsを正しく表している.(量子力学での第1量子化と第2量子化の関係と

同じ.)

ただしここで,ASEPという確率過程の時間発展が虚時間のSchr6dinger方程式で記述され,時間

発展のgeneratorHがスピン演算子で書けるからと言って,我 が々量子系を考えている訳ではない

事に注意しなければならない.ここでの対応はマスター方程式が虚時間のSchr6dinger方程式の形

に書けると言う全く形式的なものである.tP(i))は量子系でいう確率振幅を表してはいないし,さ

らにHはエルミートである必要もない.実際ASEPのHはsymmetric(pR-PL)の場合を除いて

エルミートではない.またJP(i))の規格化は各成分の2乗和が 1となること((P(i)lP(i))-1)で

はなく,各成分の1乗和が 1となることである.(それにもかかわらずこのような定式化にはBethe

ansatzのような厳密解の手法を適用することが出来るようになるといったメリットはある.)

さて今後は左右へのhoppingrateの比pL/pRをqと書くことにし,また時間をrescaleすること

によりpR-1とおく.すると例えば上のHASEPは

HASEP-∑ hj,i+1, h-
EJ"

0

0

0

0

〇

一
1

1

0

o

q

T
o

0

0

0

0

(2.15)

となる.

またこれまで無限に長い1次元格子上で考えて来たが,当然有限の格子上でも同様の確率過程が

考えられる.それらについてはこれから出て来るたびに説明する.
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3 定常状態

モデルの定義が終わったので,次にこの章と次の章で定常状態がどうなっているのかを調べる.

これは,量子系で言えばハミルトニアンを定義した後で基底状態を調べるようなものである.

3.1 無限系

無限系においては,比較的簡単に見付けられる定常状態の系列が2つある.一方はcurrentが有

限の値を持ち,他方はcurrentは0になる.粒子のカレントが重要な物理量になるところが非平衡

的である.

3.1.1 一定密度

まず,o≦〟≦1として,各サイト独立に,粒子がいる確率がβであるような状態 (Bernoulli

measureと呼ばれる)は定常状態である.この場合粒子の流れはJ-(1-q)p(1-p)で与えられ

る.(間:確認せよ)

3.1.2 Shock型

o<C<∞ として,各サイト独立に,サイトガに粒子がいる確率が

1

Px=1+cqX (3.1)

であるような状態は定常状態である.この場合の粒子の流れはJ-0で与えられる.(間:確認

せよ)

symmetric(q-1)の場合,これは3.1.1の一定密度の定常状態に一致してしまう.またtotally

asymmetric(q-0)の場合,これはあるサイトより右側のサイト全てが粒子で埋まったconfiguration

になる.

3.2 有限系 :periodic良closed

格子数が有限の場合,系が取りうるcon丘grationの数も有限になり,系は指数関数的に定常状態

に近付く.さらに周期境界や左右で粒子の出入りの無い境界条件を取った場合は,粒子数が保存す

るので各粒子数毎に唯一の定常状態がある.遷移率行列 Hはperiodicの場合はL+1を1と同一

視して

closedの場合は

L

Hipsciipodic)-∑ hj,i+1
1'-1

Lll

HicgoES;d)-∑h,A,i+1
3'-1

-888-

(3.2)

(3.3)



｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

である.

3.2.1 有限系1:symmetricの場合

symmetricの場合,系はSU(2)対称性を持っている.

SSEPの遷移率行列を,スピン演算子で書き直せば

L(orL- 1)

H ssEP-- 2 ∑
3'-1 匝 1. S,yS,y.1. 鮎 1一 芸]

となる,これは1次元Heisenberg模型(ⅩⅩⅩ模型)のハミルトニアンと同じである.さて

L L L
sx-∑S言,Sy-∑ S,Y,Sz-∑S言
3'-1 Jl-1 i-1

で定義すると,これらはやはりsu(2)代数

lSx,Sy]-iSz,[Sy,Sz]-iSx,[Sz,Sx]-iSy,

(3.4)

(3.5)

(3.6)

満たし,さらにHssEPと可換であることを確認することが出来る.

粒子が 1つもいない状態 但)は明らかに定常状態である(HtO)-0).そしてHとS-は可換で

あるから,lO)にS~-S3-iSyをN回作用させたもの

1Ⅳ):-
(LIN)
L! (S-)NIO) (3.7)

もやはり定常状態である.(右辺の係数は規格化のためにつけてある.)S-は粒子の数を1つ増や

すから,これが Ⅳ粒子系の定常状態である.(問 :確認せよ)定常状態の相関関数はこれから計算

できる.また定常状態はperiodicでもclosedでも同じである.

3.2.2 有限系2;periodic

asymmetricの場合は,periodicとclosedの場合で明らかに定常状態が違う.これは,流れのある

系において,境界条件の影響が大きいと言うことの簡単な例である.

symmetricの場合と違い,periodicなASEPに ｢良い｣対称性があるかどうかはわからない.そ

れにもかかわらず,symmetricの時と全く同じ-様な状態 (3.7)が定常状態になっていることを確

かめることが出来る.(問 :確認せよ)

3.2.3 有限系3:closed

asymmetricでclosedの場合は,右側につまっているような定常状態が得られることが予想され

る･この場合の定常状態がどのように記述されるかは自明ではないが,実はclosedASEPはUq(sl2)

と呼ばれる対称性を持ち,Ⅳ粒子系の定常状態はその対称性から得ることが出来る【7】.
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まず,

と定義すると,これらは

e- lz :] , I- [; Z] ,k- lql./2 q-ol/2]

【e,刀-
k-k-1

ql/2-ql l/2'
ke-qek,kf-qllfk

(3.8)

(3.9)

なる代数関係を満たす事を確認できるが,この代数をUq(sl2)と呼ぶ･この代数はqぅ 1の極限で

通常のsu(2)代数になることが分かる.

普通はこのe,I,kを用いて話を進めるのだが,ここではqぅ 0の極限を取りやすくするため少

しnormalizationを変えて

e- [z t],I- [; Z] ,g-ql′2k - 1- [: :] ,5- q l/2k- [岩

で考える ことにする.これらは

le,f]-言霊,eg-qge,fg- q- 1g f , e否 - q~ 1きe,fき- qきf

なる代数を満たすことが分かる.

さらにLサイトある場合は

E-el+gle2+･･･+glH･gL_leL

F-flき2- BL+f253- 5L+ ･･･+fL_15L+fL

G-91-gL,a-51- bL

｢
｣O

1 (3･10)

(3.ll)

と置くとこれらはC,I,a,卓と同じ代数を満たし【確認せよ],さらにHと可換であることが分かる

[#認せよ】･つまりclosedASEPはUq(sl2)対称性を持つ･

asymmetricの場合でも,粒子が 1つもいない状態lO)は明らかに定常状態である.FはHと可
換だからこれにFをN回作用させたもの

IN,:- 宝 器 (;)q-1FN,0, (3･15,

もやはり定常状態であり,これが Ⅳ粒子系の定常状態である.ただしここで規格化定数に現れた

(q;q)n,(A)qはq-factorial,q-2項係数と呼ばれ,

n

(qu)n-Il(1-qj)
j-1

(志)q-
(q;q)L
(q;q)N(q;q)L_N

-890-
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closedASEPの定常状態を別の方法で記述することも出来る.定常状態が

IP)-(;)@(;)@･･･@(;)
の形に書けるとする.するともL

h(;)@(;)-0
つまりyx-qxyならHicgoES;d)lP)-0となることが分かる.

(3.18)

(3.19)

4 粒子の出入りがある有限系の定常状態

4.1 モデル

系の長さはLとし,系の左の境界ではrateα(7)で粒子が入り(出て行き),右の境界ではrate

β(♂)で粒子が出て行く(入って来る)ものとする.

1 2 3

図1:粒子の出入りのあるASEP

この場合,遷移率行列 方は,

L-1

HiospG芸)-hiL)+∑ hj,,1.1+げ )
i-1

ただし

h(L,-[_aa-:], h(R,-[_66-pP]
で与えられる.以下7-6-0の場合を考える.

(4･1)

(4･2)

4.2 何がおこるのか

さて,α,βの値を色々変えると何が起こるであろうか?MonteCarloシミュレーションを行って

みると次貢のような図が得られる.境界パラメータα,βの値を変えることによって系の性質が著

しく変わっている事が見て取れる.これから見て行くように,厳密解を使えば粒子の流れやdensity

profileを計算することができ,この変化が実際相転移であることを示すことが出来る.境界パラ

メータの値を変化させるだけで系のbulk部分での性質までこのように大きく変化すると言うのは

非平衡系特有の現象である.
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}

(A')lowdensityphase

α-0.2,β-1.0

Ei"
coexistence line

α-0.2,β-0.2

3

(C)maximalcurre山phase

α-1.0,β-1.0

3

(β)highdensityphase
α-1.0,β-0.2

図2:コンピュータシミュレーションによるASEPの時間発展の様子.横軸はサイト番号,縦軸は時

間であり,粒子は黒い点で表されている.格子の長さはL-200としてある.また,ここではq-0

としてある.
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ある程度時間がたった後で粒子密度を平均してみると次のような図が得られる.

●

0 50 100 150 200

J

(A)lowdensityphase

α-0.2,β-0.25

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 50 100 150 200

J
coexistenceline

α-0.2,β-0.2

0 50 100 150 200

3

(C)maximalcurrentphase

α-1.0,β-1.0

0 50 100 150 200

3

(β)highdensityphase

α-0.25,β-0.2

図3:定常状態における粒子密度の平均値の空間依存性のコンピュータシミュレーションによる結

果.横軸はサイト番号,縦軸は粒子密度の平均値を表す.図2と同じく格子のサイズは L-200,

またq-Oとしてある.

【シミュレーションについて】

この講義では主に連続時間で話を進めているが,コンピュータ上でシミュレーションをする時は

時間は離散化しなければならない.ASEPの時間の離散化には色々な可能性があるが,連続時間の

モデルに似せてシミュレーションをするときは,ボンド(図1では隣り合う2つのサイトの間の壁)

を等確率で選び両隣のサイトのconfigrationを見て例えば01であれば確率qで10とする,という

ようにする.境界で粒子のあるモデルを考えているときは,左端と右端のボンドも含めて等確率で

ボンドを選び,内側のボンドが選ばれた時は上に書いたようにする.左端のボンドが選ばれたらサ

イト1に粒子がいるかどうかを見て例えば粒子がいなければ確率αでサイト1に粒子を付け加え

る.右端も同様.
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4.3 行列の方法

この模型の定常状態は,行列の方法と呼ばれる方法を用いて厳密に求める事が出来る【14い lo告ed

の場合の代数的な方法をヒントにして,定常状態が

lp"-去くWl(芸)㊨(DE)㊥･･･㊤(DE)lv) (4･3)

の形に与えられるとしてみよう･ここでか,Eはある空間の正方行列,(Wl,lV)は同じ空間の行ベ
クトルと列ベクトルである.混乱を避けるため確率密度のベクトルは2重ケットで表した.また

ZLは規格化定数で,

zL-(WICLIV)

C=D+E

p(Tl,T2,.‥,TL)-よくwJIl(TjD+(ト T,･)E)lV)

ただし

(4.4)

(4.5)

で与えられる･(4･3)は,成分で書けばT3･-0,1(サイトjに粒子がいない,又はいるに対応)として

L

(4.6)
j=1ZL

とも書ける.すると,もし亡を定数としてD,E,(Wl,JV)が

h(芸)㊨(芸)エバ (
(wlh'L)(DE)--"wl(

)㊨(芸)-(芸)㊨(

をみたせばHlP))-0が満たされる事が分かる.A--1,a-1と置けばこの条件は

DE-qED-((D+E)

αくWIE-((Wl,βDIV)-(IV)

と書き直せる.以下この代数関係を満たす行列を構成し,定常状態の性質を調べる.上でb --A-

1とおいたのは,ASEPの場合は(4.9),(4.10)を満たす行列が実際に存在し,それを使えば定常状態

を正しく表していることが分かるからである.モデルによってはより自明でないE,Dを取らなけ

ればならない場合もある.またここで行列E,Dとベクトル(Wl,lV)の次元について気になるかも

知れないが,むしろ代数関係の方が先にあって,その代数を満たす行列とベクトルがあればそれで

いい(結果は同じだから)と考えて欲しい.(4.9),(4.10)に対してはすぐ下で見るように無限次元行

列による表現が存在する.(パラメータが特別な関係を満たすときは有限次元表現も存在する.)以

下ぐは規格化定数にしか効かないので以下6-1lqとおく.

行列の言葉では,定常状態における物理量は次のように表される｡

｡粒子の流れJL

JL,-(1lq)(wlCLlllV)
(W IC L lv )

ー894-
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(nj)L-
(wICj-1DCL-3llV)

(WICLIV)
(4.12)

･粒子密度 (n3･)L

･2点関数(n31nk)L

(njnk)L-

次のようなnotationを用意する｡

すると

(wICj-1DCk-31-1DCL-klV)

(WLCLIV)

三

･.･､

"α

α ≡LU

cn-(1 - qn)(1-abqn-1)

D-1+

E=1+

O

o
掩

.･･
0

0

0

㌧

2

o

o
叩

･.

｡叩
派

o

･
挿

｡

-

(Wl-(0巨-(1,0,0,- ), LV)-(0):-

1

0

0

-

･

(4.13)

(4.14)

IMl
u
a514′t

し■11u
b514(

(4.15C)

とおくとこれらが代数関係(4.9),(4.10)を満たしていることが分かる.ここで平方根から来る唆味

さを避けるために,しばらく帖 固く1と仮定する.計算を進めてゆくと平方根の無い表式が得ら
れるので,lal,固く1以外のパラメータ領域に対する表式は解析接続により得られる.
さてここで,規格化定数の計算に現れる行列C-D+Eが

C-2+

a+b J石 0 0
J百 (a+b)q J石 0
0 J石 (a+b)q2 v旬
0 0 J石 (a+b)q3 °

(4･16)

という実対称3重対角行列であると言う事実に注意する.これが,行列の方法と直交多項式の理論

との接点となる.論文 [15]ではこのあたりについては文献を引用だけして詳細は書いてないので,

このノートではその辺りについて少し詳しく解説を試みる.
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4.4 Jacobi行列と直交多項式の関係の一般論

半無限の実対称3重対角行列で,非対角要素が正であるようなものをJacobi行列と言う.つまり

0

0

,a

.･

o
h
eieq

;

a

a.

<

h

伽

B

o

-

という行列である.実はJacobi行列は直交多項式の理論と深い関係がある.ここではその一部を

紹介する[8,9】.

結果から言うと,Jacobi行列が一つ与えられるとそれに付随した測度dpと直交多項式(pn(I))

があり,

(a)モーメント関係式

(OfTnlO)-

o

o
CCq
.A

o
h

eiCq

.･

O

1

1

,･0
α

,hU

伽
B

o
-

/

(b)隣接3項間漸化式

(C)直交関係式

xndp(x)

pm(I)pn(x)dp(I)-∂mn
が成り立つのである.以下これらの事について説明する.

まず測度dpがどのように決まるのかというところからはじめる.

G(I)-(0]完lO)
なる量を定義する.すると

1

ImG(I)-ImzllF= lO)ll2

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

は,Imz>0の時正であることがわかる.このように,上半平面上の点を上半平面に写す解析関数

は一般にHergloz関数と呼ばれるが,Hergloz関数は次のような表示を持つ事が知られている.

G(I)-az･b+/_:(よ一志)dp(a)
ただしa≧O,b∈喝Iニ鰭 <∞･
[証明]変換

2:-i
W=-.I
Z十 号
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を考え,

9(W)-a(言霊i)
なる関数を定義すると,9(W)は,単位円内の点を上半平面に写す解析関数である.

そのような関数は次のような表示を持つ

g(W,-b･去上2汀芸等 (dO,
[証明】o<γ<1に対し,

u,(W)-Img(rw)

とおくと,u,(W)は単位円内で調和だから

27T1-Iwl2
eiO - w l2

u,(eie)dO

と書ける.よってl,,(dO)- u,(eiO)dOとおくと

9(r-,-b+去L2打芸等 (dO,
となるが,W-Oとおくことにより

g(o)-a+訂 2汀ur(dO,
よって

b-Reg(0)∈瓜

とわかる.また

去 L

2汀
i,,(dO)-Ima(0)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

はrによらないから,Hellyの選出定理によってrnぅ 1となる列(rn)があって,i,,nは[0,27r]上の

測度 L,に(弱)収束する.

そこで

でa-聾 とおき,変数変換

を行うと,表式(4.22)が得られる.

a(I)-9(完)

p(dx) L,(dO)
1+∬2 27r

- 8 97 -
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さて,

G(I)-くOl子宝 lO)
で定義されたG(I)の話に戻ると,これがHergloz関数であることから

G(I,-az･b+ru(長 一読 了)dp(I)
と書ける.ここで,(4.35),(4･36)の2つの表示がZぅ ∞ において

1
G(2:)～--+-AI

G(I)～ az + (b一蔦 孟 dp)一三rNdp･･-

と振舞うことに注意すると

a-a-仁志 dp-0
よって

G(I)-ru讐
と書けることがわかる.

Zに関して展開すれば

(OLTnlO)-工xndp(x)

(4.35)

(4.36)

(4.39)

(4.40)

(4･41)

となる.これは (4.17)にはかならない･

次に,隣接3項間漸化式 (4･18)を満たす多項式の系列(pn(I))が,今得られた測度に関して正規

直交関係 (4.19)を満たすことを確認する.

そのためにまず

pn(T)lO)-In)

が成り立つことを示す.

[証明]n-oなら明らか･nの時正しいとする･

pn･1(I)-a(xpn(x)-anPn(I)-bn-1Pn-1(I))
より

pn･l(T)lO)-孟(Tpn(T)-anpn(T)-bn-1Pn-1(T))P)

-孟(Tln)-anln)-bn-1Ln-1))

であるが,ここで

Tln)-bn-1恒-1)+anLn)+bnln+1)

-898-
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に注意するとpn+1(T)lO)-ln+1)を得る.
これから正規直交関係を得る.

6nm-(nlm)

-(OIpn(T)pm(T)LO)

pn(x)pm(x)dp(x) (4.46)

4.5 Askey-W ilson多項式

次に,Jacobi行列(4.16)に対応するmeasureは何なのか?対応する直交多項式は何なのか?とい

う事が問題となる.話の順序から言えば,Jacobi行列から出発してmeaslばeを求めるのが筋である

が,ここでは話を逆転させて,あるmeasureから出発してそのmeasureに対する直交多項式を定義

し,それらが満たす隣接3項間漸化式がJacobi行列(4.16)に対応したものであることを見る.

4.5.1 q-World

以下話がいわゆるq変型に関係して来るため,そのためのnotationと公式をいくつか用意す

る【10]･(q変型と言うのは,｢普通の｣数,関数,リー代数等に対してqというパラメータが入って

｢変型された｣数,関数,リー代数等,を定義することが出来,qう 1とすると元に戻るという状況

を表す.この小節の標題をq-Worldとしたのは,q変型されたもの達が住んでいる世界を専門家が

そう呼んでいるのを聞いたことがあるからである.)

Notation

.q-shiftedfactorial

00
(a;q)∞-rI(ト aq3')j-0
(a;q)n -

(a;q)∞
(aqn;q)∞
n-1
-n (1-aqj)i-0
-(1-a)(1-aq)(1-aq2)-･(1-aqn-1),

(a;q)0-1

またk-0,1,2,- ,∞に対して

(al,a2,･･･,a,;q)k-(al;q)k(a2;q)k･･･(a,;q)A

-899-
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･basichypergeometricseriesまたはq-hypergeometricseries

rQslab:;:::;basr･,q,Z]-,¢S(al,･･.,a,;bl,…,bs;q,I)

∞∑脚
ニ

ロー■mu〃7】rαlαlHtt川U ,bs,q;q)k
((-1)Aqk(A-1)/2)1'S-rzk

q-2項級数

･Qob- ,I,-k;.紗 k-也 ,回<1(I;q)∞

[証明]ha(I)-14,0(a;-;q,I)とおくと,

(1-I)ha(I)-(1-az)ha(qz)

が成り立つ.これをくり返し使うとn-0,1,2,- に対して

ha(I)-% ha(qnz)

を得るが,これでnぅ ∞ としてha(0)-1を用いればよい.

Heineの公式

24,1(a,b;C;q,2=)-

[証明】まずq-2項定理から

よって

(b,az;q)∞

(C,I;q)∞
24,1(C/a,2:;aZ;q,b)

(abz/C;q)∞
(I;q)∞

(cqn;q)00
(bqn;q)∞

24,i(a,a;C;q,I)g

-∑m=0

24,1(C/a,C/a;C;q,abz/C)

? (C/a;q)m

(q;q)m (bqn)m

(a;q)∞苔(a;q)n(cqn;q)∞
(C;q)∞畠(q;q)n(bqn;q)∞1Jヽノ
告無蓋‡謡 zn∑m=0

zn

(a;q)∞芸､(a;q)n一一n苔(C/b･,q)m(q･,q)m(bqn)m
(b;q)∞苔(C/a;q)m
(q;q)mb-nS.給 zq-,n

(a;q)∞芋､(C/a;q)mlm(azqm;q)∞
(q;q)m〉 (zqm;q)∞

(b,az;q)∞
(C,I;q)∞

24,1(C/a,I;az;q,a)

これで(4.55)が示された.(4.56)は(4.55)を2回くり返し使うと得られる.
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34,2(a,b,q-n;C,abc-1ql-n;q,q)-

(abz/C;q)∞
(I;q)∞

∑∑k=Om=0

q-Saalschiit2;公式

【証明日4.52)より

これを用いると(4.56)の右辺は

Sa (ab/C;q)A(C/a,C/b;q)m
(q;q)k(q,C;q)m

と書ける.(4.56)の両辺のZの各次数の係数を比較して

(q-n,C/a,C/a;q)m
(q,C,cql-n/(ab);q)m

あとはa,bをC/a,C/bで置き換えればよい.

4･5･2 Askey-Wilson積分 【11,12】

必要なnotationと公式を導入したので,

wa,b,C,a(I)-

(C/a,C/b;q)n
(C,C/(ab);q)n

･･〃～ん

(誓)mzk･-

(a,b;q)n
(C,ab/C;q)n

(Z2;2:-2;q)～
(az,a/2:,bz,a/I,cz,C/I,dz,d/I;q)∞

とおき,とりあえずfaI,lbl,lcl,1dl<1として次の積分を考える.

･a,a,C,a-封 Z.=1Wa･b,C,a(I,害
次が成り立つ.

Ia,b,C,a-
i-abed

(I-ab)(1-ac)(1-ad)Iqa,a,C,a

wql/2a,ql/2b,ql/2C,ql/2d(I)dz
z-I-1 Z

wql'2a,ql′2b,ql'2C,ql'2,ql′2d(ql/2Z)dz
ql/22十q-1/2Z-1 Z

(1IaZ)(1Ibz)(1-cz)(1-dz)wa,b,C,a(I)dz
ql/2Z(1-Z2)

wql'2a,ql'2b,ql'2C,ql/2d(q~1/2Z)dz
q｣ /2Z-ql/2Z-1 I

(1Ia/I)(1-b/I)(1IC/I)(1-a/I)wa,b,C,a(2:)dz
ql/2Z-1(1II-2)
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を考えると,これは

とも書き直せるし,

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4･63)

(4･64)

(4･65)

(4.66)

(4･67)

(4･68)
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とも書き直せる.(4.67)から(4.68)を引くと

0-q-1′2aJft-(i-abed)(1-az)(1-az-1).(1-ab)(1-ac)(1Iad))wa,b,C,a(I)f
-27Tiq-1/2a-1(-(1-abed)Iqa,a,C,d+(1-ab)(1-ac)(1-ad)Ia,b,C,a)

(4.65)をくり返し使うと

Za,b,C,a-
(abed;q)∞

(ab,ac,ad,bc,bd,cd;q)∞
Io,0,0,0 (4.70)

となるので後は 布 0,0,0を評価すればよいが,zl,ql/2,_1,-ql/2- 1(この場合 IaI-lcl- 1<1
となっていて上で書いた条件を満たさないが,(4.63),(4.64)に戻って計算できる.)に注意すれば

Zo,0,0,0-2/(q;q)∞を得る･よって

Za,b,C,a-
2(abcd;q)∞

(ab,ac,ad,bc,bd,cd,q;q)∞

となる.これは Z= eiOとおくと

去 上打wa,b,C,a(eiO)dO-
(abcd;q)∞

(ab,ac,ad,bc,bd,cd,q;q)∞

と書き直せる.この積分をAskey-Wilson積分と言う.

4.5.3 Askey-Wilson多項式

u27Ti

に注意すると

1 1

ta,b,C,a27Ti

(az,azll;q)k(b2:,bz-i;q)l

(ac,ad,･q)k (bc,bd,･q)i

i(kS.

-∑
k=0

wa,b,C,a(I)坐Z

(q~n,qn-1abcd;q)kqk(az,az-1;q)k
(ab,q;q)k (ac,ad;q)A

F,(q-n,qn~1abcd;q)kqk (ab;q)k+i

(ab,q;q)k (abed;q)A+I

(ab;q)I

(abed;q)i
3¢2
lq

-n,qn-1abcd)qlab
ab,qlabcd

(ab;q)l (q-n+1C-1d-1,q~l;q)n

(abed;q)l(ab,q-n-I+1/(abed);q)n

を得る.ただしここで q-Saalschdtz公式を使った.
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Zqka,qlb,C,a

(ac,ad;q)k(bc,bd;q)I

(ab;q)A+i

(abed;q)k+l

(4.71)

(4.72)

Ia,b,C,d (4･73)

(bz,bz-1;q)i
(bc,bd;q)lwa,b,C,a(I)害

二∴一二

-0, I-0,1,･･･,n-1 (4･74)



｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

Pn(cos0; IH""■lnuロコ
JqハL
TOα

a-n(ab, m
IH"lH一
打コ
.ααハしα
7-∑
脚
二

-4¢3

(q-n,qn-1abcd;q)Aqk(aeiO,ae-iO;q)k
(ab,q;q)k (ac,ad;q)k

q-n,qn-iba,bacZ,,aaSiO･ae~iO- ]
(4.75)

そこで

と定義すると
A-1

(aeiO,ae-iO;q)k- Il(ト 2aqjcoso+a2q2j),
j-0

よりPnはcosOについてn次の多項式であることが分かり,最高次の係数は

pn(x;a,b,C,dlq)-knxn+低次の項 kn-2n(qn~1abcd;q)n,

である.

さらにPnたちは直交多項式である事が分かる.

去上灯Pn(cosO)Pm(cosO)W(cosO)d0-6m,nhn

Pn(cosO)-Pn(cosO;a,b,C,dlq)

Ⅶ(cosヴ)-

ただし

(C2iO,e-2iO;q)∞

(aeiO,ae-iO,beiO,be~iO,ceiO,ce~ie,deiO,de-iO;q)∞
(1-qnllabcd)(q,ab,ac,ad,bc,bd,cd;q)n

(1Iq2n~1abcd)(abed;q)n

(abed;q)∞

(q,ab,ac,ad,bc,bd,cd;q)∞

(4.76)

(4･77)

(4.78)

(4･79)

(4.80)

(4.81)

(4･82)

直交多項式Pn(cos0)はAskey-Wilson多項式として知られ,q-直 交 多 項式の中で中心的な役割を
果たすことが知られている.

またPnたちの満たす隣接3項間漸化式は

2xPn(x)-AnPn+1(x)+BnPn(x)+CnPn_1(x) (4.83)

ただし

An-

Cn-

2kn 1-abcdqn-1

kn+i (1-abcdq2n-1)(1labcdq2n)
(4･84)

2kn_1 hn

kn hn_1

(1Iqn)(1Iabqn-1)(1-acqn-1)(1-adqn-1)(1-bcqn~1)(1-bdqnl1)(1-cdqn~1)

(1-abcdq2n~2)(1Iabcdq2n~1)

Bn-a+all-Ana-1(1-abqn)(1IaCqn)(i-adqn)

-cna/((1-abqn-1)(1-acqn-1)(1-adqn-1))
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となっていることを確認できる.Anは,(4.83)で最高次の係数を(4.77)を用いて比較する.Cnは,

(4･83)の両辺にPn-1(x)をかけて積分し,(4･78)を使う･Bnを求めるときは,Pnがx-(a+a-1)/2

のとき

pn((a+all)/2;a,b,C,dlq)-a-n(ab,ac,ad;q)n

と計算できることを使う.

(4.87)

4.5.4 AトSalam-Chihara多項式 【13】

Askey-Wilson多項式においてC-d-0とおいた特別な場合は Al-Salam-Chihara多項式と呼

ばれ,

Pn(cosO)-Pn(cosO･,a,blq)-(ab;q)na~n3¢2
[

q-nlaeiO)ae-iO

:ebi?ムae-iO;q･q]

で与えられる.そしてこの場合隣接3項間漸化式 (4.83)は,係数An,Bn,Cnが

An-1

Bn-(a+b)qn

Cn-(1-qn)(1labqn~1)

(4･88)

となるので,

Pn+1(I)+(a+a)qnPn(I)+(1-qn)(1-abqn-1)pn_1(I)-2xPn(I) (4.92)

となる.そこで

pn(x)-
Pn(I)

J(q,ab;q)n
(4.93)

とおくと,(pn(x))はJacobi行列 (4.16)に対して (4.18)で右辺のxを2xにしたものを満たす事

を確かめられる.つまり,我々が考えていたJacobi行列 (4.16)に対応する直交多項式は本質的に

ALSalam-Chihara多項式であることが分かった.

Al-Salam-Chihara多項式の場合に,回 や 回が 1より大きくなった場合にどうなるのか考えて

みよう.これらの多項式の直交関係式は(4.78)より

(q,ab;q)∞ /dz(22,I-2;q)∞pn(辛 )pm(辛 ) f ,川.､

/C害tz̀'Z~(Lizq,'a7Z当bX zlpqだ竿6-'-6-n (4･94)47ri Jcz (a2:,a/2:,bz,b/2:;q)∞ 〉〝… ＼▲■)ー′

のように表される.ここでCは複素平面上の経路であって,基本的には単位円周を正の方向に一周

するものであるが,被積分関数の極のうち原点に収束するものと無限遠に発散してゆくものを分け

るようなものである.まず 帖 Ibl<1の場合はCは単位円周としてよかったが,それ以外の場合は

極の移動に合わせてCを変形してゆく.図4にo<b<a-1<1<a<b~1が満たされる場合の

経路Cの例を与える･また (4･94)では平方根が現れないので,帖 回<1という条件を外して考え

て良いことが分かる.
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図4:0<b<a-1<1<a<b~1の場合の経路Cの例.黒丸,(･)は原点に収束する極の列,×印

は無限遠に発散してゆく極の列 (の一部)を表す.

4.6 物理量の計算

後は物理量の計算であるが,このノートではカレントについての結果を引用するにとどめる.こ

れまでの2節を辛抱強く読めば直交多項式やq変型に対してかなり慣れてきていて,後は論文を読

めば何をやっているか分かると思う.

4.6.1 カレントJ

粒子の流れは(4.ll)で与えられるから,熱力学極限における粒子の流れを計算するには規格化定

数zLのLJ ∞での漸近的な振舞いを知ればよい.さて (4.17)を今の場合に適用すると,

ZL-
(q,ab;q)∞
27Ti

(Z2,Z~2;q)∞[(1+I)(1+Z~1)]L
(az,a/I,bz,b/I;q)∞

(4.95)

を得る.ここでCは複素平面上の経路で,ALSalam-Chihara多項式の直交関係の説明のところで

述べたのと同じように取る.このZLの積分表示においてLは指数として現れているので鞍点法

(最急降下法)を用いた漸近解析に適した形をしている.実際に計算を進めるとZLの漸近形はパラ

メータa,bの値によって変化し,次のように与えられる.

･ThecaseA(a>1anda>b;&<喜and&<β)

ZLT(a-2;q)∞
(a/a･,q)∞
[(1+a)(1+a-1)]L

･ThecaseB(b>1anda<b;β<去and&>β)

ZLCt
(b~2;q)∞

(a/b;q)∞
[(1+a)(1+a-1)]L

･ThecaseC(0<a,b<1;B>去andd>喜)

ZL竺
(ab･,q)∞(q･,q)3cK,4L+1

､斤(a,b;q)と貢

- 90 5 -
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よって熱力学極限における粒子の流れJ-1imL→∞JLもパラメータ空間(α,β)において3つの

領域で異なった解析的表示を持つ.そしてこの違いこそ,境界のパラメータの値の変化によって系

の振舞いが変わったことに相当するのである.各相におけるJの具体的な表式は次のように与え

られる.

･phaseA(lowdensityphase;a>1anda>b;&<去and&<β)

J-(1-q)a(1-a)

･phaseB(high densityphase;b>1anda<b;β<喜and&>β)

J-(1-q)β(1-β)

･phaseC(maximalcurrentphase;0<a,b<1;β>喜and&>喜)

J=1-q
4

結局相図は下の図で与えられる.

β上

図5:粒子の流れJの相図
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5 Burgers方程式

前章までずっとASEPの定常状態の性質について調べて来た.これからの2章では時間に依存

した量について考える.目的はASEP特にTASEPの非平衡揺らぎに関する性質を調べる事であ

るが,まずは揺らぎを無視した取り扱いを考えておく.

5.1 ASEPとBurgers方程式

ASEPの1点閑数の時間発展は次式で与えられる.

孟(nj)-(n,･-1(1-nj))-(n,.(1-n,I.i))+qu1-n,･)n,I.1ト qu1-n,I-1)nj) (5･1)

これは,形式的にはASEPに対するマスター方程式から得られるのであるが,時刻tでサイトjに

粒子がいる,という状況はそのほんの少し前の時刻での状況からどのようにして得られるか,とい

うことを考えても得ることが出来る.(5.1)によると,1点関数を計算するのに2点関数の情報が

必要になる.そこで次に2点関数の時間発展を記述する式を書き下すと,今度は3点関数の情報が

必要になることがわかる.結局相関関数を計算するには,無限個の方程式の階層を解かなければな

らないことになる.

しかしそれは普通に考えると無理な話なので,この章ではとりあえず相関を無視した取り扱いを

考える.次の章では揺らぎも取り入れて考えるが,そこではカレントという一番簡単な量の確率分

布のみを考える.さて上の式(5.1)で(Aβ)を(A)(β)に置き換えてしまうと

孟(nj)-(njl1)-(n,,ll)(nj)-(nj)･(nj)(njか q毎 1ト q(nj)(nj.1)-q(n,･)+q(n,I-1)(nj)
(5.2)

となる.これは要するに平均場近似であり,1点関数のみで閉じた式になっている.ただこれでも

変数が離散で取り扱いが少々面倒なので連続極限も取ってしまうことにする.格子間隔αを導入

し,u(I;i)-u(ja;i)-(nj)とし,aが小さいとしてその2次まで考えることにすると,

1
(仰1)-u(I+a)～ u+usa+盲uxxa2 (5.3)

と近似出来る.格子間隔aをOに持って行くのと同時に,時間もスケールし直してatを改めてtと
書くと

芸--(11q)A (u(llu))+去(1+q)uxxa (5A)

となり,右辺第2項はaぅ 0の極限で無視できることが分かる.特にq-Oの場合にa1 0の極限
では

孟u+孟 (u(1-u))-0 (5･5)

となるが,この方程式はinviscidBurgers方程式とよばれ,非線型微分方程式の中では基本的な方

程式の1つである.
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5.2 Burgers方程式の解法

InviscidBurgers方程式(5.5)を

(5.6)

という初期条件の下に解くことを考えよう.ただし,このままでは解が一意に決まって来ないので,

一旦(5.4)の第2項に相当する項が残っている方程式

∂ ∂2

5iu･孟u(llu)-e扉伽 (5.7)

(これをviscosityのあるBurgers方程式という)を初期条件(5.6)の下で解き,その後でeぅ0とす
ることを考える.

まずV-u-1/2なる変数変換を行うと

∂ ∂2

房 V-e5# ･孟V2

となるが,この方程式はHopf-Cole変換

V-e孟 logp

を行うと拡散方程式
∂ ∂2

扇P=e諺 P
になってしまうので簡単に解ける.初期条件(5.6)はpでは

p(I,o)-e一婁

となるので

p(I,)-去 rNdye一専 一恩

が得られ,

V(I,i)-
鳥dzze-(書'lz'%l/2)三
I_-～dze-(書'Iz'号l/2)i

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.ll)

(5.12)

(5.13)

となる.ここに現れた積分が亡1 0でどのように振舞うかを調べることにより結局eJ 0で

u(a ,i) IH"l
u一

.+し■HⅦ
一
∬

l′1

1
1

H2

0

′
く

し

こ

となる事がわかる(間:確認せよ)･図で書くと
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- i 0 i

図6:時刻tでのu(x,i)

のようになっている･原点より右側の部分の面積は喜×去×t-i/4である.

5.3 Burgers方程式における初期条件の重要性

今度は,初期条件を少し一般化して

u(x,0)-
i

〟_ ∬<0

〟+ ∬>0

という場合を考える.〟_-1,〟+-0が前小節で考えた場合に相当する.

先ほどと同様に計算を進めると,結果は次のようになる.

(i)〟_>β十の場合

u(x,i)-

(ii)〟+>〟_の場合

p_ x≦-(2p_ll)i

i(1-x/i) 12p-ll)t≦ x≦(1-2p+)i

p+ x≧(1-2p+)i

u(x,i)-
i

p_ x<(1IP+-P_)i

p+ x>(1-p+-p_)i

(5.15)

(5･16)

(5.17)

これによると原点での粒子密度は 初期条件の違いにより違う.それは下図のようになるが,図5

と比較すると本質的に同じものであることが分かる.

〟- 1/2

1 p_

図7:各β士に対する原点での粒子密度
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6 CurrentFluctuation

6.1 カレント

次にASEPの時間発展に関する揺らぎの問題を考える.以後系は無限格子とし,粒子は右のみ

に移動する(q-0)TASEPの場合を考えるLさらに初期条件としては原点(サイトo)より左側に

は粒子がつまっていて,右側には粒子がひとつも無いような,下図のようなものを考える.これは

Burgers方程式で言えば(5.6)の初期条件に相当する.

ー3 -2 -1 0 1 2 3

図8:この章での初期条件

これから時刻tまでに原点を越えた粒子の数N(i)の確率分布を問題にする.これはBurgers方

程式で言えば原点より右側にある部分の面積に相当するので,N(i)の期待値を(N(i))と書くと

tli-u竿 一言 (6･1)

と予想されるが,その周りの揺らぎを問題にするのである.特にiう ∞ の極限においてうまくス

ケールしてやればuniversalな確率分布が得られると期待され,それがどんなものであるかに興味

がある.もしそれがGaussianであればありふれた話で,0-を定数として揺らぎの部分を沼でス
ケ-ルして

藍 ProblN(I,≦言付 V7]-去 ュ e-72/2dn (6･2)

というようになると考えられるが,ASEPのN(i)に関してはそうではない分布が現れるのである.

6.2 準備

問題自体ははっきりしているのだが,実際に計算するのはかなり大変で,組合せ論,対称関数,ラ

ンダム行列の理論に関する知識が必要になってくる.しかし説明し出すとキリが無いので,この節

ではYbung図とSchur関数と呼ばれる対称関数に関して最低限の事だけまとめておく･よく分か

らなかったり興味を持った場合は参考文献 【17]等を見て欲しい.
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｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

6.2.1 分割とYoungdiagram

nを自然数とするとき,nの分割を

^-(Al,̂2,･･･,̂k)

で表す･ただし入3･(i-1,2,- ,k)は自然数で

k
∑入,･- n
j=1
人1≧-･≧入た

を満たすものである.このとき入卜nと書く･またkのことをe(A)と書く.

分割 (または入)はⅦungdiagramで表すことが出来る.例えば7の分割 (4,2,1)は

■■■

と表すことが出来る.Youngdiagram人の転置を入′と書く.例えば 入-(4,2,1)の転置入′は

『
nの分割全体をPnと書くと,

P0-4,

Pl-(1)

p2-(2,ll)-(2,12)

7'3-(3,21,111)-(3,21,13)

p4-(4,31,22,211,1111)-(4,31,22,212,14)

であり,さらにp-US=07)nとおく･

(6.3)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.ll)

(6.12)

6･2･2 Semi-standardYoungTableaux(SSYT)とSchur関数

Youngdiagramに,右に向かってweaklyincreasing,下に向かってstrictlyincreasingに自然数

を埋めたものをSemi-standardYoungTableaux(SSYT)という.例えば次のようなものである.

- 9 1 1 -
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SSYTTに対し,jがTに現れる回数をα3･(T)とし,

xT- x;I(T)xg2(T)

とおく.例えば(6｡13)のSSYT7｢に対しては

J･T- J;T'J･:3J:≡

である.またα- (α1,α2,･･･)をTのtypeといいα-type(T)と書く.

Schur関数を

･入-∑ ∬T
r

で定義する.ただし和はshapeが人であるような全てのSSYTにわたる,

例えば入-(2,1)で∬4- ∬5-- -0とした場合,可能なSSYTは

≡=≡=≡≡≡≡≡≡

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

だから

S 21(x l,x 2 ,X 3)- 擁 2+x IX …+x 壬x3+x IX…+ x …x3+x 2X…+2xIx 2X3 (6.18)

となる.

8人は行列式による別な表式も知られていて,それは

S入(xl,- ,Xn,0,-A)-
deも(可i'n-i)l≦i,,l≦n
det(xT~t)l≦i,j≦n

というものである.証明は省略するが,例えば入-(2,1)の場合に

J:-ll J::3 1,ま

∫:I' J･… ∫:I:

1 1 1
S21(xl,x2,X3)-

x写

∬1

1

ゥ巧

和

1

り
粥

tiCq

1

が成り立つことを確認することが出来る.

このSchur関数の表式でx-(1,I,-･,xN~1,0,- )とおくと,r-∑tr=1(i-1)̂iとして

sA(1,I,-,xN-1,0,-･)-xr ∩
l≦i<]'≦N

x入｢ 入j+i-i-1

xJ'-i- 1

(6.19)

(6･20)

(6.21)

となる･これでさらに∬1 1としたものを(6･16)で∬-(1,-･,1,0,- )としたものと等しいと一ヽ一ヽ一一一一一′
〟

おくと,【Ⅳ】-(1,2,- ,〟)の元を要素とするようなshape人のSSYTの数は

S入(巳 J ,0,- ) - II
N l≦i<j≦N

で与えられることが分かる.

- 912-
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｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

6.3 GrowingYoungDiagramiTASEP

下左図のように,i,i-1,2,- として格子点 (i,i)上に非負整数wi,jが書かれている状況を考

える.

1 02 1
02 03
1 1 0

2 1 3 2

1 3 1 4

2 2 1

図9:wi,i,Wtf,,･の例

ここでwi,3･を各格子点ごとに独立に幾何分布に従う確率変数とする･つまり

prob(wi,,I-k)-(ト q)qk (6･23)

ただしk∈N,0<q<1とする.(この章ではTASEPのみを考えており,qは左へのhoppingrate

ではない.)

次に(M,N)を1つ定め,HM,Nで(1,1)から(M,N)へのright/downpathsの集合を表す･また

G(M･"'=苛 N((i芸 汀Wi･3') (6･24'

とする･さらにwif,]･-wi,i+1とし

GW "'=qemn= ,N((i芸 打砿 )-G'M,"'+M+"~1 6̀･25)

とおく･この場合wif,,･を書いたのが上右図である･

そして

A(i)-((M,N);G*(M,N)≦吟

とおく.今の例では

G'(1,1)-2, G'(1,2)-3, G'(1,3)-6, G*(1,4)-8

G*(2,1)-3, G'(2,2)-6, G*(2,3)-7, G*(2,4)-12

G*(3,1)-5, G'(3,2)-8, G'(3,3)-9,

- 9 13 -
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だから

つまりwi,jが与えられたとき,A(i)はYoungdiagramの成長を表す･さらに今はwi,jが確率分
布に従うとしているので,確率的なYoungdiagramの成長を考えていることになる.

A(i)から成長のルールを考えると,A(i+1)はA(卯 こ1つboxをつけくわえてもやはりYoung

diagramであるような各点に独立に確率 1-qでboxをつけくわえる事によって得られる.また,

G*(M,N)-kは ｢(M,N)がつけくわえられる時刻がkである｣という事を意味している.(この

辺りの事はすぐには分からないかも知れないので,よく考えて欲しい.)

以上で説明して来た確率的なYoungdiagramの成長は,実は離散時間のTASEPとみなすこと

が出来る.そのためにA(i)

図10:Youngdiagramと縦線 ･横線

のように考え,横線一には粒子のいるサイト,縦線 lには粒子のいないサイトを対応させ,右上か

ら左下の方向に見て行って,左から書いて行く.すると今の場合は

-3 -2 -1 0 1 2 3

図11:図10のYoungdiagramに対応する粒子のconfiguration

-914-



｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

でサイト4より右には粒子はなく,逆にサイト-4より左には粒子がつまっているconfigurationに

対応していることがわかる･そしてA(i)の成長のルールは,各粒子が,右隣に粒子がいなければ確

率1lqで右隣にhopするということに対応する.これは時間の離散的なTASEPである!

また,G*(M,N)-kは ｢右からN番目の粒子がM 回目のhopをする時刻がkである｣という

事を意味していることになる.すると離散時間と連続時間の違いを除けば目標のN(i)の分布に関

して

Prob(N(i)≦N)-ProblG*(N+1,N+1)>t]

と書ける事が分かるので,次に右辺を書き直すことを考える.

(6.27)

6.4 Combinatoricsとランダム行列表示

6.4.1 一般化されたpermutation

M xN行列W-(wi,i)で,各成分wi,jが非負整数であるようなもの全体の集合をJuM,N と書

く･また,JuM,Nの要素Wのうち,さらに∑r=1∑,y=1Wi,,･-kを満たすもの全体の集合をJu鮎,N
で表す.例えば

2

0

0

0

2

1

1

0

1

l

1

.
甘

.
り
J

n
Ⅶ

t
膚
相川u

二b

3
7
eYi

〟

∈

E

■1■ー■
l飢
"u

た

しん
.
e
a

LqJ

である.

また一般化されたpermutationを

(6･28)

(6.29)

ただLi,<i,+1またはi,-i,+i,i,≦j,+1で定義する.上の行の要素が[M]から,下の行の要素

が 【N]から取ったような長さkの一般化されたpermutationの集合をSEt,Nとする･

するとW ∈JukM,Nの要素を左上から右,下の順序で見て行って(i,i)成分 wi,,.がOでなければ

wi,,･個だけ(31)をならべて行くことによって一般化されたpermutationo-Wを得ることが出来るが,

これがJu払,NとSk,Nの一対一対応を与える事が分かる･例えば上の行列Wに対応する一般化さ

れたpermutationは

Jw-(: ; 三 … ≡ ; ≡)∈S37,3 (6･30,

である.

またe(C,)を一般化されたpermutationgの(下の段の)Weaklylongestincreasingsubsequence
とすると

qTHa-TN(i芸打Wi,31=e'qw)
が成り立つ.例えば上の例の場合は両辺とも4である.

ー 915 -
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笹本 智弘

6.4.2 RSKアルゴリズム

Sk,Nはさらに同じshape入トkを持ち,各要素が [N]と[M]の要素であるような,2つのSSYT

のpair(P,Q)と1対 1対応している･その対応を与えるのは RSK(Robinson-Schensted-Knuth)

アルゴリズムと呼ばれ,ルールは以下のようなものである.(ご存じの人も多いと思うが,Knuthは

この原稿を用意するのにもお世話になっているTbXIを作ったことでも有名.)olwの下の列に並ん

でいる数字を左から見ていき,順々に右側からぶつけていく(inserting).そしてぶつかったとき左

側の数字が自分以下であればそのままくっつける.そうでないときはそこから左をみて一番近い

自分以下の数字の右隣の数字を1つ下の列に弾き飛ばし(bumping),自分はその位置に収まる.そ

して弾き飛ばされた数字は一つ下の段で同じ事をする….これを繰り返すとo･Wの下の列に並んで

いた数字達で構成されるYoungtableauxが 1つ出来上がり,それをPとする.もう1つのYoung

tableauxQは,Pが段々出来上がっていく各ステップで新しく数字がくっついたところに,対応す

るo･Wの上の列の数字を置いて行くことにより作る.

しかしこれでは何を言ってるのかよく分からないだろうから,(6.30)の例で説明する.

1

3

3

2

2

｢
L
L
L

L

｡
三

戸

図12:RSKアルゴリズム

とりあえず pが段々出来上がって行く手順を考える.

第 1列 :C'Wの下の列の一番左端にある1をおき,Pの所に書く.

第2列 :qwの下の列の左から2番目にある3を右側からinsertする.これは 1より大きいのでそ

のままくっつけたものをPの所に書く.

第3列 :olwの下の列の左から3番目にある3を右側からinsertする.これもそのままくっつけた

ものをPの所に書く.

第4列 :o･Wの下の列の左から4番目にある2を右側からinsertするが,今度はそのままくっつけ

るのではなく,1の右隣にある3をbumpLその場に収まる.そしてbumpされた3は1つ下の段

に行くのである.
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｢1次元非相称単純排他過程の厳密解｣

ここまでで上で書いたルールは分かったと思う.後はルール通りに続けて行くと一番下に書い

てあるPを得る.またQはPが出来上がって行く各ステップで新たに数字がくっついたところに

o･Wの上の列の数字を置いて行ったものであり,その作り方から明らかにPと同じ形をしているこ

とが分かる.

さらにこの対応において,e(0-)は,対応するSSYTのshape人の一段目の長さ入1に等しい事が

分かり,(6.28),(6.30)の例でも対応するSSYTでは確かに入1-4となっている･

6.4.3 ランダム行列表示

以上の対応を用いてProblG(M,N)≦i]を書き直す.まず

〟 〟

S(M,N)-∑∑wi,,I
i-13'-1

とおく.

(6.32)

00
problG(M,N)≦t]-∑prob[G(M,N)≦tlS(M,N)-k]ProblS(M,N)-k] (6･33)

k=0
ここで

problS(M,N)-k]-#JukM,N(1-q)MNqk

ProblG(M,N)≦ilS(M,N)-k]

#ofM xNmatricess.t.S(M,N)-k&a(M,N)≦l
#ofM xNmatricess.t･S(M,N)-k

(6･34)

(6.35)

また

であるが,分母は#JukM,Nであり,分子はRSKアルゴリズムから∑AA1L<klL(̂･M,N)という形に書
ける.ただしここでL(A,M,N)はshapeが人で要素が 【N],[M]であるようなSSYTのpair(P,Q)

の数である.(6.22)を用いるとL(A,M,N)は次のように表される･

L(̂･M･N)=sA(1,-A,i,0,-)S入(L J ,0,-A)E=コE=コl

Ai-Aj+i-i
i-i

j!(M -N+i)!

N

n
1≦i<j≦N

入i一入]･+3-i
3-i

｣V

Il (hi-hj)2Il
l≦i<j≦N i-1

- 917 -
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ただしhi-入i+N-iとした.よって

ProblG(M,N)≦i]
00

-(1-q)MN∑qk∑L(A,M,N)
k=0 ALk

入1≦t
00

-(1lq)MN∑ qk∑ S入k=0 ALk
入1≦t

1,-･,1,0,

AJ

q-N(N-1)/2Il
j-0

(1-q)MN : N(N_ll/2岩 ･

∑
h∈NN

∑hi-k+N(N-1)/2
max(hi)≦t+N-1

∑
h∈NN

max(hi)≦t+N-1

ZM,N -

ただし

)sA(1,･･･,1,0,･･･)
E==E:::=i
Ⅳ

j!(M-N+i)!
〟

Il(hi-h,･)2n
l≦i<j≦N i-1

〟
n(hi-hj)2Il
l≦i<3'≦N i-1

qiN(N-1)A

(i-q)MN

(hi+ M - N )!

hi!
q∑た 1hi

(6･37)

(hiI;-")qhi (6･38)

Ilj!(M IN+i-1)!i-1
(6･39)

6.4.4 連続時間極限

wi,31が従う確率分布は幾何分布であった･パラメータがq-ト 1h の場合の幾何分布に従う変

数XTがあったとすると,寺xTは,7→ ∞の極限で,パラメータ1の指数分布に従う確率変数にな

ることが分かる.これが元々考えていた連続時間のTASEPに相当する.

そこで,ui,3･を各格子点ごとに独立に指数分布に従う確率変数とする･つまり

Prob(帆,i-X)-e-X

とする.またG(M,N)の代わりに

H(M,")=TTna-L (i芸 Ji,i

とする.このとき(6.38),(6.39)で極限を取ることによって

ただし

(6･40)

(6.41)

problH(M･N)≦q-孟 /.,i,Nl≦具 〃(xi1 ,,2,91X,M-Ne-a,dNx (6･42,

N

zM,N -Ilj!(M -N+仁 1)Ij-i

-918-
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｢1次元非対称単純排他過程の厳密解｣

となる.ところが (6.42)の右辺はLaguerreUnitaryEnsemble(LUE)と呼ばれるランダム行列の

最大固有値がま以下である確率に等しい.

ここでランダム行列について少し述べておく[16].行列要素がランダムであるような行列をラン

ダム行列という.その中でも特に性質がよく重要な行列のアンサンブルとしてGaussiamUnitary

Ensemble(CUE)というものがある.これは,〟×Ⅳのエルミート行列で,各要素が独立にガウ

ス分布に従っているようなランダム行列である.GUEにおいては,入maxをGUEから取って来た

Ⅳ×Ⅳランダム行列の最大固有値として

problA--≦t･-去t∞,i,Nl丑N(xi-X3･,2tBle-2NxfdNx (6A4,

が成り立つことが知られている.これと(6.42)の右辺を比較するとその類似性は明らかであろう.

そしてランダム行列理論において最大固有値の位置の確率分布については既に調べられていたの

である!

我々は特に原点を越えた粒子の数N(i)の確率分布を考えていたのであるが,それは

ProblN(i)≦N]-ProblH(N+1,N+1)>l]

-1-ProblH(N+1,N+1)<l] (6.45)

で与えられる.あとは計算はランダム行列理論の方では標準的な方法によってN(i)の確率分布の

スケーリング極限を求める事が出来る.以下はその導出の概説である.

6.5 Fredholm行列式

FN(i)-ProblH(N,N)≦l]

-iJo,i,N l≦具 N(xi-Xj,2,91e-XjdNx
とおく.

すると

FN(i)-deも(1-KN)

が成り立つ.ただしここでKNは積分作用素で

(KNf)(I)-r-KN(I,y)I(y)dy
岨l-i]

KN(I,y)-∑pj(I)pj(y)
j-0

pn(I)-(-1)nLn(I)e~X/2

- 9 1 9 -

で与えられる.ただしpn(x)は

(6･46)

(6･47)

(6･50)
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でLn(x)はLaguerre多項式であり,

Ln(x,-義(-1,k(:)蛋
(6･51)

で定義される.pn(I)は[O,∞)で正規直交化されている･また"det"はFredholm行列式を表し,

det(1lKN,-至 上諜 L∞dxl-･/∞dxkdet(KN(xi,Xj,)tb,i-1 (6･52)k=0
で定義される.ただしここで右辺のdetは通常の行列に対する行列式である.

[(6･47)の証明】まずCⅣを定数として
〟

Il (xi-I,I)Ile~x,'/2
1≦i<3'≦N j=1

1 1 1

XI X2 11-XN

げ~1x㌢~1 ･- x諾~1

=CⅣ

が成り立つ.よって

/.,trd"x

-C2N/0,i,N

N

Ile-xj/2
i-1

po(xl) po(x2) po(xN )

や1(xl) pl(x2) pl(xN )

やN_1(xl) pN-1(x2) - PN_1(xN )

〟

H (xi-I,.)2Ile~3,1
1≦i<j≦N 3'-1

dNxdeも(pi(xj))0≦i≦N-1,1≦,･≦N det(pi(xJ･))0≦i≦N-1,1≦3･≦N

-C‰Ⅳ!det(
.Lt
Pi(I)や3･(I)dx)o≦i,31≦N-1

-C2NN!det(6i,i-
となるがここで

det(6i,i-
が成り立つ.

よって

pi(x)93･(I)dx)o≦3･,k≦Nl1

pi(I)pj(a)dx)o≦3･,k≦N-1

1

FN(i)=高 音

･･i･ヽー!
ZN,N

-E.響 /i,W,A

(6･53)

(6.54)

dxkdet(KN(xi,Xj))l≦i,j≦t (6･55)

/0,i.NdNxlSigSN(a- 3,,2,91e-T,･
deも(1-gⅣ)

-aNdet(1-KN)
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となるが,iう ∞の極限で

limFN(I)-limProblH(N,N)≦t]-1tJ∝) tloo
くX)

tlimJ et(ト KN)-tlimu∑
k=0

となるのでC-N-1,よって(6.47)を得る.

積分核 (6.49)は

KN(x,y)-N

とも書ける.

[証明]4.4の話で,

(6･57)

dxkdet(Kk(xi,X,.))l≦i,,･≦k-1 (6･58)

□

pN(I)pN_1(y)-PN(y)pN_1(x)

I-y

0
,01

㌧

O
1

,0
α

伽
3

･･

･o

0
0
bN_2 aN_1

tvN(I))-tわo(x),pl(I),-･,PN_1(I))とおくと,(4.18)から

JNtvN(a))-XIvN(I))-bN-1PN(x)lN)

が成り立つ.これとlvN(y))との内積をとると

(6.59)

(6.60)

(6･61)

(vN(y)lJNIvN(a))-I(vN(y)lvN(I))-bN_1PN(x)pN-1(y)･ (6･62)

これでxとyを入れ換えたものもつくり,辺々引くと,JNが対称行列であることに注意すれば左

辺はOで,
〟-1

∑pn(x)pn(y)-n=0
bN-1bN(a)pNl1(y)-PN(y)pN-1(I))

X-y

を得る.これをChristoffe1-Darbol況公式と言う.
今の場合はpn(I)-(-1)nLn(a)であり,Ln(I)の満たす3項間漸化式

nLn_1(x)+(x-2n -1)Ln(x)+(n+1)Ln+1(x)-0

からbN_1-Nと分かるので(6.59)となる.

(6･63)

6.6 Laguerre多項式の漸近形

次にⅣぅ ∞を考えるのでLaguerre多項式の漸近形が必要になるが,その求め方については 【8]

等を見てもらうことにして詳細は省略する.Laguerre多項式の漸近的な振舞いは ∬ ～4Ⅳの辺り

で急激に変化し,おおざっぱにはo<∬<4Ⅳで振動的,∬>4Ⅳで減衰的,∬ ～4Ⅳでそれらをつ
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なぐようになっている.これから必要になるのは∬～4Ⅳのところでの漸近形で,

pN(4N.2号軸 ～孟 Ai(e)
1

1

pN_1(4N+2喜NiE)～j TAi(E)+笠 Ai,(i)1
2言Ⅳ言 Ⅳ言

となっている.ここでAi(I)はAiry関数である.Airy関数は量子力学のWKB近似で現れた事を

思いだして欲しい.そのときは古典的に粒子の来られるところでの振動的な波動関数と,来られな

いところでの減衰的な波動関数をつなぐものとして出てきたのだが,Laguerre多項式の漸近形が

(6.65),(6.66)となるのも本質的に同じことである.

6.7 Tracy-Widom分布関数

Laguerre多項式の漸近形を積分核KN(I,y)に入れてみると

4 1
1im 2号N喜KN(4N+2言Ⅳ言E,4N+2書N去り)
Ⅳぅ oo

Ai(i)Ai′(rl)-Ai(ll)Ai′(E)

EIll
:-KAiry(E,rl)

となる事が分かる.よって

lim FN(i-4N+2号N壬S)-deも(1-KAiry)
〟-+oo

を得る.ただしgAiryは積分作用素で

(KAiryf)(I)-
である.ここで(6.68)の右辺に現れた関数

KAiry(x,y)I(y)dy

F(S)-det(1-KAi,y)

は,Tracy-Widom分布関数として知られる分布関数である.以上により

lim ProblH(N,N)≦4N+2号N喜S]-F(S)
Ⅳ一十〇〇

となることが示された.

またTASEPで原点を越えた粒子の数N(i)の確率分布で言えば,

N-芸+2- i
4 1

と置いて結局

･i-ProblN(i)≦戸 主油 -1-F(i)

l

tloo

(6.67)

(6･68)

(6･69)

(6.70)

(6･71)

(6.72)

(6･73)

を得る.これを(6.2)と比較してみると,N(i)の揺らぎは沼ではなくil/3でスケールされ,確率
分布は誤差関数ではなくTracy-Widom分布関数F(S)で記述されると言うことが分かった.
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(6.73)が,我々がこの章で目標としていたもので,Johanssonが [18】で得た結果である･ASEP

のdynamicsに関連して1/3というexponentが出てくるというのは厳密解,繰り込み群,数値計算

といった様々な解析から分かっていたが,カレントという重要な量に関する確率分布がこのように

きちんと計算され,さらにそれがランダム行列理論のnacy-Widom分布関数に他ならないという

ことは,(少なくとも筆者には)非常な驚きであった.

6.7.1 Painlev6ⅠⅠの解による表示

関数F(S)は,Ftedholm行列式(6.70)で定義されているが,実は次のような表示も持つことが知

られている.

F(S)-expl-
ただしここでu(x)はPainlev6ⅠⅠ方程式

の解で,

(I-S)u(x)2dx]

∂2

扉 伽-2u3+xu

u(x)～Ai(x),xう∞

(6.74)

(6.75)

(6.76)

を満たすものである.

関数F(S)がこのような表示を持つことを発見したのはTracyとWidomであり,関数F(S)が

Thcy-Widom分布関数と呼ばれるのはそのような事情からである [19].Tracy-Widom分布関

数は最初ランダム行列理論で現れたのであるが,その後ランダムな置換を考えたときのlongest

increasingsubsequenceの問題を始め種々の組み合わせの問題にも現れることが兄いだされ 【20],

ASEPのカレントに関する(6.73)もその発展の中で得られた結果である.

7 興味を持った人へ

このノートを読んで興味を持った人のために,このノートに関連していてかつ重要と思われる最

近の話題を2つ挙げておく.

1.弓巨平衡定常状態における揺らぎ

平衡系において自由エネルギーは示量的であるが,非平衡系定常状態ではどうなっているの

だろうか?という疑問をASEPで調べてみると,やはり平衡系とは違うことが分かった,と

いうことが [21]等で議論されている･定常状態としては当然行列の方法で構成したものを
使う.

2.ASEPのdynamicsに関する2点相関関数等の計算

このノートではカレントの揺らぎの計算のみ紹介したが,当然他の量はどうなっているかに

も興味がある･2点相関関数に関しては 【221等で計算されている･
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最後に厳密解ということを言わなければ,物理的には粒子間に引力等の相互作用が入っているモ

デルや,高次元(2次元,3次元)でもモデルの性質を調べる事が重要である.その場合にもASEP

のようなモデルは厳密解の得られる極限的な状況としての重要性があるであろう.
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