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1 はじめに

本研究では，単一窓口をもつ待ち行列における到着客の意思決定について考察する。特

に，到着客が待ち行列に到着した際，待ち行列の状態（窓口のサービス状況や待ち人数）

を観測し，系内滞在時間を見稜もることで，待ち行列へ加入するか否かを意思決定する状

況に注目する。待ち行列における系内滞在時間は，到着してから窓口を退去するまでの時

間であり，到着客が窓口でサービスを完了する価値と比較して評価される重要な指標であ

る。この指標は，到将客が待ち行列に加入するかどうかを決定する上で重要な役割を果た

す。例えば，銀行の窓口や空港のチェックインカウンターのように，到着客がサービス完

了までに待ち時間を経験する場面では，系内滞在時間を予測することが意思決定に影響を

与える。待ち行列において，到着客が系内滞在時間を見積もる際，前方の待ち客数だけで

なく，窓口の状態も考慮する必要がある。窓口の状態としては，客をサービス中である場

合や休暇状態である場合などが挙げられる。

ここでは，休暇を伴う単一窓口待ち行列 (M五/Gn/l待ち行列）における到着客の意思

決定について，確率的に加入・非加入を行うモデルを用いて分析する。ここで， M五およ

びGnの添え字は，それぞれ到着やサービス時間が待ち客数に依存することを意味する。

待ち行列理論の分野では，休暇がある待ち行列は古くから研究されており（例えば，文

献 [7]参照），その後，到着客の意思決定に関する研究も近年活発に行われている。
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文献 [3]は，到着客が確率的に加入・非加入を行う M五/G/1待ち行列について，到着時

に観測される待ち客数を条件としたラプラス変換の再帰式を導出した。また，このラプラ

ス変換が，到着時に観測した待ち客数以下の加入確率によって特徴づけられることを示し

た。その後，文献 [1]は，サービス時間分布が待ち客数に依存する Mn/Gn/l待ち行列へ

の一般化を行い，補助変数法を用いた解析を行った。さらに，文献 [6]は，窓口の休暇を

伴うモデルヘの拡張を行い，レベルクロッシング論法（文献 [2]）の延長形（文献 [5]）を

用いて，文献 [3]と類似の結果を得た。

本研究では，これらの先行研究とは異なるより簡潔なアプローチを採用し，休暇を伴

うMn/Gn/l待ち行列の解析を目指す。そのためにここでは，サービス時間分布を待ち

客数に依存する相型分布 (PHnと表記）とした休暇を伴う Mn/PHn/l待ち行列につい

て，マルコフ連鎖の初等的性質を用いた解析手法について述べる。その結果を，休蝦を伴

うMn/PH/l待ち行列へ適用することで，先行研究と同様に，到着客の期待系内滞在時

間と加入確率の依存関係について明らかにする。

2 複数休暇を伴う Mn/PHn/l待ち行列

ここでは，到着客の待ち行列への加入およびサービス時間が待ち客数に依存し，窓口は

全処理方式に従い客のサービスを行い，サービス完了時に客数0を観測したときには，複

数休暇をとる単一窓口の待ち行列を考える。この待ち行列について，連続時間型マルコフ

連鎖としての推移構造を示し，それが状態依存型の推移をもつ準出生死滅過程であること

を述べる。

2.1 モデルの仮定

客の到着について，率入のポアソン過程に従い客が到着し，待ち客数n?:: 0（待ち客数
はサービス中の客数を含まない），サービス中の客数kE {O, 1}を観測したとき，到碧客

は確率Pn,kで待ち行列に加入するものとする (pn,kを加入確率と呼ぶ）。客のサービス時

間（確率変数X)については，待ち客数nの状態で窓口がサービスを開始するとき，サー

ビス時間は表硯 (an,Tn)（ここで， Xnを有限集合とし， anはサイズXn上の確率分布を

表すベクトル， Tnは一時的な連続時間型マルコフ連鎖の XnX Xn推移速度行列）の相型

分布に従うものとする，つまり， Xの確率分布は，

Pr(X :S x) = 1 -aJ exp(xT n)l, x 2: 0, (1) 
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で与えられる（文献 [4]参照）。ここで， 1は全ての要素が 1であるベクトルを表し，その

サイズは文脈によって決まるものとする。最後に，窓口の休暇について，ここでは，複数

休暇 (multiplevacations)を仮定し， l休暇あたりの時間の長さは，表現(/3,u)の相型

分布（ここで，リを有限集合とし， 9はリ上の確率分布， Uは一時的な連続時間型マル

コフ連鎖のリ X1J推移速度行列）に従うものとする。つまり，窓口がサービス完了時に待

ち客数0を観測した際には，直ちに表現 (/3,u)の相型分布に従う休暇時間に人る。その

後窓口が休暇から復帰した際，待ち客がいない場合には，再度，同一の分布に従う休暇

時間に入る。一方，休暇から復帰した窓口が待ち客数n+lを観測した際には，先頭の待

ち客に対して表現 (an,Tn)の相型分布に従うサービスを開始し，待ち客がいなくなるま

で窓口はサービスし続ける (exhaustiveservice)。この待ち行列モデルを，複数休暇を伴

うMn/PHn/1待ち行列と呼ぶ。

2.2 モデルの推移構造

複数休暇を伴う Mn/PHn/1待ち行列の連続時間型マルコフ連鎖としての推移構造

について述べる。時刻 tにおけるサービス中の客を含まない待ち客数を Nq(t)2:0, 

サービス中の客数を S(t)E {O, 1} (S(t) = 0は窓口が休暇中であることに等価）で

表す。さらに，窓口の休暇もしくはサービス時間の状態を Z(t)で表す。このとき，連

続時間型マルコフ連鎖 (Nq(t),S(t), Z(t)）の状態空間および推移構造は以下で与えら

れる。休暇を伴うモデルの仮定から，待ち客数 Nq(t)= n 2: 0で窓口が休暇中（つ

まり， S(t)= O)であるときは，（Nq(t),S(t), Z(t)) E £n := {n} x {O} xリである。

一方，待ち客数 Nq(t)= n 2: 0で窓口がサービス中（つまり， S(t)= 1)のときは，

(Nq(t), S(t), Z(t)) E叫：＝ ｛n} X {1} X (Uば＝0ふ）である。窓口がサービス中であると

きの部分状態がUnで与えられることは，サービス時間分布がサービス開始時の客数に依

存するモデルの仮定から従う。このマルコフ連鎖の状態推移図を図 1に示す。図中の矢

印は対応する部分状態間での推移があることを意味し，それらの（部分）推移速度行列は

以下の通り与えられる。まず，窓口が休暇中である状態間の推移，もしくは，休暇中から

サービス状態への推移は，以下の通りである： u:= -Ulとし，さらに， Iおよび0は

それぞれ文脈に合わせたサイズをもつ単位行列および零行列として，

Q£。£。 =U+uが—入Po,ol, Qら Ln=U —入Pn,ol (nミ1), (2) 

Qら←1=入Pn,ol(n 2: 0), Qら Un-1= （0,uaい） （n2:1) (3) 
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(S(t), Z(t)) = (# of = (# of custromer in service, vacation or service phase) 

11 U。 u ー 如 +un+l

01,c。 £1 ら十£n+1

゜
ー n n+ 1 

芯(t)=(#of waiting customers) 

図1 複数休暇を伴う Mn/PHn/1待ち行列の状態推移

である。同様にして，窓口がサービス中である状態間の推移，もしくは，サービス中から

休暇状態への推移は以下の通りである： tn:= -Tnlとし，
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(6) 

である。

2.3 定常分布

これ以降，待ち行列は定常分布（7r丁＝ （1rL,1rt;n ~ o)で表記）をもつと仮定して，
定常分布 T の計算方法について述べる。その計算方法は，マルコフ連鎖の初等的性質に

基づき，以下3つの手順に分けられる。

1. £。 J::のセンサー過程に注目し，部分ベクトル 7r£。（の定数倍）を計算する。

2. £n-lとら (n~ 1)の推移関係に注目し，部分ベクトル 7r£れを 7r.Cn-1で表す。

3.部分状態 {uば＝0(ら UUk)} U £n+l上のセンサー過程を考え，部分ベクトル T叫
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を'TrUn-1および 7r£n+lで表す。

手順 1について。心上のセンサー過程の推移について，部分状態£。から離脱したの

ち， U。から再び心に戻る際には，窓口の状態は確率分布9丁に従い再生する（休暇時間

が相型分布に従うため）。よって，£。上のセンサー過程の推移速度行列は，

Q£。£。+Q£。£11が

で与えられる。よって，部分ベクトル T£。の定数倍は，連立方程式

五(Q;:,。£。+Q叫 11炉）＝ 0丁， 7r入1=1

の解として計算される。

補題 2.1 部分ベクトル 1T£。の定数倍は連立方程式 (8)の解として計算される。

(7) 

(8) 

手順 2について，部分状態 £nへの直接的な推移は £n-1からの推移に限られるため

（図 1参照），マルコフ連鎖の初等的性質により部分ベクトル 1T£れは以下の通り帰納的に

計算される：

丑れ＝孔n-1Q;::,n-1£,n (-Qら £n)―1, n 2 1. (9) 

補題 2.2 部分ベクトル Tふ, (n 2'. 1)の定数倍は式 (9)で計算される。

手順3について。部分状態{uk=0(£ku u砂｝ULn+l上のセンサー過程において，部分
状態叫への推移（推移の元はUn,Ln+lおよびUn-lの3つである）に注目する。この

センサー過程の推移速度行列について，叫から叫への直接的な推移速度部分行列は，

Quェ＋Qu叫 n+1(：口） (10) 

であり， Ln+lから Unへの直接的な推移速度部分行列は，

0 laJ 

叫ェ＋Q£n+1£n+2 (: ：) (11) 

0 laJ 

であり， 1Ln-lから叫への直接的な推移速度部分行列は Qun-11Lnである。よって，マ

ルコフ連鎖の初等的性質により，部分ベクトル1runは以下の通り帰納的に計算される：

五＝｛吋n-1Qun-1叫五L+1(E叫1)}{-(Eq.10)｝―1, n 2: 0, (12) 
ここで， 7r11_1:= 0とする。
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補穎 2.3 部分ベクトル 1run (n 2: 0)の定数倍は式 (12)で計算される。

これらの補題と正規化条件により，定常分布は次の通り計算される。

定理 2.1 複数休暇を伴う Mn/PHn/1待ち行列の定常分布 7r丁＝ （1r L, 7rtin; nミ0)
は，補題 2.1-2.3 から計算した各部分ベクトルを， I:~=0(7r £,n l + 7rUn 1)で除算（正規
化）することで数値計算される。

3 サービス時間分布が同一 (PHn= PH)である場合

これ以降，サービス時間が独立かつ同ーな表現 (a,T)（ここで，応を有限集合とし， a

は印上の確率分布， Tは一時的な連続時間型マルコフ連鎖のサイズ XxXの推移速度行

列）の相型分布として前節の結果を，複数休暇を伴う M五/PH/l待ち行列に適用する。

サービス時間分布の単純化により，サービス開始時の待ち客数に関する情報の保持が不要

となり，モデルの推移構造（推移速度行列）は以下の通り単純化される。ここでは， 2.2

節と比較して，形状が変わる推移速度部分行列のみを示す： t:= -Tlとし，

Q£叫 n-1= Uぶ (n2:: 1), Q11ェ＝T-入Pn,1I(n 2:: 0), (13) 

Qu叫 n+l=入Pn,11(n 2: 0), Qu叫 n-1= tぶ (n2: 1), Q11。£。=tが．（14)

3.1 定常分布

この待ち行列（複数休暇を伴う M五/PH/I待ち行列）の定常分布について，それらを

構成する部分ベクトルの定数倍の計算手順を以下に述べる。このために，

とおく。

F(p) := T —入pl ＋入plぶ，

G(p) := uぶ＋入plぶ，

H(p) := U —入pl

(15) 

(16) 

(17) 

補題 3.1 複数休暇を伴う Mn/PH/I待ち行列の定常分布について，それを構成する部

分ベクトル立。の定数倍は，連立方程式

吋。(U+uが—入Po,ol +入Po,olが） ＝ 0丁，吋。1= 1 (18) 
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の解である。さらに，部分ベクトル T£n (n 2 1)および 1T"Un (n 2: 0)の定数倍は，そ

れぞれ，

n-1 

吋れ＝丑。II巫，o(-H(Pi+i,o)）―1, n21, 
i=O 

(19) 

五＝苫7rいG(Pi+1,o)｛且入約1(-F(pJ1))―1} (-F(Pn,1)）―19 
で計算される。

証明 式 (18)は補題 2.1から直ちに得る。式 (19)について，補題 2.2（式（9))から，

部分ベクトル Tふしの定数倍は，以下の通り帰納的に計算される：

吋n='iT ln-1入Pn-1,0{-H(Pn,o)｝―1, nこ1.

n 2 0 (20) 

(21) 

式 (21)を繰り返し適用すれば，式 (19)を得る。式 (20)について，補題 2.3（式（12)）か

ら，部分ベクトル7ruれの定数倍は，以下の通り帰納的に計算される：

五＝｛鳳1,17rtin-l+ 7r L+i G(Pn+1,o)} { -F(Pn,l)｝―1, n 2: 0. (22) 
式 (22)を繰り返し適用すれば，式 (20)を得る。 口

3.2 到着客が観測する条件付き窓口状態分布

ここでは，到着客が観測する 2状態（待ち客数 n,サービス中の客数 k)を与えた下

で，窓口状態（休暇状態もしくはサービス状態）の条件付き確率分布を求める。この条

件付き確率分布は，到着客が待ちに加入した後の，期待系内滞在時間を見積もる上で必

要となる。以下では， 1サービス時間あたりの期待値をμ―1= a T (-T)-11,到着客が

（待ち客数，サービス中の客数） ＝ （n,k)を観測して待ちに加入したときの条件付き期待系

内滞在時間を Wn,kで表記するものとする。

定理 3.1 到着時に（待ち客数，サービス中の客数） ＝ （n,k)を観測して待ちに加入した到

着客にとって，窓口状態（休暇状態もしくはサービス状態）の条件付き確率分布は， k=O

のときは1rL/1rLl,k = lのときは元［n/元Llで与えられる。そして，条件付き期待
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系内滞在時間 Wn,kは以下の通り与えられる：

I 7r 
Wn,O = 
吋 1
n (-U)―11 + (n + l)μ―19 

Wn,1 = 

n 

丁Tu 
TT1  
n (-T)―11 + (n + l)μ―1. 
Un 

(23) 

(24) 

これらの条件付き期待系内滞在時間がどの加入確率に依存するかについては， Wn,Oは加入

確率 {Pi,o;O~ i ~ n}にのみ依存し，一方， Wn,1は加入確率 {Pi,o;0さiさn+l,Pj,1; 0 ~ 

j~n} にのみ依存する。

証明 PASTA (Poisson Arrivals See Time Average,文献 [8])から，到着時に状態

(n, k)を観測して待ちに加入した到着客にとって，窓口状態の条件付き確率分布は， k=O

のときは 1T:n/1T:n1,K= 1のときは元［n/元inlで与えられる。

到着客が状態 (n,O)を観測後，待ちに加入したときの期待系内滞在時間 Wn,Oは以下

3要素の和からなる。 1つ目は，この到着客にとって，窓口状態の条件付き確率分布は

1rL/吋nlで与えられること，さらに， l休暇時間は表現 (/3,U)の相型分布に従うこと
に注意する。よって，到着時点での残り休暇時間は表視(1rL/1rL1,u)の相型分布に従
うことになり，その期待値は，

吋n
吋 1
n 

(-U)―11 (25) 

で与えられる。 2つ目は，この到着客にとって，前方に並ぶ待ち客の総サービス時間の期

待値は nμ―1で与えられる。 3つ目は，この到着客自身の窓口での期待サービス時間は

μ―1である。以上のことから式 (23)を得る。式 (24)の導出も同様である。

条件付き期待系内滞在時間と加入確率との依存関係について，式 (23)における条件付

き確率分布工丘ーは，式 (18)および (19)から，加入確率 {Pi,o;0さiさn}にのみ依存
元れ1

する。一方，式 (24)における条件付き確率分布吋バ
和 nl
は，式 (18)―(20)から，加入確率

{Pi,o; 0さi:S n + l,Pj,1; 0さjさn}にのみ依存する。よって，定理の最後の主張を得

る 。ロ

3.3 ナッシュ均衡における到着客の加入確率

ここでは，客がサービス完了による利得と系内滞在時間の差により定義される効用につ

いて，その最大化を目指して戦略的に振舞う（加入確率を決める）場合を考え，ナッシュ

均衡における到着客の加入確率の計算手順について述べる。



153

このために，客が待ちに加入してサービス完了したときの利得を R>Oで表す。到着

客が状態 (n,k)を観測した下での条件付き期待系内滞在時間は式 (23)および(24)で計算

されるため，この客が待ちに加入したときの期待効用は，

R-wn.k ， (26) 

で与えられる（待ちに加入しなかった場合の効用は 0とする）。また，全客が戦略pを採

用しているとき，ある到着客が状態 (n,k)を観測して加入した場合の期待系内滞在時間を

叫，K|戦略 pのように戦略pを明記する。

定義 3.1 到着客の加入に関する戦略p*= (P~,k;n ~ 0,k E {O, 1}）がナッシュ均衡であ

るとは，

尻，kE argmaxp { R-Wn,k I戦略p*}
pE[0,1] 

(27) 

を満たすときのことを指す。ここで，式 (27)における p{R-wn,kI戦略p*}は，ある到

着客が状態 (n,k)を観測して加人確率pを選択した場合の期待効用を表す。

定理 3.1の最後の主張（条件付き期待系内滞在時間と加入確率の依存関係）から，ナッ

シュ均衡における加入確率は以下の手順で計算される。

補題 3.2 加入確率p*の計算手順は，まず，窓口が休暇中のとき，式 (27)を満たすよう

に {P~,0;0 :S n < oo}が昇順で求まる。ここで，期待系内滞在時間が利得Rを超えるあ

る観測待ち客数については，それ以降の加入確率は 0となる。次に，窓口がサービス中で

あるとき，加入確率Pn,1は，｛Pi,o;0 :Si :Sn+ 1}および {Pi,1;0 :Si :Sn -1}が定まっ

た後式 (27)を満たすように求まる。

4 まとめ

本稿では，休暇を伴う Mn/PHn/1待ち行列について，状態依存型の準出生死滅過程で

表現することで，マルコフ連鎖の初等的性質を用いた解析を行った。その結果を，サー

ビス時間分布が同一な場合に適用し (3節参照），休暇を伴う Mn/PH/1待ち行列におい

て，到着客の条件付き期待系内滞在時間と加入確率の依存関係を明らかにし，戦略的な客

のナッシュ均衡における加入確率の計算手順について示した。なお， 2節の解析方法は，

他の代表的な休暇もしくは類似規則（単一休暇，セットアップ時間， N-政策，閾値付きの

複数休暇）にも適用が可能であることに注意する。
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