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不連続な境界値をもつ弱希薄気体のすべり流理論

田口智清（京都大学情報学研究科）

Satoshi Taguchi (Graduate School of Informatics, Kyoto University) 

1 まえおき

気体の運動を考える．流れの代表的な長さに対して分子の平均自由行程が無視できな

い気体（希薄気体）の振舞いは，通常の流体力学では正しく記述できないことが知られ

ている．希薄化効果を正確に捉えるためには気体を多数の分子の集まりと考え，その集

団的，統計的振舞いとして流れを調べる方法がとられ，そのための基礎となる方程式に

Boltzmann方程式がある． Boltzmann方程式は分子の速度分布関数（位相空間上の質量

密度）を未知関数とする方程式であり，一般に解析の手間は小さくない．しかし分子の平

均自由行程が流れの代表長さに対して相対的に小さい場合（軽度に希薄な気体）には，流

れの巨視的変数に対する流体力学的方程式を Boltzmann方程式から導出することができ，

効率的な解析が実現できる．このように構築された弱希薄気体の一般論に一般化すべり流

理論[1,2]がある．

以下では定常系に話を限る．一般化すべり流理論は， Boltzmann方程式の境界値問題の

微小なクヌーセン数1による漸近解析に基礎をおいている．これまでの理論では境界値が

物体にそって緩やかに変化することが仮定されており，そのため境界値が平均自由行程程

度の空間尺度で急激に変化するような場合に適用できない．しかし近年注目されるヤヌス

粒子 [3]や，クルックスのラジオメーター [4,5]の羽の例のように，物体面上の境界値の

急峻な変化が物体まわりの流れや物体の自己駆動力に大きく影響する系も存在する．この

ような場合を扱えるようにすべり流理論を拡張することは，理論的にも応用上も璽要な課

題と考えられる．本稿では筆者らの最近の研究内容[6,7]にもとづき，不連続な温度分布

をもつ平行平板間の気体の振舞いに対する拡張されたすべり流理論を紹介する (2節およ

び3節）．その後，得られたストークス方程式を解くことで，壁面温度の不連続によって

平板間に生じる流れの様子を示す (4節）．

2 問題設定

本稿で考察する問題を述べ，続いて境界値問題として定式化する．

1気体の希薄度はクヌーセン数とよばれる無次元量で特徴づけられる．クヌーセン数は分子の平均自由行程と流れの代表長さの比
で定義され，軽度に希薄な気体ではクヌーセン数は小さい．
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2.1 問題

3次元空間(x1心2，叩）において， X1= -~L および X1 = ~L に位置する 2 枚の平行平板

に挟まれた領域を考える (Lは基準長さを表す定数）．領域内は希薄気体で満たされてお

り，気体は境界X1＝士戸Lで平板と接している．両平板の温度は共通で，その分布Twは

x叶こ依存せず， Tw=Tw（四）は次式で与えられるとする：

T凸）＝｛To(1+%） （x2 > O)， 

T。(1一和） （四 <0).
(1) 

ここでT。は系の基準温度を表し， Twしま定数である．すなわち壁面温度は四＝0において

不連続な跳びをもつ．このとき領域内に生じる気体の定常的な振舞いを Boltzmann方程

式にもとづいて調べる．ただし解析にあたり以下の仮定をおく：

1.気体領域から平板に入射した気体分子は拡散反射条件[2]に従って気体領域中に出て

しヽ <.

2. IT』の値は 1より十分小さく Boltzmann方程式と拡散反射境界条件は温度T。，密度

p。の基準静止平衡状態のまわりで線型化できる．

なお，本問題におけるクヌーセン数Knは，基準静止平衡状態における気体分子の平均自

由行程を化を用いてKn=£。/Lにより定義される．

2.2 基礎方程式

前節で述べた問題を境界値問題として定式化する．以下，適当な基準量（長さ： L,温

度：T。,密度：Po)で無次元化した量を扱う． XE配を空間座標， (E配を分子速度とし，

f = f(x,(）を気体分子の速度分布関数とする．基準静止平衡状態を表す絶対Maxwell分
布をM=;kexp(-1(12)とし，分布fのMからのずれを表すcf>=(f-M)/Mを導入す
る．このとき関数¢(X,＜）は次の線型化Boltzmann方程式と境界条件を満足する：

7r 7r 

¢ ・叩＝ ；£(¢), -~ < X1 < ~'(2) 2 2' 

be: ¢（パ）＝ 2占jい M必土(1(12-2)Tw, (1 > Q (x1 = -i, X2 ~ o), 
記 0

(3) 

be: の（パ）＝疇j闘 M必士(1(12-2)Tw, (1 < Q (x1 = i, X2 ~ o) ・ (4) 
(1>0 

ただし£(¢>)は次に述べる線型化衝突積分， eはクヌーセン数に対応するパラメータ (c= 
平Kn)である．
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線型化衝突積分作用素£は次の形に書くことができる [2]:

£(F) ＝ J M忍＋F'-F*―F)B dO(e)心 (5a)
(<*，e)国 xs2

F = F((), F* = F(＜』， F'= F(('), F: = F（くり， （5b) 

C'=C+[(C*―C) ・ e]e, c: = C* -[(C*―C) ・ e]e, (5c) 

(|e. (＜*―<） | 
B=B(~ —(|, |＜＊―(1), M* =戸e―|（平．（5d)

ここで叩(e)はe方向の立体角素， Bは非負の値をとる関数でその関数形は分子間力に応

じて定まる．例えば剛体球分子に対してはB=4人;|e.((*―<:) Iである．
続いて気体の巨視量を導入する．¢は静止平衡状態からのずれを表すので，対応する巨

視量もずれの量を考える． f=Mに対応する密度，流速，混度，圧力はそれぞれ1,0, 
1, 1であり，そこからのずれとして密度w=w(x)，流速糾＝糾(x)(i = 1,2,3)，温度

T = T(X)，圧力P=P(x)を導入すると，それらは¢のモーメントとして次のように表さ

れる：

2 3 2 W= 〈¢〉，糾＝〈（ゆ〉， T=~ 〈 (1,12 -う）の〉， P=~ 〈 K|％〉．（6)
ここで記号〈•〉は

〈F〉=13F(()Md(, 
R3 

(7) 

を表す．なお， P,w, Tの間には

P=w+T. (8) 

の関係があり，これは線型化された理想気体の状態方程式を表す． w,佑， T, pはずれ

の量であり，元の有次元の密度，流速，温度，圧力はPo(l+w),(2RTo)112糾， To(l+ T), 

PoRTo(l+P)で与えられることに注意する．ただしRは単位質量あたりの気体定数である．

以下の議論においては，のは叩に依存せず，かつく3に関して偶関数であると仮定する．

さらに解¢は四＝ 0に対して対称で， X1= Qに関して反対称であることを仮定する．す

なわち

｛の(m，四，＜1，＜2,＜3) ＝の(-m，砂，―Q,<2, ＜3)＇（ 9) 

り(xi,四，(1,(2, (3) =一の(x1,一砂，(1,-(2, (3). 

これらの仮定は考えている方程式と境界条件に矛盾しない．また，¢は(3に関して偶で

あるため四は恒等的にゼロである．

次節では境界値問題(2)―(4)をパラメータ eが小さいとして漸近解析することで，のの

漸近的挙動を調べ，対応する巨視量が従う流体力学的方程式と境界条件を明らかにする．
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3 漸近解析

境界値問題(2)-(4)に対して eを微小パラメータとする漸近解析を行う．

3.1 空間変化の穏やかな解とストークス方程式系

境界条件はさておき，線型化Boltzmann方程式(2)の解で空間変化が穏やかなものを考

える．すなわち，空間微分に対する条件

8伽
=0（伽），（10)

釦 i

を満たす解を探す．この解をヒルベルト解と呼び，他の解と区別するため添字Hを付け

て表す．なお，本節では <pHがX叶こ依存しないことを陽に使わない（次節以降の議論で

は，本節で得られた結果で祝)H/8店＝ 0,U3Ho = 0等とすればよい）． <pHをeのべき級

数（ヒルベルト展開と呼ばれる）の形で求める：

咋＝伽o十⑳Hl+き¢四＋・・・ ． 

伽の展開に応じて各巨視量も eで展開される：

(11) 

が＝ hHO+EhHl +翌hm+ ・ ・ ・ (h = w, ui, T, P). (12) 

ただし

W恥＝〈正〉，糾Hm=〈/〉，エ＝］〈（1(12-;) IPHm〉， PHm= WHm + THm, 
(13) 

(m = 0, 1,...)．展開(11)を方程式(2)（ただし¢＝伽）に代入することで，問題は次の

積分方程式の列に帰着される：

£（伽o)= 0, (14) 

枷Hm-1
£(¢Hm) = (i~, m = 1, 2,.... 

枷i,
(15) 

方程式(14)の解は衝突和不変量である 1,ふ I(ドの線型結合で与えられるが，さらに
伽。と巨視量hHOとの関係を考慮することにより <PHOは次の形に整理される：

伽 0= PHO +2糾H心＋（1(12 -~) THQ. (16) 

ここで PHo, uiHO, THoはのの未定関数である．
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次に方程式(15)を考えると， <PHm(m 2: 1)に対する方程式が解をもっための可解条件は

贔］し］のHm-1〉=0, (17) 

である．可解条件が満足されるとき， ipHmしま次の形に表される：

叫＝PHm+2叫H心＋（1(12 -~)国＋珈 (18)
ここでPHm,糾Hm,THmはゎの未定関数，伽＝伽(x,＜）は方程式(15)の解のうち直交条

件J良3(1, (i, 1(12加 Md(=Oを満足するものである． ¢mの具体形を本節の最後に示す．
可解条件(17)は次の流体力学的方程式（ストークス方程式系） ［1, 2]を与える：

8PHO 
釦 i =0, (19) 

枷Hmi A aPHm+l a2uiHm A 82THm 

釦 i
=0, 

釦 i
-"/1 
枷 2
=0, ~=0 (m=0,1,2,...). 

J 
8x2 
J 

(20) 

”ゞし /1 は積分方程式叶（砂—立8ij)B(l(I)]
2 

~t.:L,1 LHl71'7J~:i:\£ [((i(j -~8ij)B(l(I)] = -2 （的—舟妬）の解である関数B=
B(|(|）を用いて積分

2 
11=―〈|＜|4B〉,
15 

(21) 

によって定まる定数である．式(20)の第1式は流速に対するソレノイダル条件，第2式は

"/1を粘性係数とみなすことで定常ストークス方程式に一致する．第3式は温度場に対する

ラプラス方程式である．なお，密度WHmは圧力PHmと温度THmからWHm= PHm -THm 

により与えられる．

最後に¢mの具体的な表式を示す． PH1,糾Hl,TH1,糾HO,TH。が流体力学的方程式を

満足するとすると，

伽＝加＋2UjHlら＋ （ ICドー~) Tm -~(訊(~:；：゜＋勺；［゜）— (jA~こI?_. (22) 
ここでBは前段落で導入されたものであり， A=A(|＜|）は次の積分方程式の解である：

oo 

邸 A(ICI))= -(i (1c12 -~), 付帯条件 100 ICl4AMdl(I = 0. (23) 

3.2 クヌーセン領域

ここまで境界条件のことは触れずにきた．本節では，前節で求めたヒルベルト解が境界

条件を満足するかを吟味する．以下では左側の境界X1=-〗を主として議論するが，右

側の境界X1= ~も同じ扱いである．
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改めてのをべき級数が＝ ¢(0)＋絨1)＋・・・に展開すると，初項 ¢(0)が満足する境界条

件は，

螂 (xi,x2, () = 2./ir l <n I虚 o)(x1,xパ）Md(
応 0

士(1(12-2)冗， (1> 0 (X1 = -~, X2 z O), (24) 

とかける．今，伽。に含まれる糾Ho(x1，巧）およびTHo(xぃ砂）の境界での値が

糾H。(―竺心2)= 0, i = 1, 2, TH。(―竺心2)＝士加 (x2 z 0), (25) 
2 2 

であると仮定する．このとき ip(o)= !pH。が砂＝ 0を除く各点で(24)を満足することはす

ぐに確かめられる．逆にip(O)= !pH。が境界条件(24)を満足するためには(25)が成り立た

なければならない．

(25)の糾HOに対する条件は，流速が壁面速度と一致するという，いわゆる粘着の条件

を表す．もう一方のTHOに対する条件は気体温度が煎面温度と一致する跳びなしの条件で

ある．

実際に (25)のもとで，方程式(19)および(20)（ただしm=O)の解を求めると，次の

表式が得られる：

2
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(26) 

ただし iは虚数単位である．これを (16)に代入すると，ヒルベルト解の主要部のH。が

伽o(x1,X2, () = THO（三）（1(12 -;) 
= ~arg(］ロニ;)（心—;), Z = X1 + ix2, (27) 

と求まる．ただし叩の四に関する反対称性(9)を考慮してPHO=Oとした．

不連続点(xぃ四） ＝ （一 ~,o) 近傍における ¢Ho の振舞いを詳しく観るために， THO を不連
続点のまわりでテイラー展開する．不連続点を中心とする極座標(r,0)を導入すると次の

表式を得る：

THO= Tw(!0 + ;; sin(20) + O(rり），

r ＝口， 0＝ tan-1 （二[)'7f 7f 

2 
-＜ 0 < -

2・ 

(28) 

この表式より THOの不連続点への極限値は0に依存することがわかる．その結果， ¢Hoの

空間微分8¢Ho/8xi(i = 1, 2)の大きさは不連続点に近づくにつれ際限なく増大し，ヒル
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ベルト解としての q)Hoは不連続点近傍で破綻する．そこでq)Hoを不連続点近傍で局所的

に修正する．この不連続点近傍の解の空間変化が急激な領域をクヌーセン領域と呼ぶ．

具体的には不連続点の近傍で解がe程度の空間尺度で変化することを仮定し，そのよう

な解を砂と表す．空間変数

X1 +匹 X2 
X=  2 Y ＝ 

＇ e e' 

を導入し如＝砂(X,Yふ心心）と表すと，如は方程式

枷z 枷z
(1 +＜2 = £（伽），ax 8Y 

を満たす．さらに如をeのべき級数

吟＝如o+ E<pz1 + c2¢z2十．．．，

(29) 

(30) 

(31) 

に展開し初項如o＝りzo(X,Yふふ心）を考える．すると如。は次の方程式と壁面上の境

界条件を満足する：

枷zo ⑳zo
(1 ax ＋〈2 =叩zo) (0 < X < oo, -oo < Y < oo), (32) 

8Y 

如o(X,Y, <:) = 2¥/'ii l<n l(1l¢zo(X, Y, ()Mdく
応 0

土(1(12-2)Tw, (1 > 0 (X = 0, Y ~ 0). (33) 

これは線型化Boltzmann方程式の半空間問題であり，遠方において伽。が満たす条件は，

伽。と伽。の接続を考えることで導かれる生すなわち，

如o•~ (1(12 -~) 0 as'f/＝は二戸→ 00.
7r 

(34) 

ただし0=tan―l(f)（青<0 <〗)である．

境界値問題(32)-(34)の解は数値的に求めるが，その前に遠方で解の空間変化の尺度が

大きくなることを利用して遠方における匹。の漸近形を調べておくことができ，その結果

次の表式が得られる3: 

2江
(0) 

如o(X,Y，く） →りいin(20)＋ 2:w (K|2 _t) （0- ;sin0) 
ー竺（予A(IS|）＋胴°)（Xふ団）） as n＝年了→ 00, (35) 
(r = (1 cos 0 + (2 sin 0, (0 = -(1 sin 0 + (2 cos 0, 0 = tan―1い）， (36) 

(= (-(1e1, e1 = (1,0,0f. (37) 

2r ≪ 1かつ C―1r≫ 1なる点を考える．
3ここでは境界条件が滑らかな場合の漸近理論 [l,2]を利用することができる．
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ここでrおよび亭はある定数，関数A(IC|）は既出［式(23)]，関数叶O)(Xふ，IC|）は次
の境界値問題の解である：

如 1
(0) 

<1 8X = £（平）， 0< X < oo, 

c.pi°)（X,(1, ICI) = -(ICl2 -2)ci0l + (1A(ICI) 

+41r3/2 fc。~ f~ao l(1ll(lc.pi0¥X, (1, 1(1) Md(1dl(I, (1 > 0, X = 0, 

平→ 0 as X→00. 
(38) 

この境界値問題に関して，境界条件に含まれる定数c四がある特定の値をとるときに限り

解が存在することが知られており， C四は温度跳び (temperaturejump)の係数とよばれ

ている丸なお，この性質はGrad-Bardosの定理[1,8, 9]によって数学的に示されている．

定数「は境界値問題(32),(33), (35)（あるいは(34)）の解と同時に決まるもので，衝突

項にBGKモデル[10,11, 2]を用いた予備計算ではr>Oであることが示唆されている [7].

3.3 クヌーセン層

続いてクヌーセン領域を除く領域において eオーダーの項を考える．知られているとお

りヒルベルト解伽は初項¢Hoを除いて拡散反射境界条件を満足する自由度がない (¢H1

に対しては(22)の右辺の最後の項がゼロでないことによる）．さしあたってクヌーセン領

域の解如との重なりが生じないと考え，文献[12,1, 2]の方法により境界条件を満足する

解をもとめる見具体的には解を次の形におく：

¢ = ¢H + ¢k• (39) 

ここで仰はヒルベルト解に対する境界近傍における補正（クヌーセン層補正）で，平板

(x1 ＝ー1r/2)近傍においてのみ有意な値をもつ．咋の空間変化の尺度は次のように仮定

する：

枷 k =0戸） および枷k = 0(％）． （40) 
釦 1 釦 2

すなわち咋は壁面に垂直な方向にe程度の尺度で変化し，壁面に沿う方向には緩やかに

変化する．事前に (29)で導入した座標X=円立を使って伽＝外(X,X2, C)と表し，さ

らにeのべき級数

咋＝綽m＋召</>x2+・・・, (41) 

賃°)の数値は [l,2]に掲載されているただし CiO)（本稿） ＝d1（文献 [l,2]）である．
5クヌーセン領域に近づくと重なりが生じるが，接合漸近展開の過程で解をつなぐことができる．
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に展開し，初項<PKlに対する方程式と境界条件を導くと，空間1次元の線型化Boltzmann

方程式の半無限境界値問題が得られる．この問題の解析より， UiHlおよびTHIに対する境

界条件が導かれる．

クヌーセン層補正解析の結果の要点をまとめる．

1.補正知の表式：

知 (X,xパ）＝（りXH1゚（三）） Xl＝一§エ (X,(1, 1(1), 0 < X < oo, Xzヂ0,
(42) 

ただし叶四は前出の境界値問題(38)の解である．

2. 糾Hl および乃1 が境界 X1=-〗上（ただし X2 ヂ 0) で満足する条件：

｛虹1(-：m) ＝ 0, t = l, 2, 
TH1 (―い）＝ CiO)(〗TXH1宣，四）） • 

X1=-2J 

(43) 

ただし c四は境界値問題(38)に現れる定数である．

(43)の一段目の条件は糾m に対する粘着の条件である．一方，二段目の条件は境界上に

おける気体温度が壁面温度からずれることを表しており，跳びの条件といわれる（脚注4

参照）．なお，クヌーセン層補正を与える叶°)はX → 00のとき Xの任意の逆べきより

速く減衰する [l].

3.4 湧き出し吸い込み条件

最後に，¢=伽O+ c(qJ Hl + qJ Kl) + Q（s2)と¢ = ¢zo + O(s)の接続を考慮すると叫

伽＋如に対する接続条件は

2加「 2加
(0) 

5 c1 
如＋知→ r いin(20)-~ (1(12 -~) ~sin0 

-2竺A(ICI)-~:；やり (~,(1,ICI), as r→0, (44) 

とかける．ここでr= ✓（x1 + ~)2 +x§ = E:'f], 0 = tan―l(~) は不連続点を中心とする
2 エ1+f

極座標であり，叶°)の第1引数では(29)を考慮した．一方，（42),(28)からクヌーセン層

補正に関する次の漸近形が得られる：

知→ー2:：碕o)(~,(1,1(1), as r→ O (45) 

6閥注 2参照
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したがってヒルベルト解部分に対しては，（44),(45)より

2Twr 
伽→いin(20)-

2和;'-(1,12_：)冒sin0ー竺竺A(IC:I), as r→0. (46) 
7r r 

(46)にくrMまたは〈oMを乗じた後，それぞれについてくに関して積分すると流速に対す

る条件

Twr 
叫Hl→ sin(20), u0m→0, as r→0, 

r 

が得られる．ただし，（UrHl,U&Hl)はum=(u1m墨2Hl)の(r,0)方向成分

(47) 

UrHl = U1H1 cos 0 + U2H1 sin 0, UeHl = -U1H1 sin 0 + U2H1 cos 0, (48) 

である．（47)は不連続点から湧き出す流れ（0< 0 < 1r/2)と不連続点に吸い込まれる流

れ (-1r/2<0<0)を表しており，不連続点近傍の流速UiHlの振舞いに対する一つの条

件を与えている．

以上をまとめると， 2平板間の領域を満たす気体の eオーダーの流速uiH1(u3H1 = O) 

の振舞いは以下のストークス方程式と湧き出し吸い込み条件によって記述される：

枷 1H1 8u2H1 8PH2 

如 8
+ ＝ 0，→1△糾Hl= Q 
X2 -, 8x; 

冗―冗―

(i = 1, 2), -i-< X1 < i-
2 2' 

冗．

疇＝疇＝0 (x1 =干う’ 四 -=10),

（ 
2Twrx凸＋~) (__'7r 

叫Hl墨2Hl)→?(x1+~ェ）， as
2和「四（匹＿m 

(u1H1, U2H1)•~ (x1 -; 
r 
~ (x1 -ぅ,x2), as 

ただし△＝贔＋贔である．

r= ✓い＋ザ＋吋→ 0,

r=《(x1-ザ＋吋→ 0.

4 壁面温度の不連続によって生じる流れ：ストークス方程式の解

(49) 

本節では，ストークス方程式の境界値問題(49)の解を求めることで，平板間の流れの

様子を調べる．

4.1 準備

xy平面上で定義された関数の(x,y)に対する重調和方程式

(-:; + f,) 2 ¢(x, y) = -r5"(x)r5(y) + r5(x)r5"(y), (50) 
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を考える．ここで6はDiracのデルタ関数である．なお，（r,0)を(x,y)の極座標とすると，

¢は原点近傍で

のように振舞う．

1 
¢ →--cos 20 (r→0), 
41r 

00 

¢の変数yに関する Fourier変換をG(x,w)= 1 の(x,y)eiwydyと表すと，
_00 

と求められる．

1 
G(x, w) = -~lxle―|割 |wl,

2 

4.2 ストークス方程式の境界値問題

以下では a ＝〗とする．次の問題を考える．

(51) 

(52) 

問題1 2次元平面上の帯状領域D= {(x, y) I -a< x < a, -oo < y < oo}において関

数心(x,y)に対する次の境界値問題を考える：

(:x22十 ];2)2心(x,y)= 0, (x,y) ED, 

心＝
如 1(x + a)2 -y2 
~ = 0 (x = -a, y -:/ 0)，心→—-as (x + a戸＋炉→ 0,
枷 41r(x+a)2+y2
如 1(x -a)2 -y2 

心＝ー＝ 0 (x = +a, y-:/ 0)， 心→ as (x-a)2十炉→ 0.
釦 石(x-a戸十y2

(53) 

ストークス方程式を満たす2次元流速場の流れ閃数は重調和関数であり，境界値問題

(49)を満たす(u1m墨2Hl)は次の関係によってゆから求められる：

8心 8¢
切．Hl=2TTwr— U2Hl = -2TTwr— 

8y'8x’  
(54) 

流れ関数を求めるために境界上での特異性を分離したい．そこで問題1の解心を次の境

界値問題（問題2)の解り＝り(x,y)のb/'aの極限として求める．すなわち，

問題2 bE尺はO<b<aを満たすとする． 2次元平面上の帯状領域D={(x,y)l-a< 

X < a, -OO < y < 00｝においてcp(x,y)に対する次の境界値問題を考える：``>cp(x,y) = -<5"(x + b) <5(y) + <5(x + b) <5"(y) 

+<5"(x -b) <5(y) -<5(x -b) <5"(y), (x, y) ED, (55) 

¢ 
枷
＝ 
釦
= 0 (x =士a).
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切
-2 

゜
0.4 

0.2 

y/1r 0 

-0.2 

-0.4 

-0.4 -0.2 

x゚/rr 
0.2 0.4 

図 1：流れ関数いの等値線（流線）．和＞o,r > o の場合，流れの向きは左半面 (-~<x<O) では時計

回り，右半面 (O< X < ~)では反時計回りである．

¢の変数yに関する Fourier変換を広と表し，方程式(55)にFourier変換を施すと

8疇
2研
8疇

8x4 ---8x2 - - - ＋辺ふ＝一8"(x+ b) -w28(x + b) + 8"(x -b)＋凶(x-b). (56) 

この微分方程式の一般解は，前節の結果を利用することで次式で与えられる：

贔(x,w)＝応osh(wx)+ C2 sinh(wx) + C3xcosh(wx) + C4xsinh(wx) 
1 -~lx+ble—|x+bllwl + ~Ix -ble―|x-b||W|． 
2 2 

(57) 

ただし C1,C2, Cぁ口は積分定数でxによらない．一方，¢の境界条件より，

¢ 
枷
= ~ = 0 (x =士a).
8x 

(58) 
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条件(58)を満たすように(C1,C2, C3, Cりを決めると，贔は次式のように求まる：

贔(x,w)=~Ix -bl e―|x-bllwl -~lb+ xi e―|b+xllwl 

b (1 + 2a|囚|＋ e―2alwl) cosh(bw) -2a門wlsinh(b|叫）
2alwl -sinh(2alwl) 

sinh(x|叫）

(1 -2alwl -e-2alwl) sinh(blwl) + 2blwl cosh(bw) 
＋ 

2alwl -sinh(2a|囚|）
x cosh(xw), 

最後に b→aとすると，
1 訊x,w)=~lx-ale― |x-allwl _~la+ xi e―|a+xllwl 

-a (1 + 2a|W| ＋ e-2a|w|) cosh(aw) -2a門叫sinh(a|W|）
2alwl -sinh(2叫叫）

sinh（叫叫）

(1 -2alwl -e-2alwl) sinh(a回） ＋2alwl cosh(aw) 
＋ 

2叫叫ーsinh(2a|』
xcosh(xw), 

を得る．なお， X＝土aにおいて五＝ 0，隠＝ー1であることから，

如
ゆ＝0, ―=-8(y) (x =士a),
ax 

が確かめられる．最後に心の表式は

叫 y)＝1 J(X) e―;w [竺sinh(xw)-xcosh(xw)] cos(wy)dw 
゜

2 

+t「［―匹(1+7rW +e-1[W)cosh（和）一7rWsinh(§w)
2 T 。 1rw-sinh(1rw) 

sinh(xw) 

(59) 

(60) 

(61) 

(1 -7rW -e―rrw) sinhGw) + 1rw cosh（炉）
＋ 

1rw -sinh(1rw) 
xcosh(xw)] cos(wy)dw. 

(62) 

ただし a=~ を代入した．心(x,y) の等値線を図 1 に示す．これは um= (urn1氾2Hl)の

流線を与える．％ ＞o, r > o の場合，流れの向きは左半面 (-~<x<O) では時計回

り，右半面 (O< X く~)では反時計回りである．壁面温度の不連続によって駆動された

流れが領域内で循環する様子がわかる．
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