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1 はじめに

本稿では､基本的に重力で相互作用する粒子 (質点)が多数集まって出来ている系､す

なわち自己重力多体系について､それがどういうものかということと､それがどのように

研究されるか､具体的には､自己重力多体系のコンピュータシミュレーションがどのよう

なものであり､その方法が自己重力系の物理自体にどのように適応しているかということ

を簡単にまとめたい｡

本稿が ｢物性研究｣の読者にどのように役に立つのか､筆者にもよくわからないが､物

理､計算法にはある程度の共通性があり､応用できる面もあると思う0

2 自己重力多体系とは?

自己重力多体系は､基本的には銀河､星団といった多数の恒星が集まって出来ているも

のである｡ 現実の天文学としては､恒星は有限の大きさを持ち､互いに衝突したり､衝突

しないまでも半径程度の距離まで近付いたし､また進化の結果､超新星爆発で質量の大半

を吹き飛ばしたりする｡そのような現実的な効果についてはまた後の方で簡単に扱うこと

にして､とりあえずは古典的な質点から出来た系を考える｡

なお､宇宙というと相対論を使うのかという話になるが､ほとんどの対象では相対論的効

果は無視出来る｡相対論的効果が重要かどうかは基本的には系の中の恒星の運動速度による

が､典型的な銀河ではこれは2001(111/S､球状星団や散開星団では 10kl11/Sと光速の1/1000
以下である｡ 力学進化という観点から重要なのは重力波の放出によるエネルギー損失であ

るが､この損失率は速度の 10乗に反比例し極めてちいさくなる｡

つまり､基本的な問題は､古典的なニュートン重力法則に従ってお互いを引き合う質点

粒子が古典力学の運動方程式に従って運動するような系はどのように時間発展するかとい

うことになる｡

これはスケールが非常に違うとはいえ分子が多数集まってできている普通のバルクな物

質と変わるところはない｡従って､普通の統計力学で記述できそうな気がする｡ 他方､重

力の他の相互作用とは違った特別な性質として､1/7･ポテンシャルで表現される遠距離力
でありしかも引力だけであるということがある｡ このために､通常の物質とは違った振舞

いが出てくることになり､またその違った振舞いが通常のMD (分子動力学)シミュレー

ションとは違った計算法を要請する面もある｡

これに対し､MDにしても重力多体系にしても､実際の計算において計算時間のほとん

どを占めるのは粒子間相互作用の評価であり､そこをどのように計算精度を保ちつつ高速

- 376 -



重力多体系の数値計算

化するかというのは共通である｡

この場は ｢物性研究｣ということなので､あまり重力多体系固有の事情には深入りしな

いほうがいいのかもしれないが､とりあえずそのあたりを概観してから計算法の話に進む

ことにしたい｡

以下､この節から4節までで重力多体系の物理を概観し､5節以降で数値計算法を見て

いくことにする｡4節までの内容の半分位は2000年の物性物理夏の学校の講義ノートと重

なっているが､一応このノートはこれ一つで閉じたものにしたいのであえてそういう形を

とらせていただいた｡

2.1 ｢統計力学的｣アプローチ

ここではまず､統計力学的な扱いという方向から考えてみる｡ 現実の系では星は一つ一

つ個性があり､例えば質量も違うわけだが､まずはそういうことは深く考えないで星はみ

な同じ質量 m を持ち､それが N個あるということにする｡

自己重力系は､そのようなⅣ個の星 (以下､｢粒子｣と書くこともある)が､自分自身

が作る重力場の中で運動しているような系である｡

さて､統計力学を適用しようというわけだが､すぐに困るのは､実は自己重力系には熟

平衡状態がない､つまり､エントロピーが極大値をとる分布というものが存在しないとい

うことである｡

これはいろんな方法で示すことができるが､例えば以下のようないい方ができる｡

熱平衡であるためには､古典統計なので速度分布関数はマックスウェル ･ボルツマンで

ないといけない｡しかし､これは不可能である｡ というのは､マックスウェル分布では速

度分布は速度無限大まで広がる (指数関数的にしか落ちない)テイルをもつが､自己重力

系では､エネルギーがある値 (具体的には､無限遠でのポテンシャルエネルギーの値｡普

通はこれをゼロ点にとる)以上のものは系から脱出して無限遠に消えていってしまうから

である｡

この一つの例が3体問題である｡ 粒子3個を適当な初期状態において､仝系のエネルギー

(重力のポテンシャルエネルギーと各粒子の運動エわレギーの和)が負になるようにしてお

くと､しばらくの間は3つがそれぞれお互いの回りを動くような状態が続 く｡ しかし､ほ

とんどすべての場合にこの状態は不安定であり､粒子のうちの2つが強く結合した状態に

なり3つめがその反作用ではね飛ばされるという現象が起きる｡こうなると､はね飛ばさ

れた粒子はもちろんもうなにもしないし､2体の系というのはケプラー軌道でこれは無限

に安定なので､これは一つの ｢最終状態｣ではある｡

もっと粒子数が多い系でも､本質的には似たようなことが起きる｡ つまり､そのなかで

の粒子同士の散乱の結果､高エわレギーの粒子が作られるとそれは系から逃げていってし

まうのである｡

2.2 自己重力系の熟平衡状態

そういうわけで､統計力学から極めて一般的にいえることは､｢自己重力系は､十分長い

時間が立てば蒸発してしまう｣ということである｡しかし､これは確かにその通りではあ
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るものの､あまりものの役には立たない｡ほとんどの系で､熱力学的な進化のみによって蒸

発が起きるタイムスケールは宇宙年齢よりもはるかに長いからである｡ 大体､我 が々 (これ

を読んでいるあなたが知りたいかどうかとりあえずおいておくとして)知りたいのは､銀

河や星団ではどのようなメカニズムでその形やその中の星の分布が決まっているかという

ことであるから､｢いつかはなくなる｣といわれてもあんまり嬉しくない｡

というわけで､統計力学的な扱いをもう少し意味があるところまで進めようと思うと､2

つの方法が考えられる (他もあるかもしれないけど､あまり調べられていないと思う)｡一

つは､系の次元を落すことである｡ 粒子が無限遠に逃げてしまうという問題は､空間を1

次元にすれば回避できる｡というのは､1次元での重力の大きさは距離に依存しない定数

であるので､無限遠ではポテンシャルも無限大になるからである｡

そういうわけで､一次元系を調べようという話は昔からいろいろある【Tal187,TGIく96,

TGO01が､とりあえずこのノートではこれについては触れない｡というのは､空間を1次
元化したことで､熱力学的不安定とか､その結果散逸をともなう構造形成が起きることと

いった自己重力系の興味深い性質のほとんどが失われてしまうからである｡そういうわけ

で､一次元重力系はそれ自体として興味深い対象ではあるが､あまり現実の天体とは関係

がない｡

もう一つの方法は､壁をつけてしまうことということになる｡簡単のために壁は球対称

とする｡こうしておくと､平衡状態があれば球村称なので算数が簡単になって具合がよろ

しい｡

2.3 無衝突ボルツマン方程式

平衡状態は何かとかいう議論をする前に､支配方程式を決めないと話にならない｡そこ

で､無衝突ボルツマン方程式を導入しておく｡いま､粒子数が無限に多い極限を考えると,

位相空間での (一体)分布関数 f(訂,V)は以下の無衝突ボルツマン方程式に従う｡

冨 ･V･∇巨 ∇◎･監 -0,

ここで ◎は重力ポテンシャルであり以下のポアソン方程式の解として与えられる｡

∇'2d--47TGp･

ここで､Gは重力定数であり､βは空間での質量密度

P=m,
である｡もちろん､これは､重力多体系の運動方程式

d'2aIi a:i- a:i- _ _ T ､ ′コm.
E G m,i

'lt12 J≠i,fI,･≦/V〉''tr'Ixj- 3,7･[3'

(1)

(2)

(3)

(4)

で､質量密度p-nm,(ここでn,は粒子の数密度)を一定に保ってm,-0(従ってN- ∞)
の極限をとったものである. なお､ここでa:iとmiは粒子iの位置と質量である｡
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式は通常のボルツマン方程式と同じであるが､特徴的なのは衝突項がないことである｡

後で説明するが､自己重力多体系の場合､粒子数無限大の極限では重力場が滑らかになっ

て衝突項が消える｡

まず､力学平衡という概念を導入しておこう｡ これは､(衝突項を無視するという近似の

もとで)､分布関数が時間的に定常であるということである｡衝突項がないので､一体分布

関数に対してリュイビルの定理が成り立つ｡従って､ラグランジュ的に見て分布関数の値

(位相密度)は一定であり､ボルツマンエントロピーは､少なくとも形式的には保存すると

いうことに注意して欲しい｡つまり､今考えている粒子数無限大の極限では､通常の意味

での熱力学的緩和､つまり熱平衡に向かっての進化は起きない｡

で､力学平衡に話を戻す｡分布関数が時間的に定常とは､もちろんオイラー的に変化しな

いということである｡このための必要十分条件を与えるのが以下のジーンズの定理である｡

ジーンズの定理 :任意の無衝突ボルツマン方程式の定常解は､運動の積分を通してのみ

位相空間座標に依存する｡逆に､任意の運動の積分の関数は定常解を与える｡

運動の積分の定義も一応与えておく｡ポテンシャル ◎のもとで､ある諾,γの関数 Jが
運動の積分であるとは､その上で

孟I(x,V)-0, (5)

がなり立つことである｡つまり､実際にすべての粒子の軌道について､その上でその量が

変化しないということである｡ ちょっと変形すれば

V･∇I-∇(I,･芸 -o (6)

これと､上の無衝突ボルツマン方程式を比べてみると､すぐわかるように時間微分が落ち

ているだけである｡

なお､｢運動の積分｣というときの流儀は2通りあって､一般に運動の保存量のことを
｢運動の積分｣ということもあるが､ここでは位相空間の座標だけの関数であって同時に保

存量であるものをさす｡具体的には､たとえば 1次元調和振動子で ｢初期の位相｣という

のは保存量だが運動の積分ではない｡これは､時間が入ってくるからである｡ これに対し､

エネルギーl/i,'2十(I,や､ポテンシャルが球対称 (7･だけの関数)の場合の角運動量ベクト
ル L=γ×γは運動の積分である｡

以下､定理の証明を一応書いておく｡ ジーンズの定理をいいかえると､分布関数 ./-が定
常であるためには､運動の積分 Il,I･2,-,Im があって f-f(Il,I･2,...,I",) の形で書けるこ
とが必要十分ということになる｡

証明だが､まず ｢定常ならば運動の積分で書ける｣というほうを考えてみる｡ これは､.∫
自体が運動の積分の定義を満たしているので､0Ⅰ(0

逆のほうは､実際に Jの全微分を左で書き下せば､それぞれが 0になるということか
らいえる｡

というわけで､これはなかなか強力な定理だが､一般の場合にはそれほど役に立つわけ

ではない｡というのは､ポテンシャルを与えた時に一般に運動の積分というのは 5個ある

はずだが､それらをすべて知っているということは普通はないからである｡例えば､ポテ

ンシャルに球対称とか軸対称とかいった対称性がない時には､一般にはエネルギー以外の

保存量があるとは限らない｡分布に球対称とかいろんな制限を付ければある程度なんとか
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なることになる｡ 例えば､球対称にすれば､エネルギーの他に角運動量ベクトルの3成分

が保存する｡ もう一つ保存量があるが､これは調和振動子やケプラー運動のような軌道が

閉じる場合にしか意味がないので､実効的には上の4つが保存量である｡ ここで､ポテン

シャルに対応して分布関数も球対称であるとすると､分布関数がエネルギーEと仝角運動
量 .)にだけ依存するということになる｡

軸対称ポテンシャルの場合には､対称軸回りの角運動量 Jzは保存量になる｡それ以外に

は保存量がないと信じると､分布関数が E とJ=で書けるということになる｡但し､一般

には他に保存量がないかどうかは良くわかっていない｡(これには第三積分問題という名前

がある)｡

ジーンズの定理は､重力多体系の特徴のうち無衝突系 (に近いもの)であることから来

るものを端的に表現している｡ すなわち､通常の流体ならば力学平衡に対応する概念は静

水圧平衡である｡ 静水圧平衡であって熱平衡ではない系を我々が扱う時の通常の仮定は局

所熱平衡､つまり､十分小さなスケールで見れば熱平衡が成り立っているという仮定であ

る｡ この仮定により､例えば局所的な温度というものを考えたり､熟とかその輸送を考え

たりできるようになる｡

ところが､重力多体系の力学平衡では与えられるのは系のどこでも共通である分布関数

であり､これは熱平衡でなければもちろん熱平衡分布関数とは違っている｡ つまり､分布

関数が本質的に局所的ではないために､熱平衡でない系では必ず局所的にみても分布関数

が熱平衡からずれていて､従って局所的な温度等の熱力学的な量は自明には定義できない

ということになる｡

もちろん､だからといって系が熱平衡に向かわないとかそういうことは (残念ながら)起

こらない｡が､その進化は､通常の系のように温度差を打ち消すように熟が流れるといっ

た形では (少なくとも原理的には)表現できない｡

では､そのような熱平衡に向かう進化はどのようにしておきるか?ということが問題だ

が､それを理解する枠組が ｢2体緩和｣ということになる｡

2.4 ビリアル定理

2体緩和の話にいく前に､一つ重要な関係式を書いておく｡ 定常状態のボルツマン方程

式から､速度のモーメントをとったり空間座標のモーメントをとったりしてがちゃがちゃ

計算すると､以下のビリアル定理が出てくる｡

2̂-+TT/-0 (7)

ここで､Il'は系の仝運動エネルギー､つまり､空間各点での′L'-2/2の平均に質量密度をか
けて仝空間で積分したものである｡1′1月ま全ポテンシャルエネルギー

1

W-;//p(x)p(x')F 可d3xcl3x ′

である｡

今､系の仝エネルギーをEとすれば､E=̂ '+Wであるから､

E--Ii'-W/2
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ということになる｡ つまり､定常状態にある自己重力恒星系では､必ず仝エネルギーはポ

テンシャルエネルギーのちょうど半分であり､絶対値が運動エネルギーに等しい｡これは

球対称とかそういう仮定なしに常に正しい｡このた吟に､系のなかでなにか散逸があった

り､あるいは系の外にエネルギーを与えたりすると､仝エわレギーの絶対値が大きくなり､

そのためにポテンシャルと運動エネルギーの両方がかならずその分大きくなる｡

ここで運動エネルギーといっているものは多くの場合に恒星のランダム運動､つまり熱

運動のエネルギーであり､それが大きくなるということは大雑把にいって温度が上がると

いうことである｡つまり､自己重力系には､基本的にエネルギーを失うほど温度が上がる

という性質､すなわち ｢負の比熱｣があるわけである｡

なお､式(8)から､系の全質量をM とした時に

(10 )

となるような長さの次元をもつ量 Rvil.を定義出来る｡ これをビリアル半径と呼ぶ｡Rvi..は

重力ポテンシャルから見た系の特徴的な大きさを与える｡

3 2体緩和とはなにか?

まず､2体緩和とはいったいどういうものかというところから話を始めることにする｡ 原

理的には､これがなにかというのは結構厄介な問題である｡

有限粒子数の自己重力多体系を考えると､これは以下のような進化をすると考えられる｡

まず､最初は力学平衡になかったとすると､とりあえず力学平衡に落ちつく｡ 粒子数が無

限大であれば､無限に細かく見れば無限に時間がたっても真の力学平衡に到達するわけで

はないが､まあ､漸近はしていく｡ この時､各粒子は与えられたポテンシャルの中を運動

するだけになり､それ以上進化することはなくなる｡

さて､実際には有限粒子数であるので､そもそも真の力学平衡というものはない｡有限

の質量をもった各粒子が系の中を運動するに従って､ポテンシャルは必ず変化するからで

ある｡この変化によって各粒子の軌道も変化することになる｡

それでは､粒子の軌道の変化を､粒子数が有限であることから来る成分とそれ以外に分

離することは可能であろうか?系が力学平衡にあるとみなすことができればそれは可能で

ある｡つまり､力学平衡にあれば､粒子のエネルギー変化は定義によりすべて粒子数が有

限であることによるからである｡

が､良く考えると問題なのは､そもそも有限粒子数であるものを力学平衡とみなすとはど

ういうことかということである｡ このあたりを考えていると段々混乱してくるので､以下､

理想化された状況から順番に考えていくことにしよう｡なお､この節の内容は､LSpit7JCr

の DynanliealEvolutiol10fGlobularClustcrslSl)i87]にほぼ沿っている｡2体緩和に関して
は､重力多体系での議論とプラズマ物理での議論は全くパラレルなものであり､上記の本の

内容自体､同じ著者のPllySicsofFullylonizedGascslSpi56】のものとほとんど同じである｡
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3.1 一様等方な分布

理想化といえば一様等方な分布を仮定することである｡例えばマックスウェル分布があっ

て､その中の一つの粒子をとって考えるということをしたいわけだが､これは結構厄介な

のでさらに簡単な例を考える｡すなわち､速度Oで空間内に一様 (ランダム)に分布した

質点を考え､その中を質量Oのテスト粒子を飛ばして見る｡

もちろん､この場合エネルギー交換はないので速度は変わらず､単に散乱されるだけだ

が､しかし､この例は2体緩和のいくつかの重要な性質を示すのですこし詳しく見ていく

ことにする｡ 分布している質点の質量をm､数密度をnとする. 図1のように､テスト粒

子が一つの粒子から距離 (インパクトパラメータ) bを速度 ,Uで通った時に曲がる角度0

は､実際にケプラー問題の解析解を使って

tall♂

bo

2b

(b/bo)'2-i
Gm
V2

= 1)

で与えられる｡ 単位時間当たり､インパクトパラメータが (b,b+clb)の範囲にある散乱の
回数は 27T･nUbdbである｡

さて､散乱の方向はランダムであると思われるので､平均としては (一次の項は)0に

なる｡しかし､2次の項は0にならない｡これは

･△o'2,-2-2J,UL'""IbO'2bdb (12)

で与えられることになる｡

この式から既にいろいろな性質がわかる｡が､その前に理論的な困難を解決しておく必

要があるであろう.すなわち､この積分はb→ ∞ で発散しているのである.これについて

はいくつかの考え方があった｡例えば､初めて2体緩和の性質を理論的に調べたチャンド

ラセカール [Clla43】は､以下のように考えた｡

｢平均粒子間距離よりもインパクトパラメータが大きいような散乱は､多体の干渉によっ

て効かなくなるのでそこで積分を打ち切ってよい｣
しかし､多体の干渉というようなものが実際にあるかどうかはあきらかではない｡もっ

と素直な解釈は､実際に系にあるすべての粒子と常に同時に相互作用しているのだから､

システムサイズくらいまで全部いれる (系が構造を持つ場合はちょっとややこしいが､密

度の空間依存も積分のなかに入れて全空間で積分する)というものである｡
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数値実験の結果などから､後者の解釈すなわち全体が効くというほうが正しいというこ

とはかなり昔から大体わかっていた｡ 歴史的には､どちらの解釈が正しいかについてはか

なり最近まで論争があって､完全に決着がついたといえるのは 94-5年頃である｡が､現在

では後者の解釈が正しいということに疑いの余地はな}､｡

式(12)から､適当に近似すると

<△02>～Gnu-3m2log(月/ro) (13)

となる｡ ここで IHま先に述べたシステムの大きさ､roは ｢大きく曲がる｣ためのインパ

クトパラメータの値で､bo-Glt,I/,U2の程度である｡
さて､これからどんなことがわかるかというわけだが､これから､逆に角度変化が 1の

程度になる時間というのを求めてみると､

to～
Gnm2logA

(14)

となる｡ここで Aは上のR/roを単に書き換えただけである｡
今､logAの質量依存性といったものを無視すると､散乱のタイムスケールは速度の3乗､
数密度の逆数､質量の2乗の逆数に比例するということがわかったことになる｡ 特に､質

量密度一定の場合というものを考えてみると､タイムスケールが各粒子の質量に比例する

ということがわかる｡

ある大きさを持った多体系というものを考えてみよう｡質量M､ビリアル半径 R､粒子

数 N とすれば､ビリアル定理からrt''2>/2-GN/R､力学的なタイムスケール､つまり
典型的な速度を持つ粒子が系を横断するのにかかる時間が i(I-R/V～師 となるo
これを使うと上の緩和のタイムスケールは

to ～ B t(L (15)

となる｡つまり､力学的なタイムスケールに比べて､2体緩和のタイムスケールはほぼ Ⅳ

倍長いということになる｡このために粒子数が大きいほど無衝突系に近付 くわけである｡

3.2 どういうことを考えるかということ:流体との違い

2体緩和によって､最終的には系が熟力学的に進化するわけであるが､これが普通の流

じ体 (ガス)とは本質的に違うものであるということをここで再確認しておこう｡

ガスの場合､粒子の平均自由行程はシステムサイズよりもはるかに小さい｡液体であれ

ば平均粒子間距離は粒子のサイズ程度であるし､気体であっても通常の状況では考えてい

る現象の空間スケールに比べて平均自由行程は小さい｡ちなみに､非常に希薄な気体とか､

あるいは本当に空間スケールの小さい現象では平均自由行程が問題になる｡これは例えば

超高層での人工衛星の回りの気体の流れとか､あるいは最近の磁気ヘッドの回りの空気の

流れとかいったものである｡

とにかく､通常のガスの場合､平均自由行程がシステムサイズより小さい｡このために､

システムサイズよりは小さく平均自由行程よりは大きいような空間スケールを考えると､そ

のなかでほぼ熱平衡になっていると思っていいことになるOいいかえれば､いわゆるLoeal
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thcrmalcquilibriuln(LTE)の仮定が使える｡ こうなると､温度とか圧力とかいった量が近

似的 (といっても実際上非常に高い近似精度で)に定義でき､そういったマクロな量で系

の進化を扱う､特に熱の流れを拡散方程式で書くということが可能になる｡

しかし､自己重力質点系では状況が全く異なる｡ まず､粒子数が無限大の極限では､平

均自由行程も無限大であった｡つまり､LTEが成り立たないどころか､そもそも熱平衡に

向かう (すなわちエントロピーを生成する)ようなメカニズムがなかったわけである｡

粒子数が有限の場合も､依然として平均自由行程が長い｡つまり､粒子数無限大の時の

軌道から､他の粒子との相互作用によって役々ずれていくわけだが､そのずれる典型的な

タイムスケールはNt,I/logN程度であった｡つまり､流体の場合とは全く逆に､ほとんど
衝突はしないで自由運動 (他の粒子全体が作るポテンシャルに沿った運動)をしていて､そ

の場が有限の粒子で表現されるための揺らぎがあるので段々軌道が変わっていくというこ

とになるわけである｡

従って､ローカルな熱平衡を仮定して拡散係数/輸送係数を求めるというのとは逆に､

ある一つの粒子が系の中を動き回りながらどういうふうにエネルギー等を変化させていく

かという観点で見ていくことになる｡

これをすこし別ないい方をすれば､通常の空間のなかでの密度や温度の変化を考える代

わりに､また6次元位相空間のなかでの分布関数の進化を考えるということに当たる｡ 具

体的には､これまで無視してきた ｢衝突項｣というものをちゃんと評価して､どういうも

のかみてやろうということである｡

3.3 バックグラウンドの分布のもとでの有限質量のテスト粒子の振舞い

さて､以下ではバックグラウンドの粒子分布のもとでの一つのテスト粒子の振舞いを考

える｡3.1節と違うのは､バックグラウンドも動いていることと､テスト粒子も有限の質量

を持つことである｡ バックグラウンドの粒子は一様に分布するものとし､ある速度分布に

従うとする｡さらに､バックグラウンドの粒子間の相互作用とかは考えないことにする｡こ

れで本当にいいかどうかはちょっと良くわからない問題であるが､まあ､とりあえずやって

みることにしよう｡

前と同じく､分布している質点の質量を m､数密度をn,とする｡ テスト粒子が一つの粒

子から距離 (インパクトパラメータ)pを相対速度 V-vt,-vIで通った時に曲がる角度
は､実際にケプラー問題の解析解を使って

tall♂

1)o

2p

(p/po)2-1
G(mJL+mJ/)
1′2

(16)

で与えられる｡ここで､この曲がる角度は相対軌道のものであって､テスト粒子の軌道の

ものではないということに注意する必要がある｡ いきなり回りが動いていてしかもテスト

粒子が質量をもつというのは面倒になるので､とりあえずテスト粒子は質量を持つが､回

りは止まっている場合を考える. この時､一回の散乱での速度変化は以下の式に従う｡

△ひ垂直 Vsillβ=21′m/ T,,∴tn___∩,′ m I P/po

mL+m/ mL+mJl+(p/po)2
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△γ平行
m/

ml+m,/
V(1-cosβ)--2V

m･I 1

ml+m Jfi+(p/po)'2
(18)

(19)

前の話との違いは､速度変化に係数 mJI/(m,/+mL)がついていることだけである｡これに
また単位時間当たりの衝突回数 27TIn7,IVclpを掛けて積分するが､△堰直については前と同

様 1次の項は落ちる｡ それ以外についても前と同様に計算出来て

<△ V墓直>

< △ ,U平行 >

<△′Uを行>

こ

こ

軒
一四

Eiid
岬
畑
+l

r

′
(

/

-

一

日

r-如G'2m,1-;111A

ここでFは

(23)

である｡ただし､1eadillgtCllnでない項は適当に落ちてたりするので注意｡

上の式で､<△′埴直>の項は前に扱った角度の曲がる項と同じものである｡前の話と違

うのは､ネットに速度が小さくなる成分がある､すなわち<△′坤行>が負で有限の値をも

つということである｡

これは､dynalnicalfri｡tionというものである｡ つまり､回りが止まっているなかを粒

子が走っていくと､それが回りを引っ張って動かすので､その分エネルギーを失って段々

速度が落ちるわけである｡ これは､mが大きい (mJ/が小さい)極限では mfn/､つまり

質量密度によっていて､バックグラウンドの粒子の質量に依存しないことに注意してほし

いoこれに対し､他の項は7中 /に比例していて､質量密度が同じでも粒子の質量が大き
いほうが値が大きくなる｡

さて､ここではとりあえず 1次と2次の項を求めたわけだが､それより先の項について

は考えなくてもいいのだろうか?ここでは粒子の軌道変化がたくさんの散乱のランダムな

重ね合わせで書けるとした｡この仮定が正しければ､たくさん散乱を受けた後の速度の分

布は 1次と2次のモーメントで決まるガウス分布になり､従って3次より高いモーメント

の寄与は考えなくてもいいことになる｡

問題はこの仮定が正しいかどうかであるが､実は理論的にはそれほど厳密に正しいわけ

ではない｡というのは､インパクトパラメータが例えば1)Oの程度の散乱というのも現実に

おき､その効果はそれ以外の散乱すべての寄与に比べてせいぜいlnA程度でしか小さくな

いからである｡ まあ､しかし､そんなことをいっていても高次の項があっては計算出来な

いし､とりあえず111A程度で小さいということも確かなので､以下高次のモーメントは考
えない｡

3.4 バックグラウンドが速度分布を持つ場合

いよいよバックグラウンドが動いている場合ということになる｡ この時でも､相対速度

の変化自体は前節に述べたもので正しいが､相村速度にフィールド粒子の速度成分が入っ

てくるところが違う｡
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以下､二種類の単位ベクトル系をとって､その上で考える｡一つは(el,e2,e3)であり､

元の空間に固定されている｡もう一つは(e'1,e'2,e'3)であり､最初の成分を相対速度 Vに平
行にとる｡従って､後者は相手の粒子によって違うわけである｡ この2つを考えることで､

相対速度の変化をもとの静止系でのテスト粒子の変化に焼き直す｡

まず､1次の項は相対速度に平行な成分だけであった｡このことから､ある方向の速度変

化は

<△Jl)2･>-<eT･･e'l△viF行 >′ (24)

ということになる｡もうすこし精密に書くと､右辺はインパクトパラメータと相手の速度

の積分なので､以下のように書けることになる｡

･Avi, -/dp2"1" /dvlf(vI)Av7･ (25)

- -r(1+m/-/)/響 (et･･e/1)cIv/ (26)

ここで､V/-vL-Vはフィールド粒子の速度､fは速度分布関数である｡ pについての
積分を先にやったことに注意して欲しい｡この積分は 町 -0であった時の結果をそのまま
使っている｡

さて､2次の項についてであるが､前節で見たようにVに平行な成分は小さいので､垂

直な成分､すなわち er2とeliの成分を考えればいい｡従って､一つの方向からくるフィー
ルド粒子との散乱を考えた時には

<ALliLiL,i> - 【(ei･er2)el,+ (ei･eI,)e:l日 (ej･eT2)el2+(ej･e:3)eIl]<△JLl墓直>/2
- [(e7･･er2)(ej･el2)+(e7･･e13)(ej･e:3)]<△t鳥直>/2
- Qi,A<△,U墓直>/2 (27)

となる｡ 最後の Qijは角括弧の中をそう書いただけである｡(27)式にまた分布関数を掛け
て積分すると､結局

･△,U7･Avj,-r/響 Q7･jdv/ (28)

ということになる｡これで一応必要な2次までの係数はすべて書けたわけだが､あまり計

算するのに使い易い形ではない｡というのは､e:･とか Vとかいったものがまだややこし
い形ではいったままであるからである｡ しかし､もうちょっと簡単な形に書き直せること

が知られている｡ まず､1次の項だが､

∂
鋸,･(吉) -

1∂V∂Vi l′て ei･e'l
V'2av;･8,U,,･ V3 V'2 (29)

という都合のよい関係がある｡e'IをそもそもVに平行にとったから上のように出来るわ
けである｡このため､

h(V)-/豊島dvI

i△ V7･,-- r (1+- /- /)蛋
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ということになる｡

2次の項についても同様な整理が可能である.Qijはei,ejのe'2とe13によって張られる

平面への写像の内積なので､ellとの内積の分をつけてやれば元の単位ベクトル同士の内積

になる｡ つまり､

Q7･j-bij" ･･ell)(ej･C,1)-6i3-%

∂2v 1

∂LliaVj I/(bij一等)-Qij/i,･

(32)

(33)

したがって､

というわけで､

とおけば､

I,,(t･)-/f(vI)IvIVIIdv/

･△viAvj,-r蔑

(34)

(35)

3.5 バックグラウンド速度分布が熱平衡の場合

前節では､バックグラウンドの速度分布が任意のものについて､実際に計算可能な式を

導いた｡ ここでは､速度分布が等方的な場合について式をさらに単純化してみる｡

速度分布が等方的な場合､hやgの積分を､vIの絶対値方向と角度方向に分けることが

できる｡ 角度方向の積分については､γとVJのなす角度を∂とし､f̀-COSβとすれば､
球面上での積分が､まずわ.については

/A -2wLll dlL恒2-2FL･,i"U/+V.'引l/2-4弓11/;U;.,i('Y,'<'JVu;:), (36)

となる｡ これは､球面上に分布する電荷の作るポテンシャルと同じ式である｡tqについても
同様に計算できて

/恒 vIIllvI-2W/_ll,U2-2lLVVI･,UiIl/'2dFL-筈〈
となる｡ これから､

3V+弓/･V,(V>vI)31,/+V'2/,uf,(i,<JU/)

Fn(V)- lv(慧)nf(vI)cI,U/
E,A(,Ll)

)

り丁(
ド

んニ
f(,U/)d v/

というものを考えると､

h(V) - 47rVtF2(JU)+El(V)]

9(,U)-掌3F･2(V)+F4(V)+3E3(V)･EJv)]
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これらから､最終的な結果､すなわち､バックグラウンドが動いている時の､速度に平

行な速度変化と垂直なそれを書き下せることになる｡ それらは､結局以下のようになる｡

･△咋行, - -4qr(1･芸)F2(V,
･A,i,i行,- 竿 lF4(V)+El(V)】

･△,U墓直, - 竿 【3F･2(V)-FA(V)･2NEl(1,)]

これらから､粒子のエネルギーの変化 △Eを出すことができる｡

△E-JU△,U3f行+<△Vを行>/2+<△V墓直>/2

と書けるので､1次の項は

<AE>=47rn)
lEl(V,-;F･2(,U,]

となる｡2次の項については､(L心年行)'2以外の項は小さいので無視すると

<△E2,=些 望 [榊 ).El(,U)]3

となる｡

さて､速度分布を熱平衡､すなわち

fo(V)-
7り

とすると､上の係数等を具体的に計算できることになって､その形は

･△- ,--4筈(1･芸)G(ttl)
<△1右 手> =

< △,U墓直> -

<AE> =

ここで erfは誤差関数であり､

2Jf空廷G(Ll油J
1,､′′王止
(7

V!･?生F_CT

G(.t･)-

crf(.t･)-G(;1:)

(43)

(44)

(45)

(46)

[著 f(申 (1+若)tttL,rf,(I"] (50,

crf(.1･)-Ltlerf/(.tt)
2.7,/2

(5 1 )

また.t･-V,/(ヽ乃q)である｡
山ほど式はでてきたものの､だからなんなんだという気もする｡ 以下､上の式の意味に

ついてちょっと考えてみる｡
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まず､速度の1次の項を見てみる｡ これは､速度分布にはF･2だけを通して依存している

ということに注目して欲しい｡例えば､マックスウェル分布のようなものを考えた時､ ･L'

が大きい極限では F2-1/(27rV-2)となるので､回りが止まっているときと同じく速度変化

は速度の2乗に反比例する｡ これに対して､,i,が小さい極限では､fを一定と見なすことが
出来るので F･2∝Vとなる.

これは､タイムスケールを考えてみると､速度が大きい極限では減速のタイムスケール

が て73であるのに対し､逆の極限では 一定になるということである｡ すなわち､非常に速

度が大きい粒子が出来てしまうとこれはなかなか減速しない｡もちろん､自己重力系の場

合には､そのようなものは系のなかに留まるのは困難である｡ このような粒子 (超熟的粒

千)が問題になるのはプラズマの場合である｡

速度が小さいほうではタイムスケールがある一定値､つまりはび～ CTで決まる値あたり

になる｡

この1次の項は､前に述べたようにdynamicalfric,tionを表している｡ これが問題になる
場面は､例えば恒星系が質量の違う2つの成分から出来ているような場合である｡ 力学平

衡状態で､分布関数に質量依存がないようなものを考えると､これは熱平衡から遠 く離れ

ている｡ 従って､上の式で決まるタイムスケールで重いものがエネルギーを失い､軽いも

のがエネルギーを得る｡ これは､エネルギー等分配に向かう普通の熱力学的な進化である｡

が､自己重力系ではこのエネルギー交換の結果熱平衡に近付くとは限らない｡つまり､重

いものがエネルギーを失い､軽いものがエネルギーを得るということは､それぞれの分布

関数が変わり､空間分布も変わるということである｡具体的には､重いものは中心に集中

した分布になり､軽いものは外側に押し出される｡その結果それぞれの成分の速度分散が

どうなるかの細かいところは初期条件に依存するが､普通は物が中心に集まれば重力も強

くなり､力学平衡では結局速度分散も大きくなる｡ このために､熱平衡からはかえって遠

くなってしまう｡

さて､次に､2次の項を見てみる｡ 速度に平行な成分も垂直な成分も､i)が大きい極限で

は0にいく｡特に､垂直な成分は1日こ反比例する｡ これに対し､速度が 0の極限では､ど

ちらも一定値に収束する｡ これはテスト粒子が停止している極限でも､回りの粒子によっ

て揺さぶられるということを表しているわけである｡

3.6 2体緩和のタイムスケール

前節では､実際にバックグラウンドの粒子も動いている場合について､2体緩和によっ

て粒子の速度､エネルギーがどう変化するかの期待値 (のモーメント)を求めた｡ ここで

は､前回の結果を使って､まずいくつかの重要な場合について2体緩和がどのように働 く

かを議論する｡

｢タイムスケール｣というのは､普通ある量 .1:の時間変化が

2-(-); (5･2)

なる形で書ける時のTのことである｡ もちろん､一般にはTはユ:を含むいろんなものの関

数である｡
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そういった意味で考えやすいのは､温度 (平均運動エネルギ)が違う2つの空間一様な
分布が重なりあっている時に､どのようにして2つが近付いていくかというのものである｡

これは､もちろん時間が立てば熱平衡に近付くわけである｡以下､実際に計算してみる｡

3.7 等分配のタイムスケール :理論

今､フィールドに質量 mIの粒子が一様に分布しており､テスト粒子として質量 mLのも

のがこれもまた一様に分布しているとする｡ さらに､どちらも速度分布はマックスウェル

で与えられるとする｡ここでは等分配を考えるので､それぞれの粒子1個当たりのエネル

ギーを EI,ELと書く｡ 今､テスト粒子のエネルギー変化の平均を考えると､

cl<El>
dt -4小 ?f(,ul)<△EL, a/uL (53)

と書けることになる｡ これに前回求めた <△E>を入れて実際に積分を実行することがで
きて､結果は

d<El>
clt 2㌦要

mJtnfr<E/>-<EL>
I,a/ (V?+弓)3/.2

(54)

となる｡

ここで､いくつかの極限的な場合を考えておくことは有益であろう.まず､mt>> m,I
で vL ～ ,LIIという状況を考えてみる｡これはつまり非常に重いものと軽いものが､同じよ

うな空間分布､速度分布で広がっている場合である｡ この時は上の式でEL>>E/なので､

dlog<EL>
dt

(55)

となる. なお､この時､変化率はテスト粒子の速度に分母のV?を通してしか依存しないの
で､ tJIー 0の極限でエネルギー変化 (減速)のタイムスケールは-定借にいき､それは

Llt～UIの時の値とそれほど違わない｡
次に､m/ ～ 川IIで ･uI<< ･UIという状況を考えてみる｡この時は上の式を
a(<EL>/mL)
dt -2府警≦穿 -8J6;G'2111A12J/m,I<E/,vIT3 (56)

となる｡ ここで

r-47TG2m'ilnA

を使った｡ さらに､EL-mJL,U?/2などを使って書き直せば

地 -4J67G2111An,/m･fv/-1dt

(57)

(58)

を得る.つまり､速度が小さい極限では､一定の率でキネルギーをもらうわけである｡ 言

いかえれば､温度が2倍になるタイムスケールというものは､温度に比例して小さくなる

ともいえる｡
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さて､通常 ｢2体緩和のタイムスケール｣という時には何を指しているかというと､この
等分配のタイムスケールのことではないのが普通である｡が､時と場合によっていろんな

ものが出てくるが､まあ同じようなものである｡普通に使われるのは､

1 1U;2n v,3,, 0.065V31tr-
3<埠行>V- vm 1･22nr lm12G21ogA

(59)

とするものである｡ここで vmはr.m.S.速度である｡1/3になにか意味があるわけではな
く､こう定義したというだけである｡

これは､ローカルな量で定義されていて､例えば系全体の緩和時間といったものを考え

るのにはちょっと不便なこともある｡というわけで､いわゆるhalf-massrclaxatiolltilnCtrh

というものを導入しておく.これは､半径7,∫,の中に質量の 1/2があるとして､その中の密

度は一様であるとし､さらにビリアル定理から出てくるT～0.2GM2/rhといった関係を
使って出すことが出来る｡ここでビリアル半径ではなくhalf-massraditlSを使ったのは慣

習に従っただけで深い意味はない｡この2つは通常 30%程度の範囲で一致する｡ これは

I,.A-0.138
_＼'I･::'-'
A,Il/'2Gl/12logA

(60)

となる｡

ここで注意しないといけないことは､ 右./Lはあくまでも球対称に近い系のhalflnaSSradius
のあたりでの緩和時間であるに過ぎないということである｡ 従って､球状星団全体の緩和

時間とか､あるいは楕円銀河､銀河団といったものには有効な概念であるが､球対称から

大きくずれた銀河とか､あるいはllalflnaSSradiusのずっと外側やずっと内側では全く違っ

たものになっていることに注意する必要がある｡さらに､速度分布が非等方であるとか､回

転がメインであるとかでもまた話が全 く変わってくる｡ このような場合､ローカルな緩和

時間､あるいはエネルギー変化自体の式に戻って考えないと､タイムスケールについて全

く間違った推定をしてしまうことになる｡

4 熱平衡分布

なんだかよくわからないが､自己重力多体系における2体緩和はこんなふうに起きると

いうことで､話をすすめる｡

以下､まず､熱平衡を考える｡

球対称としたので､運動の積分はエネルギーEと仝角運動量Jの2つだけということに
なる｡さらに熱平衡を仮定すると､速度分布がマックスウェル分布でないといけないこと

になる｡さて､ここで､上のジーンズの定理から直ちに導かれることは､系全体の分布を

記述する分布関数がエネルギーだけに依存し､これがマックスウェル分布

f(E)-
Pl _i,,/J2ef/JTL= pl
(27rq2)3/A-'〉 (27TC,'2)3/2

中一/L'2/2
cT-2

に従うということである｡ここで Cは以下のように定義される｡

せ -一･D+◎0, 8--E+◎O- 中一V'2/2
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･Doは定数で､普通はC>0でf>0,8≦でf-0となるようにとる｡
球対称の定常状態を求めるための標準的な方法は､分布関数Jを速度空間で積分して密

度βをポテンシャルの関数として表すことである｡ この時に誤差関数についての

封
○〇 ･ヽ
e-'1'~(ね･=1

を使うと､

p-PICO/ql-'

ポアソン方程式にこれを入れると

妄評 芸 )- 14wGp

従って､

掛 ･2響 )-14qGq'2p

(63)

(64)

(65)

(66)

後はこれを数値的に解 くわけだが､まず､一つ特別な解があるということを指摘しておく

ウ

p-志 (67)

は､上の方程式を満たし､解の一つとなっている｡ これをsillgtllarisotllCrmalspllerCと呼

ぶ｡ すぐにわかるようにある半径rの内側の質量N,,.を考えるとこれが 再こ比例するので､
この解は有限質量にならない｡

特別ではない解は､中心密度を有限にして中心から外側に向かって解いていけばいい｡

この時でも､ r- ∞ の極限では .sillgularisotllerlllalに近付 く｡ 従って､self-consisitellt
な解というのは所詮存在しなくて､初めに書いたように壁をつけないと意味がある解には

ならない｡

なお､熱平衡であるということは､実は自己重力的な流体 (衝突項が大きいもの)と自

己重力多体系で分布関数が同じであるということである｡ 念のため､以下､自己重力流体

について方程式を導いておく｡ 静水圧平衡の式は

dP GM,.

777=-/'Tdr
である｡ 状態方程式に等温の

p = 生壁p
rn,

を使ってPを消して､さらに A4, を微分してみれば､

i(r'2響 )-一旦諾 pr2

(68)

(69)

(70)

要するに､上と同じ方程式が出てくる｡

もちろん､これは ｢熱平衡｣という極めて強い条件を課したからで､非平衡状態を考え

ると自己重力流体では局所的に分布関数がボルツマン分布になるのに対し､自己重力多体

系ではジーンズの定理から常に分布関数はグローバルなものであり､しかもそれは必ずボ

ルツマン分布とは違っているわけである｡
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4.1 熱平衡分布の熱力学的安定性

若干前置きが長くなったが､壁が断熱壁であるとしてこの熱平衡解の振舞いがどんなも

のかもう少し考えてみる｡ 上の解き方では､中心での密度､温度を与えて外に向かって解い

ていって､適当なところで打ち切った (そこに壁があるとした)わけだが､何が起きるかと

いう観点からは壁の半径 月､中の物質の総質量M を固定し､仝系のエネルギーEを変化さ

せて対応する解がどうなるか調べるというのがわかりやすいであろう｡ で､後ですぐに明ら

かになる理由から､Eではなく中心での密度 poと壁のところでの密度pwの比D-po/p ,〟
をパラメータにとることにする｡ 重力がある分中心密度が高いわけで､β の値は重力の効

き方の程度に対応している｡ R,M を固定した時には､D-1の極限は E- +∞ に対応

する｡重力のポテンシャルエネルギーはGM 2/Rの程度の大きさであるからである｡
さて｣では β をどんどん大きくしていくとエネルギーはどうなるかというわけだが､結

果だけを書くと､エネルギーはβのある値 (数値的には709くらい)で極小になる｡ その

あとは振動的にD-∞ での値 -Gil,(2/4別 こ近付く｡
ここでチャンドラセカールによるlillCal･SCriesallalysisを適用するなら､この D-709

から先は熟力学的に不安定ということになる｡[LW68]しかし､これでは不安定といっても
どんなものかというのは良くわからない｡不安定モードがどんなものかというのを初めて

具体的に示したのは蜂巣と杉本[HS78]である｡ といっても､実は彼らが調べたのは自己重
力多体系ではなく流体の場合である｡ というのは､流体だと上に述べたように局所熱平衡

で議論して良くなって､熱力学的な量を使って安定性を議論することが容易になるからで

ある｡

等温状態なのでエントロピーは通常ならば極大値である｡ これは､任意のエントロピー

の再分配に対して､△∫-0,△∫2<oとなっているということを意味する｡

熱をちょっとどこかからとって別のところに与えると､それによる温度変化を考えなけれ

ば (一次の変分)エントロピーは変わらない｡また､温度変化を考えると (二次の変分)､

普通は熱をもらった方は温度が上がっているのでもらうエントロピーは少なく､出したほ

うは逆に温度が下がるので出ていくエントロピーが多い､従って､系全体としては普通は

摂動を与えるとエントロピーが減る､すなわち､平衡状態はエントロピー極大に相当して

いる｡

以上から､もし､熟を取り去った時に温度が上がるようなことがあればエントロピー極

大ではないかもしれないということが想像できよう｡ もちろん､常識的な熱力学の対象で

はそんなことはあり得ないわけだが､自己重力系ではそうではない｡

蜂巣と杉本の方法では､摂動に対して△∫2を求め､その符号から安定か不安定かを決め

ている｡ この方法では､しかし､熟力学的に安定かどうかをきめることは出来るが､不安定

性がどのように発展するかを調べることはできない｡というのは､そのためには熱伝導の

式もカップルさせて線形応答を求めないといけないのに､そのような解析は行なっていな

いからである｡というわけで､しばらく前にそういう解析をやってみたことがあるlMH91】
ので､以下はその結果を使う｡

熱伝導の式は

･{= -& (71)

と書ける｡ここで､L(r)は半径 rのところでの熱流束であり､K は熱伝導の係数である.
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図 2:安定領域の応答

〟は温度､密度の関数だが､ここでは等温状態の線形解析なので温度依存性は無視してよ

い｡従って密度だけの関数として

〟 -βα (72)

という形を仮定する｡ 放射伝達であれば ctJ=-1である｡

自己重力質点系の場合は､緩和時間の式(59)からわかるように密度が高いほうが熱平衡
に達するタイムスケールが短い｡このことを熱伝導係数でむりやりに表現すると､(1=1と

なる｡

エントロピーについての式は

aL

有 -- 4 - :2pTa A･[･

L=O fol･ 且/I=O and A,I=1.

で与えられ､境界条件は

(73)

(74)

ということになる｡ 以下､式の細かいところを見たい人は原論文に当たってもらうとして､

結果だけ書 く｡

図2に示すのは第一固有値 (ここではすべての固有値が負なので､最もOに近いもの)に

対応する固有関数である｡

ここで､ Dは中心の密度と壁のすぐ内側での密度の比である｡D=1というのは､温
度が無限に高くて重力エネルギーが相対的に小さい極限である｡ これに対し､β=∞ は

sillgularisothermalに対応する.
D=1.05は､要するに重力が無視できる場合である｡D=1の場合は応答はベッセル関
数で書けるわけで､もちろんそれに近い解が求まっている｡ 注意して欲しいことは､圧力

pの変化がないこと､エントロピーSと温度Tがちゃんと比例関係にあることである｡重

力が無視できるので普通の振舞いをしているわけである｡ つまり､密度､温度の変化が圧

力変化がなくなるように働 く｡ これは､静水圧平衡を保つためである｡

なお､ここでは､中心から熟を奪って外に与えるようなものを考えているが､その道も

固有関数であることに注意してほしい｡これは､線形化した方程式の解だからである｡
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図 3:中立応答

さて､少し中心密度を上げると､摂動に対する圧力の応答が変わって､中心で圧力が上

がるようになる｡ これは､熱を奪われることに応答して縮むと､重力も強くなるので､つ

じつまをあわせるにはもうすこし縮んで圧力を上げる必要が起きるからである｡ このため

に､温度の応答は与えたエントロピーからずれてくる｡ もっとどんどん温度をさげて､.刀

を大きくすると､ついには､熟を奪ったにもかかわらず､温度が中心でも上昇するように

なる｡

もちろん､この解は負の固有値に対応するものであり､安定である｡ それは､温度勾配

としては依然として中心に向かって下がっていて､ちゃんとエントロピー変化を打ち消す

向きに熱が流れるからである｡

4.2 中立安定

さて､もっとβを大きくすると､ついには固有値が 0､すなわち与えられた摂動が減衰

しなくなる｡ この状況を図3に示す｡与えられた摂動が減衰しないということは､温度勾

配ができないということである｡ 実際､応答は6Tが定数になっている｡

4.3 重力熱力学的不安定

さらにもっと温度を下げ､βを大きくすると､ついには固有値が正になる｡図4にいく

つかの例を示す｡

どの場合でも中心でエントロピーが減っているのに温度が大きく上がり､それが外側の

温度上昇を追い越している｡その結果中心から外に向かう熱流ができるのである｡

なお､ちょっと注意して欲しいのは､αの値によって応答が大きく違うことである｡Dが
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図 4:不安定応答

同じ時､ct-1の方がct･=-1に比べて中心に集まったような応答になっている｡ これは､

熱伝導が密度の高いところで速いためと考えて良い｡

4.4 有限振幅での進化

さて､このあとどうなるかということを調べるためには､数値計算をする必要がある｡

Hachisuctal.[HNNS78]は､自己重力流体についてそのような数値計算を行なった｡
結果の詳細は省くが､重要なことは､中心から熱をとったときに ｢自己相似解｣が現れ
る場合があるということである｡

中心に熱を与えると､中心は温度を下げつつ膨張する｡このときは､結局最終的には安

定平衡にいってしまうことになる｡ しかし､中心から熱をとったときにはどこかいき先が

あるわけではない｡

この後の進化は､熱伝導のタイムスケールによる｡ 密度が上がるとタイムスケールが長

くなるような場合には､大雑把にいってかなり大きなものが全体として収縮していく｡

これに対し､恒星系に対応する場合では､密度が上がるとタイムスケールが短くなる｡こ

の時は､密度の高い ｢コア｣が出来､それがどんどん収縮を続けるということになる｡ こ

れに関する詳細な解析は Lyllden-Bell&Eggletoll【LE801に与えられているので､以下考
え方だけを示す｡

ここで自己相似解というのは､ある物理量 封が

y(7,,i)-yo(t加[7jT.o(+)i. (75)

と書けるようなものである｡ さらに､ roとyoが時間のベキで書ける (これは数値計算の

結果がそうなっている)とすれば､

ro-(to-i)p,

yo-(to-i)7,
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y.- rJ/I/).

と書け､結局

(78)

という関係が出てくる｡

自己相似解ということで､いろんな無次元量は一定と考えられる｡ 特に､今コアという

ものを考えて､その半径を rcとすれば

.) GMc
J~(Xr(:

ウ

～ Polo-･ (79)

ここで 伽 を

と書けば

/JL.-I-こト

ro-(to-i)-2/(('+'-I)

(80)

(81)

となる｡

実際に ro(i)とかを求めるには､やはり固有値問題をとくことになる｡Lyndell-Bcllk

Eggletonは実際にといて､

p0- 7･O-'2･'21
という答を得た｡

(82)

4.5 ガスとⅣ体の遣い

実は､このあたりの進化､すなわち重力熱力学的不安定や自己相似解については､ガス

近似､フォツカー ･ブランク近似を使って分布関数の進化を数値計算する方法､Ⅳ体計算

の間の一致は素晴らしくよい｡これが何故かというのは本当にわかってるのかといわれる

と困るようなものだが｡

ガスではうまく表現出来なくなるのは､質量分布がある場合､非等方性が発達する場合

等である｡

4.6 自己相似解の後の進化

さて､自己相似解は､ある時刻 toで密度が無限大になる｡ これをcollapSeと呼んでい
る｡実際にそんなことが起きるのか､また､そのあとはどうなるのかというのは現実的に

は重要な問題である｡ というのは､多くの球状星団､あるいは小さな銀河では､タイムス

ケールを見積もるとすでにcollapSeしているはずだからである｡

その後どうなるかについては､いろんな可能性が考えられた｡特に､これによってブラッ

クホールを作るというアイディアはそれなりに真剣に検討されたし､まだ完全に見捨てら

れたわけではない｡特にできたばかりの若い星団を考えると､現在の球状星団には存在し

ない大質量の星がある｡ 緩和時間は質量に反比例するので､こういった系では進化が速い

し､大質量星は dyllamicalfrictiollによって中心に沈むのでさらに進化が速くなる｡この

場合には暴走的に合体が進んでブラックホールができる可能性があることが最近の研究で

は示唆されている｡【PMMH99】
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図 5:重力熱力学的振動

しかし､現在のところ､典型的な球状星団や銀河では､ブラックホールが出来るという

のはありそうにないとされている｡コアが十分に小さくなると､エネルギー供給源が出来

るからである｡

ここでのエネルギー供給の元は連星である｡ 仮に星団があらかじめ連星をもっていなかっ

たとしても､コアが十分に小さくなると､そのなかで3体相互作用で連星ができるように

なる｡これは基本的には星のなかで温度､密度が上がると核融合が始まるというのと変わ

るところはない｡ただし､量子力学的な効果やポテンシャル障壁はないので､連星の出来

やすさは密度と温度 (平均速度)の関係だけで決まる｡

連星によるエネルギー供給が始まると､コアの収縮は止まる｡熱源として連星を考えた

計算を初めて行なったのはエノン[Hel17512であり､1982年ころまでにいくつかそのよう
な計算が行なわれた｡それらでは､コアからの熱伝導による熱の流出と連星からのエネル

ギー入力がバランスし､系全体がホモロガスな膨張をするという結果が得られていた｡

しかし､1983年になって､杉本とベトウイ-ザ-[SB83]は､実はこのホモロガスな膨
張解も熱力学的に不安定であるという発見をした｡そのあと数年に渡る論争があったが､

1985年には他のグループによるガスモデル計算､1986年には FP計算でも振動が確認さ

れた｡実際に粒子系でそんなものが起きるかどうかにはさらに議論があったが､1995年に

なってN体数値計算でも確かに振動が起きるということが兄い出されたい′Iak97]｡図5に
結果を示す｡縦軸は中心密度である｡ 粒子数が違う計算結果は適当に縦にずらしてある｡ 横

方向は､緩和時間がほぼ等しくなるようにスケールした時間である｡

粒子数が小さいものではよくわからないが､大粒子数の計算では大振幅の非線形振動が

おきているのがはっきりわかる｡

2ェノン ･ハイレスのカオスやエノン ･マップで有名なエノンと同一人物である
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4.7 現実的な系

前節で見たように､極めて単純な自己重力系､すなわち､同じ重さの質点がおおむね球

状に集まっている系については､その熱力学的な進化の過程がどんなものかというのはほ

ぼ明らかになったと考えてよい｡しかし､実際の天体現象を考えると､

●多くの系は年齢が熱力学的進化のタイムスケールよりはるかに若い

●回転や速度の非等方性の効果は軽視できない

●構成要素である星の質量は等しくない

●星は質点ではなく､大きさをもつ

●星間ガスとかそういうものもないわけではない

●相対論的効果とか､､､

と､いろんなことがあるわけである｡ これらの効果を見ていくためには､前節で得られ

たような基本的な措像を手がかりとしつつ､現実的な効果を採り入れた数値計算によって

調べていくということになる｡

というわけで､ここから数値計算の方法についての話にしたい｡

5 数値計算の方法 一 前置き

数値シミュレーションといっても､方法は1通りではない｡前節で見たように怪しげな

流体近似を使って走性的な議論をするとか､粒子数無限大でのフォツカー･ブランク近似か

ら得られる分布関数についての偏微分方程式を数値積分する方法もある｡

これらに対して､多体系の運動方程式を積分する多体シミュレーションの方法は､あく

までもいくつかある方法のうちの一つでしかない｡

とはいえ､他の方法に比べた利点があることも確かではある｡ 極端な話､銀河系の星の

数と同じだけの粒子数を使えば､少なくとも銀河系の自己重力多体系という側面について

は (ガスがどう振舞うとか､磁場の影響がどうかとかいうことを別にすれば)､｢正しい｣
計算結果を得ることができるはずである｡ これに対し､他の方法ではそこで明示的に､あ

るいは暗黙のうちに導入される仮定すべてが正当化出来るわけではなく､｢この計算結果は

正しいか､そもそも正しいというのはどういう意味か｣というナイーブな疑問に答えるの

はそれほど容易なことではない｡

とはいえ､現在我々が利用可能な計算機の速度と我々が知っている計算法では､銀河系

の星 (とそのほかのダークマターとか)を粒子毎に表現するというのは不可能である｡ 3も

ちろん､現実の系と同じだけの粒子数を使わないと意味がある結果がでないというわけで

はない｡粒子数が少ない計算でも､定性的には有意味な結果が得られるし､タイヰスケー

ルのスケーリング等で理論的には小規模な計算の結果を現実の系や粒子数無限大の極限に

3計算量の他に､ダークマターはそもそもどういうものでどれくらい質量があるかもわからないという原
理的な問題もあることはあるが､､､
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もっていけるはずである｡ しかし､ここでは結局 ｢この計算結果は正しいか､そもそも正

しいというのはどういう意味か｣という疑問が戻ってきてしまう｡

まあ､そんなある意味哲学的ないい方をするまでもなく､現在の計算機で出来る最大規

模のシミュレーションで結果が正しいかどうかぎりぎりのところが現在の研究の最先端で

あるわけで､より高速 ･高精度 ･大粒子数の計算を可能にすることで新しい領域が開ける

わけである｡ というわけで､以下ではそれにはどういう方法があるか､また今後の研究の

方向はどういうものかという話をする｡

計算法を改良するのとより速い計算機を使うというのが基本的な方向である｡ このバリ

エーションとして､速い計算機を使うためのに計算法を改良するというのもあるし､また

自分で速い計算機をなんとかするという方向も考えられる｡

5.1 何が問題か?

原理的には､多体シミュレーションは非常に単純なものである｡つまり､以下の運動方

程式

d'2x,.
蒜 ニー∑G mj

Xj- 3I,

J̀ー川̀JJxj- Xil3'j≠i
(83)

を数値積分するだけである｡

これをプログラムにするだけなら､時間積分に何を使うかによるが大したことはない｡

右辺を計算するプログラムは 2重ループで 10行 くらいである｡ というだけで話が済めば

いいけれど､もちろん世の中はそんなに簡単ではない｡

大きな問題は2つある｡ 一つは､計算精度の問題である｡ これもさらにいろいろあるが､

主要なものは次の2つである｡ 一つは前に述べた自己重力による構造形成である｡ このた

めに､時間がたつと中心密度が上がる｡ 時間積分という観点からすると､時間刻みを決め

るのは粒子の軌道運動のタイムスケールであり､粒子の軌道運動のタイムスケールは基本

的には自由落下時間

t.｢-1/V毎 (84)

で与えられる｡ これは以下のように出てくる｡ 密度 p､半径 Rの球を考えると､その表面

での重力ポテンシャルは -GpR'2の程度であり､粒子の典型的な速度はビリアル定理から

単位質量あたりの運動エネルギーとポテンシャルが同じ程度ということから､府 評 にな

る｡ これで系の大きさRを割れば上の ttrが出てくることになる｡ まあ､この出し方はだ

いぶ適当だが､真面目に一様密度球のなかでの軌道を計算すれば､これは単なる調和振動

子なので周期はすぐに出て､係数を別にすれば同じ結果になる｡ もちろん､このtrl･は前に

出てきた力学的な時間スケール t,/と係数を別にして同じものである｡

つまり､問題が何であったかというと､タイムスケールが短い領域が出来てくると､す

くなくともその領域の粒子は時間刻みを必要に応じて短くしなければいけない｡が､ここ

で､なにも考えないで仝粒子の時間刻みを短くしては計算時間が増え過ぎる｡ どの程度計

算量が増えるかはどの程度空間構造が発達するかによるわけであり､これを言い換えると

利用可能な計算機資源によってどこまでの空間構造の発達を計算できるかが決まるという

ことになる｡
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もう一つの問題は､それほど空間構造が発達していない系でも､重力が引力であるため

に確率的には2つの粒子がひじょうに近付くような近接散乱が起こるということである｡前

節で扱ったように､粒子数が有限の系では各粒子は他の粒子との近接重力散乱を通してエ

ネルギーを交換し､系は熟力学的に進化していく｡ ここで､理論的な問題としては粒子同

士の衝突のインパクトパラメータbの上限はどこかということが問題であった｡ インパク

トパラメータが 0でも､質点とすれば直線解があるわけであり､普通の衝突と同じように

速度が反転するだけであるので､2体緩和への寄与は有限なので､こちらでは積分は発散

しない｡

だが､多体系の数値積分においてそのような軌道をどう扱うかというのは大きな問題で

ある｡ナイーブな方法は､もちろん一番短いタイムステップを必要とする粒子に合わせて

タイムステップを決めるということである｡しかし､これではもちろん大きな無駄が発生

することになる｡ これは計算精度の問題というよりは計算量の問題である｡

もちろん､数値計算においては常に計算精度と計算量の間にはトレードオフがあるわけ

であり､計算精度の問題と計算量の問題というふうに明確に分離出来るわけではない｡

といいながら､計算量の問題という方に話を移す｡これは､運動方程式の右辺の計算量

が 0(Ⅳ 2)であり､粒子数が大きくなると急速に計算量が増えるということである｡
もうちょっと状況を整理すると､これらは問題によってというよりは解決法によって分

類されているということができる｡ つまり､時間領域で効率化を図る方法と､空間領域で

効率化を図る方法があるということに今までの説明は基本的には対応している｡

というわけで､以下､時間領域での計算法と空間領域のそれを概観しよう｡

6 計算法 一 時間領域

6.1 独立時間刻み

重力多体問題は､原理的には単に大規模な常微分方程式の初期値問題である｡ というわ

けで､普通に考えると､数値計算ライブラリパッケージに入っているルンゲ ･クツタ法や

線形多段階法のサブルーチンをそのまま使えばいいような気もするが､これで話が済むこ

とはほとんどない｡これは､既に述べた2つの問題に対応しないといけないためである｡

実際に､重力多体問題を扱う上で鍵となる手法は2つある｡一つは独立時間刻みであり､

もう一つは安定な連星系をサブシステムと認識し､それに対しては特別な扱いをする方法

である｡

独立時間刻みというのは､基本的には粒子毎にばらばらの時刻 tiと時間ステップ △tiを

与える方法である｡ 時間積分は､以下のような順序で進むことになる0

1.ti+△t,･が最小の粒子を選ぶ｡

2.その粒子の軌道を新しい時刻まで積分する｡

3.その粒子の新しい時間刻みを決める｡

4.ステップ 1に戻る｡
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と､こう書くと､もちろん謎が発生する｡軌道を積分するといっても､それにはなんら

かの方法で他の粒子からの重力を計算する必要がある｡ つまり､その粒子の新しい時刻で

の他の粒子の位置が必要になる｡しかも､例えばルンゲクッタのような方法では､現在の

時刻､新しい時刻の他に､その中間のいくつかの時刻でも他の粒子の位置が必要になる｡

例えば､時間積分が前進オイラー公式のような1次精度のものであれば､これをどのよ

うに解決すればいいかというのは自明である｡ つまり､別に何もしなくていい｡1次精度の

範囲内では､ある粒子の新しい時刻での加速度を計算するのに､他の粒子についてはそれ

らのそれぞれの時刻での位置をそのまま使ってかまわないからである0

ここで､とりあえず満たすべきは積分公式の次数､すなわちタイムステップの何乗で誤

差が小さくなるかということだけであるとすると､とりあえず､以下のような方針が考え

られる｡

●各粒子の時間積分公式としては､可変ステップの線形多段階法をpECモードで使う｡
(いわゆる予測子 ･修正子法)

●ある粒子の新しい時刻での加速度を計算するには､他の粒子のその時刻での位置を予

測子を使って予測する｡

といってもコトバを知ってる人にしかわからないような気がするので､以下説明｡

6.2 線形多段階法

まず線形多段階法とは､常微分方程式の初期値問題の解法の一つである｡ ルンゲ ･クッ

タとの違いは､何ステップか前での導関数の値や数値解そのものをとっておいて､それら

の線形結合として新しいステップでの解を求める方法である｡

原理的には非常にいろいろな方法があり得るが､現在実際に使われているのはほとんど

アダムス型公式といわれるものでる｡この方法では､新しい時刻 t,･+1(ここでは添字は粒

子の番号ではなく時刻を表すことにする)での解 .1.2･+1を､前の数ステップでの導関数から

作った補間多項式 p(i)をtiからti+1まで積分して求める｡ つまり

L7:i･1-L7:7･･/,Ll'-p(i)dt (85)

補間多項式の作り方にも無限にいろいろありえるが､実際に使われているのはし ,詰 lI,+1,-ti

とp+1点とってp次多項式を作る方法と､i,A-2,+1,i.･-I,+･2,･･･ti+1のp+1点をとって同じ
くp次多項式を作る方法である｡ 前者の方法では､.t･i+1を作るのにそこでの導関数の値は

必要ないので､これは陽解法ということになる｡ 後者では.tli十1を求めるのにそこでの導関

数が必要になるので､これは陰解法である｡ 陽公式の利点はプログラムが簡単でステップ

当たりの計算量も少ないことであり､陰公式の利点は安定性､誤差の両方がステップサイ

ズが同じなら陽公式に比べて圧倒的によいということである｡陽公式はアダムス ･バシュ

フォース公式､陰公式はアダムス ･モールトン公式という名前がついている｡

余談になるが､アダムスは19世紀末のイギリスの数学者 (物理学者･天文学者)であり､

葦星の軌道の数値計算のためにこの方法を開発したそうである｡
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実際には､陽公式と陰公式を組み合わせて使う方法が実装も容易で便利である｡ つまり､

最初に陽公式を使って .I.i+1を推定し､それを使って導関数を計算し､計算した導関数を

使って今度は陰公式を適用して.TIS+-を計算しなおす.原理的には､さらに導関数を計算し､

それを使って.7:i+1を計算しなおすのを､Llli+lが収束するまで繰り返さないと陰的解法には

ならない｡が､通常の場合には､反復を全くやらないでおしまいとか､あるいは一度だけ

やっておしまいにする場合が多い｡

これは単に用語の説明だが､反復を全くやらない方法が PECモードというものである｡

これは､陽公式の適用のことをprCdictol･Stet)(P,予測)､導関数の計算を evaluatestcl)

(E,評価)､陰公式の適用をcoITCCtOrStCp(C,修正)と呼ぶことにして､それらを一度ずつ

この順番でやるという意味である｡これに対して､1度反復を繰り返す方法は P(EC)2モー

ドと書かれる｡原理的にはPEとか PECEPE(CE)2とかいった､Eで終る方法もあり得る｡

普通の数値計算の教科書等を見ると､p(EC)2や PE(CE)2のような公式が勧められてい

ることが多いが､これは (後に述べる対称型公式のような)特別な場合を除けば重力多体

問題ではあまり得にはならない｡これらのほうが､真の収束値に近い分ある程度誤差が減

ることは確かである｡ しかし､計算量のほとんど全てが加速度の計算にかかるので､タイ

ムステップが同じなら計算量がほぼ2倍になる｡それよりもpECモードでタイムステップ

を半分にしたほうが得になることが多い｡ ＼

なお､次数についてだが､これはもちろん粒子数､要求する精度等､さまざまな条件に

よって変わってくる｡例えば太陽系の惑星の長時間積分というような話になると､12次と

か14次といった超高次の公式が使われる｡ これに対し､球状星団や銀河中心核といった問

題では4次程度の比較的次数の低い公式が使われることが多い｡理論的にも実験的に要求

する計算精度に依存して最適な次数が存在するわけだが､現状では最適な次数というより

は実装の単純さ等によって次数を決めている面もある｡

なお､この方法でプログラムを実際に書くのは結構面倒である｡ この後で､もうちょっと

プログラムが書けるような方法について議論するが､基本的な考え方というか､キーワー

ドは示しておこう｡タイムステップと次数が固定の場合は話は簡単である｡アダムス法の

場合は､結局 △.1.- .7:2･+1-.7:7･が導関数の値の線形結合で書けるわけなので､その係数をあ

らかじめ求めるか､適当な数値解析の教科書から写してくればいい｡

6.3 可変時間刻みの実現

可変刻みにすると話が急にややこしくなる｡ 線形結合で書けるといっても､その係数が

毎回変わるからである｡ 実際のプログラムでは､まず不等間隔補間多項式を構成し､それ

を代数的に積分 (もちろん多項式なので各項を次数+1で割るだけだが)し､求まった積分

された多項式にタイムステップをいれて△.7:を求めるという手順になる｡

補間多項式を構成する標準的な方法は2つあって､一つは差分商 (divideddi独rellCC)を

使ってニュートン補間多項式を作る方法である｡ これは､もちろん求まる多項式は一意に

決まるのでラグランジュ補間と同じだが､数値的に安定であるとか､また補間範囲を一点

ずつずらしていくときに前の計算結果の使い回しによって計算量を減らせるとかいった利

点があり､名前からも想像できるように古くから使われている補間多項式の構成法である｡

もう一つは､通常 multivalucmetllOdまたは提案者の名前をとって Nordsieklnethodと
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いわれている方法である｡ この方法では､差分商の代わりに補間多項式の係数､つまり高

階の導関数の値そのものを記憶しておく｡ これの良いところは､見かけ上 1段階法になっ

ているので気分的にタイムステップを変えるのが簡単であるということである｡ なお､実

際には､見かけ上1段階法であるが､補間多項式をずらすときには､考え方としては等間

隔補間の元の参照点での値を作り直し､もっとも古い点を落してそのかわりに新しい点を

付け加えて補間多項式を作りなおすというような手間が必要になる｡タイムステップが頻

繁に変わる場合には､multivalucmet,hodでは補間多項式の性質が多少悪くなるという問

題が少なくとも理論的には存在する｡

以下､もう少し積分公式の話を続ける｡

6｡4 エルミート公式

まず､細かい話であるがJハミルトン系のような2階の方程式の場合には､アダムス型

公式をそのまま使うのはあまり賢い方法とはいえない｡通常､高階の微分方程式の数値積

分をするには､最高次の一つ下までの導関数を変数にとって連立の一階微分方程式系に置

き換える｡ が､アダムス法の場合､加速度に対する補間多項式を2回積分すれば位置の変

化が求まるわけであり､速度についての補間多項式を構成したり､速度の昔の情報をとっ

ておく必要はない｡このため､必要なメモリ､計算量の両方が減る｡

もう一つ､線形多段階法､あるいは一般に常微分方程式の数値解法のほとんど全てにつ

いていえることだが､良く研究されている解法では基本的には微分方程式を与えられたも

のと考え､その右辺値､つまり導関数だけを使って積分公式を構成する｡

多くの教科書で､高次の導関数を使って直接テイラー展開を計算して近似解を構成する

方法が ｢テイラー法｣として紹介はされるが､通常高次の導関数を計算するのに必要なコ

ストは次数の指数関数で上昇するのであまり現実的な方法ではないとしてそれ以上詳しい

議論はなされない｡

しかし､一般に非常に高い次数まで計算すれば指数関数的に高価になるのは確かだが､

例えば次の導関数くらいならそれほど大変ではないことが多い｡例えば､2体間の重力

fij- -GmjV

37･j--Gm j
V.lj 3(V,･,.･rij)rij
r,gJ rid5

r,.J. = Xj- a:i'

Vij =Vj- V,'･

なら､その一階導関数は

である｡ ここで

(86)

(87)

であり､ xh 両 まそれぞれ粒子 iの位置､速度､Gは重力定数､77申 ま粒子jの質量であ
る｡ 式はちょっと複雑だが､追加計算には除算や平方根演算は必要ないので､計算時間の

増加はたいしたことはない (計算機によるが､2倍以上になることは稀である)｡これ以上

高階の導関数を計算するのは､さすがに現実的ではない｡
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このように微分方程式の右辺の時間導関数が比較的安価に計算できるので､アダムス法

を拡張して､補間多項式を導関数も使って構成することが考えられる｡ この型の補間自体

はエルミート補間と呼ばれる｡ エルミート補間を使う積分公式は､人によってエルミート

型､あるいはオブレヒホフ型の公式と呼ばれる｡ この公式自体は古くから知られていて､数

値解析の教科書を見ると載っているものもある｡が､まあ､一応､重力多体問題にこの型

の公式を導入したのは著者であるらしい｡lMak91b]
この方法の利点は､段数に対して達成出来る多項式の次数が2倍になることである｡ 特

に､実質的には1段法である2段の陰的公式で4次精度が実現出来るため､多くの応用で

はこれで十分な精度が達成出来る｡

ただし､この場合予測子は2段とはいえやはり多段階法であり､実装はけっこう面倒で

ある｡ここで､さらにもう少し手を抜くために､予測子の最高次の次数を位置の時間に対

する3次までで止めるという方法が考えられる｡ 誤差の係数は別にして､公式の次数に関

する限りは､これでもつじつまはあっている｡

このやり方の大きな利点は､出発公式が不要であるということである｡ 線形多段階法一

般にいえることだか､公式自体のプログラムよりも､最初に時間積分を始めるところをど

うするかのほうが面倒である｡ というのは､公式は加速度の過去の値を必要とするのに､積

分を始める時にはもちろんまだ過去の情報は持っていないからである｡

一般には､この場合にどうするかというと2通りの方法がある｡ もっとも一般的な解決

法は､タイムステップだけでなく次数も可変な公式を使うことである｡ 最初は次数2の公

式から出発して､(必要に応じて短いタイムステップにしておき)､積分を進めて過去の値

が入るのに応じて次数を上げていく｡

次数が 4程度と低い場合には､もっと直接的な方法もある｡ 例えば､広 く使われている

プログラムでは､加速度の3次までの導関数を直接計算し､それから過去の差分商を構成

する方法が使われている｡

というわけで､一般の線形多段階法で 2次以上になると出発公式をどうするかを考えな

いといけないが､エルミート公式では4次でも出発公式が不要になる｡これは手間を省く

という点からは馬鹿にならない｡

以下､この場合に積分公式がどうなるかをまとめておく｡

予測子は単に以下のようなテイラー展開で与えられる｡

At'2

x-,- 筈 &｡+T a.+△tv.巾 ｡

V1,- 等 &.･△ta.･V｡,

ここで xp と 隼 はそれぞれ位置と速度の予測子であり､xo,vo,aoおよび doは前の時刻
での位置､速度､加速度と加速度の一階時間導関数である｡ △tは時間刻み fl-tOである｡

この位置と速度の予測子を使って新しい時刻 tlで加速度とその導関数alおよび dlを

計算する｡ これらを使って､時刻toでの加速度の2階と3階導関数は以下のように求めら
れる｡

α(2)o
-6(ao-al)-△t(4do+2d･1)

At'2
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α(3)O -
12(ao-al)+6△t(do+dl)

At3

これから､修正子を書き下して整理すると､

x｡- x｡+筈 (vc巾 ｡)一芸 (al-a｡),

vc- V.･% (al･ao) 誓 (dl-a.)･

(92)

ということになる｡なお､ここでは､最高次の項は速度の修正子にだけ使って､位置と

速度を同じ形に書き下した｡最高次の項を位置に入れても､時間積分の精度は上がらない｡

独立時間刻みにするなら､他の粒子の予測子も計算しないといけないが､これらも単にテ

イラー展開を評価するだけなのでなんということはない｡

6.5 時間刻み自体の決定

あと､決めないといけないのは､タイムステップの計算式である｡伝統的には､以下の

なんだか意味が良くわからない形の式が使われている｡

･1一掃 黒 猫 器
(95)

これは､どういう理屈があって決まるのかといわれても困るような代物だが､経験的には

非常にうまく動くことが知られている｡ 以下､｢うまく｣動くとはどういうことかをもう

ちょっと考える｡

6.5.1 誤差評価と誤差の指数的成長

理屈としては､時間ステップをどのように決めるべきかというのは結構良くわからない

問題である｡もちろん､位置なり速度の誤差の推定は出来るわけで､その誤差をある値以下

になるように調整しようというのが普通の話だが､ここで問題になるのが空間構造が発達

し､タイムスケールに大きな幅が出来るということである｡ このために､例えば位置や速度

の絶対誤差に上限をつけるというのがよい方法かどうかはあまり自明ではない｡といって

も､ではといって相対誤差にすればよいというものでもない｡つまり､絶対誤差にすれば､

特に速度が小さい粒子に対して相対誤差が非常に大きいということになる｡ではといって

相対誤差にすると､まず誤差がガリレイ変換に対して不変でないという問題が生じる｡例

えば､系が全体として運動していると､そのなかでの粒子の運動がどちら向きかで時間刻

みが変わることになってこれは非常に変である｡また､もちろん､速度が大きいと絶対誤

差としては大きくなるわけで､例えばエネルギー保存を重視するなら､誤差のほとんどが

速度の大きいところから出るということになってなんとなく無駄なような気がする｡

つまり､原理的には､多体計算において ｢どのような誤差を最小にするべきか｣という

問題があるわけだが､これは､要するに､良くわかっていないのである｡ もちろん､良く

わかっている問題もある｡例えば､太陽系の惑星の運動の長時間積分という場合には､最

終的に問題になるのは例えば 10億年積分したあとでのそれぞれの惑星の位置そのもので
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図 6:軌道間距離の指数関数的拡大

あり､それらの誤差が許容範囲内になるようにタイムステップを決めることになる｡また､

逆に､非常に大きなスケールでの宇宙の構造形成といった場合にも､観測と比較するのは

例えば銀河団の空間分布の2体相関関数であり､さらに､その構造は自由落下のタイムス

ケールで出来たものである､つまり､いい方を変えれば､そのスケールでの構造は-様な

宇宙膨張から密度揺らぎが自己重力で成長することで出来るわけだが､これはまだ成長中

であって共動座標でみてものはあまり動いていないという事情があるので､ここでも位置､

速度そのものを見るというのはそれほど悪いやりかたではない｡

問題は､この2つの中間の場合である｡ この領域では､シミュレーションの最終状態で

のそれぞれの粒子の位置は原理的にほとんど意味を持たない｡これは､各粒子の軌道その

ものは､リヤプノフ指数が正で､その時間スケールが自由落下時間 毎 (式84)の数分の-
程度であるという意味でかなり強くカオス的であるからである｡これは､大雑把にいえば

有効数字がtrrあたり1桁程度減っていくということであり､従って 10tlrもたてば初期条

件の精度が 64ビット浮動小数点数の有効数字だけあったとしても､最終状態での個々の

粒子の位置の精度は10桁落ちて 5-6桁しか残っていない｡つまり､2つ全く同一な系で､1

つの粒子だけ初期条件の最後の1ビットだけ変えて計算を始めたとして､10tfr程度でその

ずれが 1010倍にも増幅されるわけである｡

これは､力学系自体の性質なので､どれほど数値積分を正確に行なっても同じことであ

る｡球状星団や散開星団の進化の計算では､数千から数万クロッシングタイム程度の長さ

のシミュレーションを行なうが､その後で各粒子の位置が意味を持つためには計算精度が

数万桁いるわけである｡そんなことはできるはずがないので､多体シミュレーションでは

必ず個々の粒子の位置は ｢正しく｣ない｡
このように指数関数的な成長が起きるのは､難しげにいうとT空間 (6N次元位相空間)

での軌道が双曲的であるからということになるが､もちろんこれは指数関数的に広がると

いうのの言い替えでしかない｡具体的にミクロスコピックにみてどうやって広がるかとい

うのを見てみると､これは結局他の粒子と近接遭遇した時に軌道間の距離が拡大される傾

向があるからである｡2次元の時のイメージを図6に示す｡

ここで､細かい人は 3次元だと紙に垂直な方向では軌道が縮んでいるのではないかと思

うかもしれない｡軌道のずれの1次 (線形)の分だけをとって計算するとそうなるが､こ

こでは実は2次の項の分が効き､そちらは拡大する方向に働 くのである｡
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6.5.2 指数的成長と熱力学的緩和

なお､ここで時々誤解【GS86】があるような気がするので断っておくが､このように初期
条件の差が指数関数的に成長する時間スケール (大雑把にいって最大リアプノフ指数の逆

数程度)と､系が熱力学的に緩和する時間スケールとの間にはなんの関係もない｡実際､

前に述べたように熱力学的に緩和する時間スケールはほぼ粒子数に比例するのに対し､指

数関数的成長の時間スケールは粒子数に無関係に一定なのである｡さらに､指数関数的成

長を担うのは､上に述べたように比較的近接した粒子同士の相互作用である｡具体的には､

距離がIUJ六戸の程度のものの寄与が最大である｡ この程度の距離まで粒子同士が近付くの
はクロッシングタイムに1度程度であり､これは粒子数 N に無関係である｡ これに対し熱

力学的緩和を担うのは R/1VからRまでの全ての粒子との相互作用であり､従って近距離
ぐのポテンシャルの形をすこし鈍らせることで､熱力学的緩和の時間スケールをあまり変

えないで指数関数的成長の時間スケールのほうは非常に長くすることができる｡

ここでよろしくないのは､熱力学的緩和とは ｢系が初期条件を忘れること｣であり､ま

た､初期条件の微小なずれが指数関数的に成長することがまさにその ｢忘れる｣ことであ

るとなんとなく思ってしまうことである｡

少し思考実験をしてみよう｡今､非常に粒子数が大きい系を考え､そのなかで､ある位

相空間の微小体積を考える｡ 熱力学的緩和によって初期条件を忘れるとは､基本的にはそ

の中にある粒子が系分布関数全体 (というか､まあ､とにかくある程度の広さ)に広がる

ということであろう｡ それらが依然としてどこかに固まっていれば､緩和したとはいい難

い｡では､指数関数的な成長でこの微小体積をどのように変形できるのであろうか?配位

空間での大きさが､上のR/苗 よりも小さいうちは､空間の少なくとも1方向に向かって
ほほほ指数関数的に伸びていく｡ これは､他の粒子との散乱が基本的にはコヒーレントで

あるからである｡つまり､微小体積の大きさに比べて散乱のインパクトパラメータが大き

く､微小体積のなかの各粒子の軌道は基本的には同じように曲がる｡ 同じように曲がるの

で､その差を考えると散乱するほうの粒子に近いほうが大きく､遠いほうは小さく曲がり､

差が指数関数的に成長できるのである｡

逆に､どんどん延びていってある1方向に村して長さがR/JN を超えると､散乱のイン
パクトパラメータに比べて微小体積のほうが大きいような散乱が頻繁に起きることになる｡

このような散乱では､上の場合のように線形に微小体積が引き延ばされるというような簡

単な話にはならない｡むしろ､長さがR/J万 よりも十分大きい極限では､各粒子がどのよ
うな散乱を受けるかというのは他の粒子とはほとんど無関係になる｡ もちろん､非常にイ

ンパクトパラメータの大きな散乱に対しては依然としてコヒーレントなわけだが､それに

よる指数関数的成長の時間尺度はインパクトパラメータが大きくなるにつれて急速に長く

なる｡ こうなると､各粒子間の距離は指数関数的には広がり得ない｡散乱が無相関である

極限では粒子間の距離は拡散的に広がることになる｡

そういうわけで､指数関数的に軌道が広がるといっても､それはせいぜいR/J両程度の
距離までである｡ そこから先は拡散的なので､平均的には vGに比例して距離が広がって
いくということになる｡

もっとも､これは依然として ｢粒子の位置がどこかわからなくなる｣ということを意味

することに変わりはない｡拡散的になってしまうというのは､要するに本当にランダムに

なってしまうということである｡もちろん､原理的には決定論的なハミルトン系なのでラ
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ンダム性なんてものはどこにもないが､しかし､非常に近くにある2粒子の距離が､まず

は指数関数的に､それからはランダム ･ウオーク的に広がるわけである｡繰り返しになる

が､これは物理的な系のもともと持っている性質であり､数値計算で有限の精度でやるか

らそうなるとかいう問題ではない｡

実際､系が熟力学的に振舞うことを保証しているのは､このように粒子の軌道が拡散的

に広がっていくという性質そのものであるはずである｡ 近くの軌道が指数関数的に広がる

速さは熱力学的な振舞いに直接つながるわけではない｡

6.5.3 なにを ｢正しく｣できるか

では結局数値計算で正しいものは何で､それはどうすれば正しいということがわかるの

であろうか?正しいものはなにかというと､結局､個々の粒子の位置には左右されないよ

うな統計的な性質であるというのがまあ優等生的な答ではある｡ 具体的には､前のほうで

述べた重力熱力学的カタストロフィーや自己相似的進化がそのような系の統計的振舞いで

あると我々が理解できるものの例ということになる｡ これらは､等質量の質点系で球対称

という極めて単純な系の場合に起きることであり､これらの条件を外した系ではもっとい

ろいろなことが起きるわけだが､そういうものについてもそれが統計的な性質である限り

は ｢正しい｣ということになる｡

とはいえ､なにが統計的な性質でなにがそうでないかというのはそんなに自明ではない｡

この一つの理由は､実際の系でも系を構成している粒子の数がそれほど多くはないことで

あり､もう一つは､例えば自己相似的な進化自体の結果として粒子数が小さなサブシステ

ムが勝手にできてきて､それがどうなるかが系の進化を決めることになるからである｡

例えば､以下のような例を考えてみよう｡ 前に重力熱力学的振動について述べたが､こ

こで､収縮および膨張自体をドライブするのは重力熱力学的不安定性であり､これら自体

はもちろん熱力学的な性質から出てくるものである｡これに対し､収縮から膨張へのスイッ

チングを起こすのは連星系からのエわレギー供給である｡

連星系が効率的に形成されるためには､3体衝突が起きる必要があり､そのためには系の

速度分散で正規化した密度が非常に大きい必要がある｡ このためには､コアの粒子数が小

さくないといけない｡というか､そもそもこのような系の粒子数に対する依存性が連星系

の生成確率にあるので､中心コアが小さくなると連星系からのエネルギー供給が無視でき

なくなってくるわけである｡ ここで､実際に連星系ができるようになってくるのはコアの

粒子数が 100以下になってきたところであり､同時に存在する連星は数個程度である｡こ

のために､連星系からのエわレギー供給には非常に大きな揺らぎが存在する｡

ここで､エネルギー供給に揺らぎがあっても膨張 ･収縮は熱力学的に起こるのであるか

ら､多少の揺らぎはそのなかで吸収されると想像するかもしれない｡しかし､話はそんな

に甘くはなくて､実はこの重力熱力学的振動が､エネルギー供給が決定論的､つまり､密

度の2乗といった形で与えられ､さらに粒子数無限大の連続極限をとった場合でも､安定

なリミットサイクルを持つものではなくカオス的になるということが､フォツカープラン

ク計算に人為的にエネルギー入力を入れたシミュレーションで示されている4｡つまり､多

体計算の場合には､もともと決定論的カオスであるようなものにさらに粒子数が小さいこ

4実際にはエネルギー供給の大きさによって振舞いが変わり､大きいと安定な膨張モードがあるが､これ
を小さくしていくと周期的な振動モードから2重周期､4重周期と分裂して最終的にカオス的になる
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とによる揺らぎが入っているわけである｡ このような時に､どのようにして計算結果が正

しいといえるかというのは難しい｡

例えば､計算精度を変えて同じような答がでるかというわけだが､粒子数が小さいため

の揺らぎが系全体の振舞いを変えるので､例えば振動の位相といったもめは計算精度を変

えれば全く変わってくる｡多体系はカオス的で一つの粒子の軌道には意味がないという話

をしたが､このように一つの粒子の軌道が系全体の振舞いに影響を与えるような場合には

それでは何が正しいといえるのかということが問題なわけである｡

もっとも､これはもともと自由度が小さくてカオス的な系と同じ問題であり､特に多体

系の固有の問題というわけではない｡結局､この場合にはさらにアンサンブル平均なり時

間平均の振舞いが問題であるということになるが､カオス的であるとそういうものがちゃ

んとあるかどうかも自明ではない｡

まあ､そういうわけで､なにが正しくて､どうすれば正しいといえるかというのは､結

局のところ良くわからない｡普通どうやっているかというと､例えばエネルギー保存を見

てシミュレーションの 10-4とかそんな程度で保存していればまあ良かろうとするわけであ

る｡これが 10% とかいうとまあ計算結果を信用する気が起きない｡では､ 1% とか 0.1%

ではいかんのかというと､これはなかなかなんともいえない｡例えば､重力熱力学的カタ

ストロフィーによる自己相似的な中心密度の上昇を再現するだけなら､エネルギーの誤差

が例えば 0.1% と大きくてもあまり問題ではないようである｡

実際問題として､エネルギーを見るというのは､特に､積分スキーム自体がエネルギー

保存を保証しないような場合には､かなり厳しい条件になっていて大抵うまくいく｡もっ

とも､後述のシンプレクティツク公式や時間対称型公式のように原理的にはエネルギーの

誤差が積もっていかない方法の場合には､エネルギー保存をみていていいのかどうかとい

うのは明らかではない｡

6.5.4 時間刻みの決定

だいぶ話が拡散したが､ここでのもともとの議論はどうやって時間刻みを決めるかとい

うことであった｡

いずれにしても軌道の時間積分の誤差をみてそれを評価したい｡実用上の観点からする

と､なんらかの意味で精度を与えるパラメータが相対的な形になっている､つまり､例え

ば単位系をとり直しても同じパラメータが使えることが望ましい｡これは､極めて実際的

な問題としては､系の大きさや粒子数を変えるたびに精度パラメータを考え直さないとい

けないのは面倒であり､間違いのもとになるからである｡ また､1つのシミュレーションの

中で､系が全体として膨張していくような場合に､それに応じて精度パラメータを変更す

るのは繁雑に過ぎる｡

一方､ガリレイ変換に対して不変ではないという明らかな問題から､位置や速度の値自

体を相対誤差の指標として用いることはできない｡重力ポテンシャルは原理的には利用で

きるが､例えば銀河団の中の銀河の中にある粒子といったものを考えると重力ポテンシャ

ルは銀河団全体が作っているものが大きいので､銀河団の中のどこに銀河がいるかで時間

刻みが変わるという妙なことになってしまう｡

そこで､重力加速度と､その高次の時間導関数だけを使って構成され､時間の次元を持

つような量が誤差の指標としては望ましい｡予測子と修正子の差の絶対値を加速度の絶対
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XI,-X(:
△t-2a )1′… (96)

値で割ったもの

は一応そのような性質を持っている｡ ただし､たまたま加速度が Oというような場合には

妙なことになるので､実際に使う時には注意が必要である｡

式(95)はそのような､加速度が 0の場合でも大丈夫な形になっている｡その代わり､明
示的に誤差を見ているわけではない｡これは､結局､積分スキームの誤差を評価してそれ

を一定に保つというよりは､むしろ単に高階導関数の値を見て､補間多項式に対する寄与

があまり大きくなり過ぎないように適当に時間刻みを小さくするというようなものである｡

例えばエネルギー保存を見た時に､この式は比較的うまく働き､例えば予測子と修正子

の差を誤差とするようなやり方とほぼ同等な性能を出す｡つまり､時間ステップの数が同

じ時の誤差が同程度である｡

もっとも､積分公式として4次以上のものを使った場合には､当然ではあるが式(95)で
はうまくいかない｡ここでうまくいかないとは､パラメータを変えてタイムステップを小

さくした時に､積分公式の次数から期待されるような割合でエわレギーの誤差が小さくな

らないということである｡ この場合にはもちろんより高次の導関数まで入ったものを使う

べきであり､そのためには式(96)のような､誤差を明示的に評価するものをつかうのが容

易であることはいうまでもない｡

6.6 特異点と正則化

｢特異点｣とかいうとなんかかっこいい話みたいに聞こえるが､ここではなんというこ

とはなくて重力ポテンシャルは距離の逆数つまり1/7･で､7･- 0で発散するというだけの
ことである｡ この発散するポテンシャルがさらに引力であり､しかも古典力学系であると

いう事実のために､質点系のシミュレーションでは2粒子間のポテンシャルが実際に発散

し得る｡これに対する対策には基本的に2つある｡一つは､多少物理に影響するかもしれ

ないがポテンシャルをいじって発散をなくしてしまうというものである｡もう一つは､真

正直に 1/7･ポテンシャルを使い､数値計算法を工夫することで対応しようというものであ
る｡ 以下､順に解説しよう｡

6.6.1 ポテンシャル ･ソフト二ング

これは､つまり､ ･7･が小さいところで重力の形を変えてしまって､発散が起きないよう

にしようというものである｡ 問題は､こういうことをすると系の進化を決める物理が変わっ

てしまわないかということであるが､実は粒子数Nがある程度大きいところではあまり物

理は変わらない｡

ここで､物理といっているのは2体緩和である｡2体緩和は､前に説明したように近接散

乱よりも主に遠くの粒子との相互作用が効いている｡ 特に､距離N/R程度以下､つまり､
散乱角が 90度程度､あるいはそれ以上になるような近接散乱は､2体緩和にはほとんど寄

与していない｡従って､その辺の散乱を精密に追いかけなくても､系の進化にはほとんど

影響はないと考えられる｡
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また､問題によってはそもそも2体緩和自体正しく表現する必要はない､あるいはむしろ

積極的に押えられるものならば押えたいことがある｡ これは､例えば銀河系のシミュレー

ションのように､現実の系では Nが非常に大きくて2体緩和のタイムスケールが非常に

長いのに､シミュレーションではそれほと大きな粒子数が使えないので2体緩和が起こっ

てしまうというような場合である｡

これらの場合には､rが小さいところで発散しないようにポテンシャルをなまらせるこ

とができる｡なまらせる方法はいろいろあるが､もっとも広 く使われているのは

¢バ(,rl-
V'7T-Jr7--'

(97)

というふうにする方法である｡ なお､文献ではこれはプラマ- (Plt1111111er)ソフトニングと

呼ばれることが多い｡これは､プラマ-モデルと呼ばれる自己重力多体系の力学平衡分布

モデルのポテンシャルがこの形になっているからである｡ このモデルは､銀河や星団のな

かの星の分布のモデルとしてそんなにいいわけではないが､分布関数や密度分布等が単純

な初等関数で書けるという特色がある｡ そのため､それほど正確な形が必要というわけで

はない時には銀河や星団のモデルとして良く使われる｡

歴史的には銀河団の進化のシミュレーションで､銀河をこの形のポテンシャルで相互作

用する剛体粒子 (といっても､重力だけで相互作用するので､相互にかさなりあうことが

できる)で表現した【Aar63]のがこの形が使われた最初であるらしい｡といっても､銀河団
のシミュレーションをやろうと思ってこの形を使ったのか､この形を使った計算しかでき

なかったからやった計算を ｢銀河団のシミュレーション｣と称したのかというとどうも後
者のように思われる｡

と､余談はさておき､式(97)の形のソフトニングのいいところは､非常にプログラミン
グが楽で､計算コストも低いことである｡ つまり､あらかじめ E'2を適当な変数にもってい

れば､加算一つだけでソフトニングが実現できる｡さらに､非常に滑らかな関数でソフト

ニングしたあとは全領域で無限回微分可能であり､高次の時間積分法等を使っても問題が

起きないということもある｡

もちろん､滑らかであるということは欠点と背中合わせでもある｡つまり､厳密な 1/7･
ポテンシャルからのずれが 7･を大きくしてもゆっくりとしか小さくならないのである｡ 式

(97)からすぐにわかるように､r>> Eではポテンシャルや重力の相対誤差は E-2/r-2の程度
であり､ 7･の2乗でしか落ちない｡これはなんとなく嬉しくないような気がするわけで､

もっと高次のベキで落ちるとか､あるいは有限距離で誤差が 0になるようなソフトニング

のやりかたがいろいろ提案されている｡

その中で､代表的なものはスプラインソフトニング【HIく89]と呼ばれるものである｡ と
いっても､ポテンシャル自体をスプライン関数で表現するわけではなく､粒子の半径方向

の密度分布をスプライン曲線で表現されるとして､それを積分した形のポテンシャルを使

う｡ ある半径 2hの外側では密度が 0になるように作るので､そこでは厳密な1/rポテン
シャルと一致することになる｡

といっても､ 7･の2乗でしか落ちないことが本当に問題かどうかはあまり自明な問題で

はない｡例えば実際にエネルギーの誤差を計算すれば､これは､通常のプラマ-ソフトニ

ングではC2のオーダーになっている｡ ではスプラインソフトニングではどうなるかという
と､これも実は h'2のオーダーになって大した違いはない.ただし､係数はスプラインのほ

うが多少小さい｡
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係数が小さいということは､誤差を同じにするならhの値をEの値に比べて多少大きく

できるということであり､これは後で述べるようにタイムステップを多少大きくできる可

能性があるということでもある｡ が､スプラインの場合には関数の連続性に制限がつくわ

けであり､これが時間積分にどのように影響するかはよくわかっていない｡このため､ど

のようなソフトニングが ｢最良｣であるかはまだ未解決の問題である0

なお､ソフトニングがある程度大きければ､タイムステップに実質的に下限ができると

いうことには注意する必要がある｡今､ソフトニングが 月/N よりも十分に大きいとしよ
う｡この場合､2体の近接散乱で､粒子が曲がる角度は非常に小さくなる｡ また､散乱が起

こっているあいだも速度はほとんど一定とみなせる｡

この時明らかなことは､タイムそテツプをE/Vの数分の1程度にとってもよいというこ
とである｡特にタイムステップが一定ならばこれで大きな問題はない｡ここで t‖ま典型的

な粒子間の相村速度である｡

さて､これよりもずっとタイムステップを大きくとってもあまり問題はおきないという

ことが実験的には知られている｡ つまり､ある程度粒子数が大きく､またソフトニングも

大きければ､系のポテンシャルは軌道の数値積分の精度という観点から見る限りにおいて

実効的になめらかになる｡ このために時間ステップはその滑らかな軌道を積分するために

必要な程度でよく､ソフトニングの大きさとは無関係になるわけである｡

もうちょっと正確にいうと､実際に滑らかになるわけではないが､タイムステップが大

きいために高周波成分をちゃんと積分できてない (いわゆるエリアシングエラーが入って

いる)分が無視できる程度に小さくなるということである｡ 軽視できるための条件は､結

局曲がる角度が小さいということである｡

もちろん､この場合､エリアシングエラーによって高周波成分の寄与は増幅されている

ことには注意する必要がある｡ この増幅のために､各粒子のエネルギーは2体緩和で変わ

る分以上に変化している｡これが計算結果に影響していないかどうかは確認しておく必要

がある｡

さらに､このようにタイムステップを大きくとれるのは､タイムステップを一定にとった

場合だけであることにも注意しておく｡タイムステップを適応的に変える場合には､結局

高周波成分を拾ってそれに応じてタイムステップが変化する必要がある｡ そうなっていな

いと､そもそもまともにタイムステップを変化させられないからである｡このために､タ

イムステップは通常ソフトニングサイズを分解できる程度に小さくならざるをえない｡

このために､比較的大きなソフトニングを使った計算では時間刻みを下手に変えるより

は一定にしたほうが結局良い結果がえられる｡ この場合に時間刻みをどのようにとればい

いかもまた未解決の問題である｡

6.6.2 正則化

ソフトニングのところでは､1/7･ポテンシャルのために起きる発散をそもそも起きない

ようにするという話をしたが､どんな問題でもそういう扱いをしていいというわけではも

ちろんない｡例えば､すでに述べたように理想化された質点系では重力熱力学的力タスロ

フィーの結果自己相似的に中心密度が増加する｡3体衝突で連星ができることによってこの

自己相似的な成長は止められるわけだが､ソフトニングがあるとそもそも連星ができなく

なってしまう｡というのは､連星が回りにエネルギーを有効に与えるためには､その ｢温
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度｣が回りの ｢温度｣よりも高い必要がある､つまり､大雑把にいって連星内の軌道運動

の速度が回りの星の速度分散より大きくないといけない.これは､軌道半径が IUNより
も小さいということとほぼ同一になる｡ 従って､ソフトニングがこれよりも大きいと連星

ができないことになる｡

このような場合には､どうしても2粒子が非常に近付いた時でもうまく計算できるよう

な方法が必要になる｡ポテンシャル､加速度が発散するので､これは一見原理的に不可能

なような気もするが､実用的にはなんとかなる｡ というのは､2体が十分近付けば､その2

体の相対位置については2体問題の解析解なり､あるいはもっと高い精度が必要であれば

回りの粒子からの摂動を入れた解を使えばいいからである｡ 近付いた粒子はいずれ離れる

ので近い時だけ解析解を使えばポテンシャルが発散しても問題ではない｡

もちろん､このような扱いをするためにはまずその2体を認識する必要があるが､これ

は単にある適当に設定した限界距離以下になるという条件でいいのでそれほど面倒な話で

はない｡

つまり､具体的には以下のようなことをする手続き群が必要になる0

●2つの粒子が近付いたかどうかをチェックする

●近付いていたら､その2粒子の重心および相対位置 (内部運動)を新しい変数として

時間積分する

●相対運動に対して､回りの粒子からの摂動が十分に小さければ数値積分しないで解析

的に解く

●2つの粒子が十分離れたらその重心と相対位置から元の粒子を復元する

さて､このセクションの表題であったところの､正則化という話はではどこにいってし

まったのかというわけだが､これは以下のような話になる｡

正則化の基本的な考えは､座標と時間を適当に変換して数値解の性質をよくしようとい

うものである｡実際には3次元の運動だが､ここでは2次元の例で説明する｡2次元座標

r-(.t･,y)を､

.7:- uト Ill:3 (98)

y- 2ulu･2 (99)

という関係を満たす新しい変数u- (ul,,lL2)に変換し､さらに独立変数を時間tからrcls-dt
という変数変換で得られる変数βに置き換える｡ すると2体問題の運動方程式

が単振動の方程式

d'2r r

dt2 r3

d'2u E
=-u
ds'2 2

(100 )

(101)

に変換される｡ ここでEはシステムの仝エネルギーである｡ 単振動の方程式の方が2体問

題よりも数値的な性質がよく､少ないステップ数 (大きなタイムステップ)で精度よく積分

できる｡摂動も変換して扱えるので､この方法では軌道離心学が 1に近い､あるいは厳密
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に1であるような場合でも摂動がある解を数値的に求めることができ､摂動が無視できる

ようなところは解析解でつなぐといった余計なプログラミング上の手間は必要でなくなる｡

2次元の場合にこの変換を提案したのは､LeviCivita【LevO6]である｡これは単純で2次元
の場合には極めて有効であるが､例えば星団の中の連星の軌道に使うには2次元では不便で

ある｡ 3次元の場合に拡張することに初めて成功したのはKustaanheilnOandStiefel【KS65]
であり､LcviCivitaから半世紀以上立った後のことである｡2次元の場合の本質は､位置

ベクトルを複素数とみなしてその平方根をとるということであるが､3次元ベクトルで平

方根というのはうまくいかない｡Ⅰくustaalllleimoa.ndSticfe,1はスピノルを使って4次元に

軌道を拡張することにより､実質的に平方根演算になるような変換を定義することに成功

した｡

4次元で平方根というと､いわゆるハミルトンの4元数が使えないかと思う人もいるか

も知れない｡これはかなり最近まで良くわかっていなかったというか､あまり誰も真剣に

考えていなかっただけかも知れないが､とにかくそういう状況であったが､最近になって

可能であるということが示されている｡

ⅠくustaallllCimoとSticfclのもともとのものと4元数を使った定式化のどちらの場合でも､

3次元が4次元になったぶん自由度が冗長になっているが､これは適当に処理して問題ない｡

このような正則化を行なうことで､ポテンシャルが発散していても計算精度としては問

題なく扱えるようになる｡｢計算精度としては｣と断ったのは､実はこれでは計算時間の方
に問題が発生するからである｡2つの粒子が遠くからたまたま近付いて､双曲軌道を描い

てまた離れていくようなケースでは､上の扱いで十分である｡ 問題なのは､連星である｡

繰り返し述べたように､連星は星団の中心核の密度が上が り､3体衝突が起きるように

なってくると形成される｡ さらに､一度形成されるとこれは他の粒子と衝突した時に､内

部の軌道運動から相手および自分の重心運動にエネルギーを与える傾向がある｡

なぜ一方的にエネルギーを与えることになるかというと､連星はエネルギーを与えた結

果軌道長半径が小さくなり､その結果内部運動の速度がいっそう大きくなるからである｡ こ

のこと自体が自己重力系の熱力学的な不安定性の一つのあらわれではある｡

軌道長半径が小さくなるということはもちろん軌道周期が短くなるということである｡ど

の程度短くなるかというと､おおよそ他の粒子が星団内を動くタイムスケールの 1/1000N
程度まで小さくなる｡ この程度で止まるのは､このあたりで次に他の星と衝突した時に連

星の重心運動がもらうエネルギーが､星団を脱出できる程度まで大きくなるからである｡

軌道周期が 1/1000N ということは､もちろん時間刻みがその程度短くないといけないと
いうことである｡従って､独立時間刻みでやったとして他の粒子全部をあわせたのの1000

倍の計算時間がかかるということになり､そういうものがごくわずかの時間でもできれば

計算は全く進まなくなる｡さらに､このような非常にコンパクトな連星ができると､これに

他の星が近付いて共鳴状態になったものの計算ではタイムスケールが短いだけでなく､座

標の桁落ちが無視できなくなる｡

実際には､いくつかの細かい工夫の積み重ねでこれらの問題を回避している｡

まず､十分コンパクトな連星で､回りの粒子からの摂動が無視できるほど小さい場合に

は､要するに単に無視すればよいわけである｡ この時は､連星の内部運動はケプラー運動

であり､解析解がわかっているので全く計算する必要がなくなる｡

ただし､どの程度技動が小さくなれば軽視してよいかというのは理論的には微妙な問題

がある｡ というのは､軌道要素によって変化の技動の大きさへの依存性がちがうからであ
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る｡もっとも鈍感なのはエネルギー (軌道長半径)であり､これは断熱不変量なので摂動

が小さくなる (変化が遅くなる)と指数関数的に変化が小さくなる｡

質点系で､連星が主に熱源として重要であるという場合には､熱源としての働き (散乱

断面積)にはエネルギー以外の軌道要素､つまり離心率やルンゲ ･レンツベクトル (重心

から近点に向いたベクトル)の影響はあまり大きくないのでエネルギーさえちゃんと計算

できればあとはどうでもいい｡これに対して､現実的な効果､例えば星が有限の大きさを

持ち､潮汐力によって変形したり振動モードが励起されたり､あるいは重力波放射したり

することを考えにいれたいとすると､離心率が ｢正しく｣計算されていることは極めて重
要である｡ しかし､離心率の変化は摂動のベキでしか小さくならないので､これをきちん

と扱うためにはかなり摂動が小さいところまで無視できないことになる｡

他の軌道要素まで正しくしようとするとさらに大変な話になるが､そこまでやる意味は

あまりないと普通は考えている｡ というのは､ここでの ｢正しく｣というのは所詮統計的
な意味でしかないし､これは全体のⅣ体計算自体がそうであるからである｡ 従って､ルン

ゲ ･レンツベクトルや軌道の位相を正しく計算しても､回りの星の軌道がそれに見合う精

度では計算できていないのであまり意味がないと考えられる｡

さて､全く日動が軽視できるほど回りの星が離れてはいないが､といってまともに計算

するのは大変過ぎるという領域では､摂動論的な扱いをしたくなる｡ もちろん､どうやるか

は天体力学の教科書をみれば書いてあるわけで､そういうものを実装すればいいが､これ

は結構面倒臭い｡というのは､摂動項を求めるには連星の軌道に沿って外力を時間平均し

て､それから各軌道要素の時間変化率を求めるという手続きが必要になるからである｡ さ

らに､軌道要素とデカルト座標なり正則化座標系との相互変換をする関数も必要になる｡

実効的に摂動論的計算をするのに､このような面倒な手間を一切かけないですます画期

的に安直な方法が､i,LIikkolaとAnrsetlllMA96]によって提案された.この方法の基本的な
考えは､｢摂動論的扱いができる範囲内で連星の軌道周期を遅くする｣というものである｡

摂動項は､実時間での軌道要素の変化率が同じになるようにスケールして運動方程式に入

れる｡ これによって､摂動論の範囲内では摂動論と同じ結果を､軌道を直接数値積分して

得ることができる｡ これはコロンブスの卵的であるが､極めて有効な方法である｡

もちろん､こういった方法ではうまくいかない場合というものが実は存在する｡ 一つは､

階層的な3重星､つまり連星の外側をもう一つ星が回っているようなものである｡この場

合には､もちろん安定であるとわかっていれば計算しなくていいわけだが､安定性条件は

数値実験によっていくつかの場合について求められているだけで､Ⅳ体計算で形成される

さまざまな場合について機械的に安定性を判定する手法は存在しない｡また､上に述べた

ようなタイムスケールと摂動項のスケーリングは､3重星の場合には使えない｡さらに､数

値的に求まっている安定条件にしたところで､あくまでも ｢その時間まで計算した範囲で

は壊れなかった｣というだけで､もっと長時間について安定かどうかはわからない｡これ

は､太陽系が安定かどうかというラプラスの昔からあってまだ完全には決着がついていな

い問題と本質的には同じ話である｡

ちょっと話題がそれるが､太陽系の安定性についての最近の研究について触れておこう｡

そのへんの本を見るとラプラスが太陽系の安定性を証明したとか書いてあるかもしれない

が､現代的な理解ではこれは正しくない｡この辺の詳しいことはウソを書いてはいけない

ので省略するが､最近の研究のハイライトはMITのグループが摂動展開をしないで直接に

外側 5惑星の軌道の数値積分を行ない､リヤプノフ指数が正であることを発見した【SW88】
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ということである｡ 驚くべきことに､リヤプノフ指数はその逆数がわずか 2千万年と､太

陽系の年齢であるおよそ 50億年に比べると極めて短いものであった0

実際の太陽系の年齢がもっと短いというのはありそうな話ではないので､リヤプノフ指数

から出てくる不安定のタイムスケールがこれほど短いというのは当初はなかなか信用され

なかった｡信用されなかった理由の一つは､MITグループの使っていた計算法がちょっと怪

しいもので､精度が十分であるかどうかはっきりしなかったことと､専用計算機【ADG+85]
を使った大計算で追試が困難であったことである｡

90年代に入ると､汎用計算機の高速化と次節で述べるシンプレクティツク法など数値計

算法の発展の結果､追試が可能になってきた｡ 国立天文台の中井 ･木下らの追試匹N96】で
は､確かにリヤプノフ指数は大きいものの､太陽系は50億年という長期に渡って安定であ

るという結果になっている｡ つまり､リヤプノフ指数が単純には系の不安定性の時間尺度

を与えていないのである｡ さらに最近の結果では､500億年に渡って安定という結果も得
られている｡ 現実問題としては太陽の寿命は100億年程度なので500億年という数字自体
に意味があるわけではないが､いずれにしてもリヤプノフ指数から決まるタイムスケール

よりもはるかに長い時間に渡って安定であるという結果になっている｡

と､そういうわけで､階層的な3重星の扱いには未解決というか解決があるかどうかも

わからない問題がある｡ これは､数値計算法の問題というよりは､むしろカオス力学の問

題であるといえよう｡ つまり､最終的に安定かどうかがわからないと､どのように扱うべ

きかが決まらないのである｡

さて､究極的に安定かどうかはともかく､階層的な3重星を安定に数値積分しようと思

えば3重星の内部運動を内側の連星と外側の連星にわける､つまりツリー構造的な扱いを

したい｡このような扱いをした場合､各自由度の運動方程式や､摂動項がどのようになる

かは､再帰的な形に書き下すことで比較的簡潔に表現できる｡lMT98,PMHMOl】再帰的な
扱いを可能にしておくことで､3重星に限らず2つの連星からなる連星や､もっと粒子数

が多くて複雑なシステムも自動的に扱えるようになる｡ このように階層的にした場合には､

各自由度は摂動つきのケプラー運動になるのでⅠくSによる正則化をするなりあるいは古典
的な方法で積分するなり､どんな方法でも使うことができる｡

ややこしそうな気がするのは､どのような条件でツリー構造を新しく作ったり壊したり

するかということだが､これは局所的に粒子 1つだけをとったりつけたりすることで､あ

る瞬間をみたときに常に最適な構造になっているとは限らないが､数値的に問題を起こさ

ない程度にはよい構造を実現できることがこれまでの実績からはわかっている｡

階層的でない状態にある3重星や､4個以上の系には､従来 GeneralN-bodyrclaxatioll

lHcg741や､その簡略版であるChainrcgularizationlh/IA93b]と呼ばれる方法が使われてき

た.GcIICralN-bodyrelaxationは､簡単にいってしまうとn個の粒子からなる系を考えた

時に､n(7い 1)/2個のすべてのペアの相対距離に対して全部ⅠくS正則化をかけるような方
法である｡ このため､方程式系は非常に冗長度が高く､計算コストが増えるが､そのかわ

り座標系の切替えをまったく必要としないで任意の2体の衝突を正則化できる｡このため

に､切替えによる丸め誤差の累積を避けることができるという潜在的な利点があることに

なる｡

筆者個人の意見としては､しかし､どのような方法を使ったところである程度のヒステ

リシスを設けることで､座標系の切替の回数は実用上問題にならない程度には小さくでき

るので､計算コストが増えることを補えるだけのメリットがこれらの方法にあるとは思え
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ない｡もしも切替えによる計算精度の低下が本当に問題になるなら､4倍精度演算を使う

等して精度が落ちないようにするのは容易だからである｡

6.7 シンプレクティツク型公式と対称型公式

さて､ここまで､数値積分自体に使う公式としては基本的にかなり古典的なPC法だけ

を扱ってきた｡PC法は､すでに紹介したように古い歴史を持つ計算法であり､実際その歴

史は電子計算機の発明以前に遡るものである｡ もちろん近年になっていろいろな発展がな

かったわけではないが､我々が使っている方法は実際に 19世紀末にアダムス等が定式化し

たものから大きく変わっているわけではない｡アダムス法にせよ､それを2階の方程式に

特化したシュテルマ一 ･カウエル法にせよ､もとの微分方程式の局所的な近似解を基本的

にはテイラー級数展開のようなものに基づいて構成するというだけのものであり､それ以

上に元の系の力学的な性質を利用してよい結果を得ようというものではない｡このような

公式をハミルトン力学系である重力多体系に適用したときには､系のエネルギーのような

保存量には通常時間に比例する誤差が現れる｡

周期解をもつ調和振動子やケプラー問題ではエネルギーのような保存量に時間に比例す

る誤差が現れるのはまあ当然のことであろう｡ 誤差が小さい､線形の範囲であれば､最初

の1周期に出た誤差と同じような誤差が繰り返しでるからである｡多体系の場合には各粒

子の軌道はカオス的であるとはいえ､平均的には他の粒子全体が作る滑らかなポテンシャ

ルのなかで準周期的な運動をするし､時々ある他の粒子との双曲的な接近遭遇では､積分

スキームや時間刻みのとり方を決めればいつでも誤差の方向は同じになるので､やはり単

位時間当たりの誤差はおおむね一定になる傾向がある｡

多体系の場合にはどうせカオス的だし､エネルギーが保存しないからといってどれほど

悪いかというのはそれ自体がよくわからない問題であるのはすでに述べた通りだが､前に

述べた弱い摂動を受けた連星系を長時間積分するような場合だとエネルギーや角運動量が

保存しないのは嬉しくない｡というのは､それらさえ保存すればあとはどうでもいいとい

うところがなくはないからである｡従って､そのような ｢良い｣公式はないかというのが

実用上の問題になる｡

経験的には非常に古くから､低次であるにもかかわらず特別によい振舞いをする公式があ

るということは､重力多体系､分子動力学計算､プラズマ物理などハミルトン系の数値計算

が使われるどの分野でも知られていた｡ それぞれ別の名前がついており､また分野によって

は (丸め誤差の範囲で)同じものがいくつかの名前で呼ばれているが､実体はみな同じもの

でいわゆるリープフロッグ公式である｡(Vcrlct,2IldorderABM,211dorderSt6lnCr-Cowcll

あたりが古 くからある名前の代表的なものである)一つの形は以下のようなものである｡

･ui+1/･2 - Vトl/･2+△ta(I?:i) (102)

-1'i+1 -Ltli+△t,ui十1/2 (103)

ここで､添字はステップである｡ 士1/2は中間点での値ということになる｡これでは速度
と位置がずれた時間でしか定義されないが､出発用公式として

vl/12-V+△ta(･7:o)/2
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を使い､さらに終了用公式として

亡,i- JUi-1/2+△ta(L7:i)/2

を使うことで最初と最後を合わせることが出来る｡ この形は､実は

.7:Ii+1- t7:,A+△t,Ui+△t2a(.tli)/2
V,･+1 - Vi+△tla(Ltli)+a(.t･i+1)】/2

(105)

と数学的に等価である｡ こう書くとpC法みたいに見える｡ また､以下のようにも書ける

vi十l/･2 - ,Ui+△ta(L7:,I)/2 (108)

Ll:,･十1-Llli+△tv,･十1/･2 (109)

L,,･+i - ,ui+I/･2+△tCL(Ll･i+1)/2 (110)

これは一見なんだか良くわからない｡さらにまた､速度を消去して.tti_1,ali,.tli+1の関係式

の形で書いてあることもあるかもしれない｡

この公式は局所誤差が 0(△t3)､大域誤差が0(△t2)である｡ つまり､普通にいう2次精
度である｡局所誤差という観点からはこれは決して良い公式というわけではないが､現実

にはこの公式は非常に広 く使われている｡

これは､別にもっとよい方法を知らないからとかではなく､実はこの方法がいくつかの

意味で非常に良い方法であるからである｡ いくつかの意味とは､例えばエネルギーや角運

動量のような保存量が非常によく保存するということである｡ これらの保存量については

多くの場合に誤差がある程度以上増えない｡

この､ある程度以上誤差が増えないというのはめざましい性質である｡通常の方法では､

エネルギーの誤差は時間に比例して増えていく｡従って､長時間計算をしようとすればそ

れだけ正確な計算をする必要がある｡ところが､エネルギーの誤差は溜っていかないのな

らば､かならずLも精度を上げる必要はないとも考えられる｡

もちろん､エネルギーが保存していればそれだけで計算が正しいということにはならな

い｡が､理論的には､いくつかの重要な結果が得られている｡まず､

1.リープフロッグはシンプレクティツク公式 のもっとも簡単なものの一つである｡

2.リープフロッグは対称型公式 のもっとも簡単なものの一つである｡

シンプレクティツク公式については､以下のようなことが知られている

1.シンプレクティツク公式は､すくなくともある種のハミルトニアンに対して使った場

合に､それに近い別のハミルトン系に対する厳密解を与えることがある｡

2.周期解を持つハミルトン系に対して使った場合に､どんな量でも誤差が最悪で時間に

比例してしか増えない｡

3.時間刻を変えると上のようなことは成り立たなくなる

これに対し､対称型公式については以下のようなことが知られている
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0 20 40 60 0 20 40
t

図 7:調和振動子の数値積分｡左 :軌道｡右 :エネルギー｡破線は2次のルンゲクッタ､実

線はリープフロッグの結果

1.周期解を持つ時間対称な系に対して使った場合に､どんな量でも誤差が最悪で時間に

比例してしか増えない｡

2.時間刻を変えてもうまくいくようにすることも出来る｡

それぞれについての詳しい解説は､それだけでかなりの量になるので ｢数理科学｣の吉

田による解説【Yos95】等をみていただくことにして､ここではそれぞれの考え方に基づいて
より高次の公式を構成するいくつかの方法について簡単にまとめる｡

6.7.1 数値例

とはいえ､能書きを聞いていても良くわからないので､実例を見てみよう｡ まず､簡単

な例として調和振動子
cl'2.7:

:/77
=-L7:

(11 1 )

を リープフロッグ と2階のルンゲクッタで解いた例を示す｡初期条件は (.71,V)-(1,0)で､

時間刻みは 1/4である｡
軌道とエネルギーを図に示す｡非常に特徴的なのは､ リープフロッグ ではエネルギーが

周期的にしか変化しないのに対し､ルンゲクッタでは単調に増えていることである｡

ルンゲクツタでは単調に変化するというのは前に説明した通りである｡ エネルギーが増

えるか減るかは自明ではなく､ルンゲクツタでもどんな公式を使っているかや時間刻みの

大きさによるが､2次の場合には公式や時間刻みによらずに必ずエネルギーが増える方向

にいく｡ これに対し､リープフロッグではエネルギーが変化していない｡これはどういう

ことなのであろう｡
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実は､この調和振動子の場合には､リープフロッグ公式は以下の量

h,-2

H,-去(t古 ･Ll.2)--t7､'24 (11 2 )

を保存するということを確かめることが出来る｡ つまり､(.7:.t')で与えられる位相平面の
上で考えると､リープフロッグ公式の解は上の式で与えられる楕円の上にのっているので

ある｡ このために､エネルギーの誤差がある値よりも大きくなり得ないことになる｡

では､非線形振動ではどうだろう?簡単な例として

一十 (1 13)
をリープフロッグと2階のルンゲクツタで解いた例を示す｡初期条件は (t7丁,′U)-(1,0)で､
時間刻みは 1/8である｡
軌道とエネルギーを図に示す｡調和振動の場合と同様に､リープフロッグではエわレギー

が周期的にしか変化しないのに対し､ルンゲクツタでは単調に増えている｡

0 20 40 60 0 20 40 60
t

図 8:非線形振動の数値積分｡左 :軌道｡右 :エネルギー｡ 破線は2次のルンゲクッタ､実

線はリープフロッグの結果

6.7.2 シンプレクティツク公式

リープフロッグ 公式は､すでに述べたようにハミルトン系に対してエネルギー誤差が有

界に留まるという大きな特長がある｡ が､2次精度でしかない｡もっと高次の方法はないの

だろうか､またあるとすればどういう原理で作れるのだろうか｡

高次の方法を構成する一つのアプローチが､シンプレクティツク公式といわれるもので

ある｡これはなにかというと､積分公式がシンプレクティツク写像になるように作るとい

うことである｡
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シンプレクティツク写像とは､要するに正準変換のことである｡なぜそれではカノこカ

ル公式といわないでシンプレクティツク公式という難しげな言葉を使うのかは知らないの

で聞かないでほしい｡正準変換とはなにかというのは､まあ直観的には力学系を不変に保

つ､つまり変換前の座標系で求めた軌道を変換したものと､変換後の座標系での力学系の

軌道が同じになるようなものである｡

ハミルトン力学系の解そのもの (ある時刻 tでの座標から､i+hでの座標に移す変換)
もシンプレクティツクである｡まあ､だから､シンプレクティツクになっているような積分

公式は､そうでないものに比べてなんとなく力学系の性質にあっているような気はする｡

なお､リープフロッグがシンプレクティツクであることを示すのは､これがある瞬間の

加速度で速度だけを進める写像と､ある瞬間の速度で位置だけを進める写像であることに

注意すると､それらがそれぞれシンプレクティツクであることを示せばいいことになって

結構簡単である｡ さらに､このことから､リープフロッグのようにこの2つを組み合わせ

て構成される写像､特にリープフロッグを刻み幅を変えて繰り返し適用する写像はすべて

シンプレクティツクであることになる｡

で､いいたかったことは何かっていうと､上の リープフロッグ公式はこのシンプレク

ティツク性を満たしているということだった｡ 以下､高次の公式にはどんなものがあるか

という話をしておく｡

6.7.3 陽解法

陽解法の組み立て方は､基本的にはルンゲ ･クツタ･ナイストレム型の公式､すなわち､

2階の方程式に特化したルンゲ ･クッタ型の公式で､係数をシンプレクティツク性を満たす

ように決めるということである｡これはここ10年で無数に論文がでた｡4次､あるいは6

次の公式としては､吉田や鈴木による作用素分解に基づ く公式が良く知られていて､広 く

使われていると思う｡

これらの方法の原理は､要するに先に述べたようにリープフロッグをタイムステップを

変えていくつか組合わせるというものである｡ うまくタイムステップを組み合わせると誤

差の高次の項を消すことができるわけである｡7段6次や15段8次の公式等が吉田によっ

て導かれている｡ 鈴木による再帰的な公式は､原理的にいくらでの高次のものが構成でき

るという意味では美しいが､指数関数的に段数が増えるので実用性からはちょっと疑問な

気もする｡

なお､実は陽解法はハミルトニアンが 'T(p)+1′′(q)の形の場合にしか使えないが､大抵
の問題はこう書けることはいうまでもないであろう｡

また､RIくN系の公式を力任せに構成する試みもあり､4次から8次までの公式が作られ
ている｡ 計算精度という観点からはこちらのほうがリープフロッグを組合わせるものより

も何桁も良いようである[SSC941｡

6.7.4 シンプレクティツク公式の意味

さて､シンプレクティツクであるということと､｢良い｣ということの間にはちゃんとし

た理論的な関係があるのであろうか?一応あるということになっている｡つまり､あるハ

ミルトニアン Hで表される系をシンプレクティツクな1)次の公式を使って積分した解は､
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別のハミルトニアン H′で与えられるシステムの厳密解になっていて､H とH′の間に

H-H'+hI''1Hz,+0(hI'''2) (114)

という関係がある (H′を求める数列が収束すれば)ということがわかっている｡

なお､例えば上の調和振動子の場合には実際に華列が収束し､H/が求まっている｡ が､
これは極めて例外的な場合で､一般の場合には収束するかどうかも明らかではないようで

ある｡

収束するかどうか明らかではないのでは､使っていいことがあるという保証はないでは

ないかと思うかもしれない｡理論的にはその通りなのであるが､実際にはいろいろな問題

に適用されて､従来の方法よりも高い精度が得られるということが確認されている｡

6.7.5 シンプレクティツク公式の問題点と対応

さて､式(114)をみるとわかるように､シンプレクティツク公式に付随するハミルトニア

ンH/には時間刻み hが入っている｡ 従って､h,をふらふら変えると H'も変わって､結

果的に求まった数値解は一つの力学系の軌道ではない変なものになってしまう｡というこ

とは､可変時間刻みにするとシンプレクティツク公式はうまく働かないのではないかとい

うことが想像される｡

実はその通 りで､例えばシンプレクティツクで埋め込み型のルンゲクッタというものを

作って､実際に時間刻みを変えてみた人がいる｡ その結果､普通のルンゲクツタよりも良

くならないということが発見された 【CSS93]｡多くの問題でこれは致命的な欠陥となるの
で､さまざまな対応法が精力的に研究されているのが現状である｡ が､あまり一般的にう

まくいく方法というのは見つかっていないようである｡ つまり､万能な公式というのはシ

ンプレクティツク公式に関する限り知られていない｡

なお､シンプレクティツク公式において普通に時間刻みを変えると､それはシンプレク

ティツクではなくなるということが Sl(eelとGea､rにより一般に証明されている[SG92]｡彼
らの証明は､大雑把にいうと時間刻みも含めて考えると､写像が時間方向に歪んだもの (も

との位置によって時間刻みが変わるため)になり､そのために元の公式がシンプレクティツ

クであれば時間刻みを変えると必ずシンプレクティツクでなくなるというものである｡

それでは､時間刻みを変えるのは絶対に不可能かというと､以下のような考えかたでの

研究が進められている｡ハミルトニアン ガ を

H-Hl+Hl2十 ･- (115)

と複数の項の和にわけ､それぞれについて違う時間刻みを与えることで実効的に時間刻み

を変えるというものである｡(例えば [SB94】)
上のようなハミルトニアンの書き換えは､自由度が小さい系ならできなくはないかもし

れないがここでテーマにしている重力多体系では実際的ではない｡というわけで､現在の

ところ､古典的なリープフロッグ公式がソフトポテンシャルと組み合わせて一定時間刻み

で使われている他は､シンプレクティツク公式がそのまま重力多体系に使われることはほ

とんどない｡

もう一つのシンプレクティツク公式の問題点は､｢写像｣であるということから一段法､

具体的にはルンゲクッタ型の公式であるので､局所誤差に村する計算量という観点からは
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線形多段階法に比べて必ず悪いということである｡ 実は線形多段階法を持ち出すまでもな

く局所誤差に対して最適化したルンゲ ･クツタ法に比べても､驚くほど誤差の係数は大き

い｡例えば 8次の公式の場合､15段の吉田による公式の誤差の係数は､2階の問題に最適

化された非シンプレクティツクなDorlllandらによる9段公式 (実質8投8次)の104倍に

もなる｡ ステップ当たりの計算量が約2倍であることを考慮すると､同じ計算時間での局

所誤差は100万倍も大きいということになる｡ まあ､8次の公式なので､精度を同じにする

として計算時間は6倍程度で済むが､よほど長時間の積分でなければ非シンプレクティツク

な公式のほうが実は良かったりする｡4次の場合も､同様に良い非シンプレクティツクな公

式と普通に使われているリープフロッグ3回の組合わせでは2桁ほど局所誤差に差がある｡

なお､シンプレクティツクであってなおかつ局所誤差が小さい公式というものも存在は

している｡代表的なものは陰的ガウス公式である｡これは､ガウス･ルジャンドル型の数値

積分公式から導かれるいわゆるcollocat.ioll法 といわれるクラスの陰的ルンゲクッタ公式

である｡ ルンゲ ･クッタなので積分区間の途中の何点かで関数の値を計算する｡ 陰的ガウ

ス公式ではこの点をルジャンドル多項式の 0点にとり､計算した導関数値から補間多項式

をつくってそれを区間で積分することで次のステップでの解を求める｡ さらに､(･011ocatioll

法であるとは､途中の点で導関数値を計算するのにその点での近似解がいるが､その解に

補間多項式を積分したものを使うことを指している｡ このためにこの方法では補間多項式

の係数についての陰的な方程式を解く必要がある｡

この方法の重要な利点は､段数に対して2倍の次数を達成できることである｡ つまり､4

点を使う公式で8次が実現できる｡ 陽的な方法ではシンプレクティツクでなくても8次に

は9段が最低限必要であり､それよりもだいぶ少ない｡また､局所誤差の係数も極めて小

さい｡

しかしながら､陰的公式であり何らかの方法で方程式を解かないといけない｡自由度が

大きい時には何らかの方法といっても直接代入以外は現実的ではないので､まあまあよい

初期推定をもとにすることで数回で反復を止められるようにしないと結局かえって遅 くな

ることにはなる｡とはいえ､原理的にはいくらでも高次の方法が機械的に構成でき､さら

に計算コストも少なくなる可能性があるという意味で魅力的な方法である｡単なる2体ケ

プラー問題で 8次のシンプレクティツク公式同士を比べた時には､直接代入で収束させた

ガウス公式がもっともよいという結果が得られているtSSC94】0
この方法のさらにもう一つの利点は､ハミルトニアンが分離可能でなくても使えるとい

うことである｡

6.7.6 MVS公式等

前節で､ シンプレクティツク公式がそのまま重力多体系に使われることはほとんどない

と書いたが､これは ｢そのまま｣でなければ使われている例 【WH911もあるということで
もある｡ここではそれがどんな例か説明しておく｡ とりあえず､どういうものに使いたい

かというと､例によって摂動を受けたケプラー問題である｡ この方法自体は､重力多体系

といっても恒星系ではなく､太陽系の惑星の長時間積分のために開発されてきたものであ

るが､すでに述べた連星の扱い等にも応用されるようになってきているし､また他の分野

への応用もひろいと考えられるので少し詳しく見ていくことにする｡

リープフロッグと､その組合せからなるようなシンプレクティツク公式の基本的な考え

- 424 -



重力多体系の数値計算

H-T(p)+V(q)
は､ハミルトニアン

(116 )

に対して､pに対する以下の変換

p-p-△環 (117)

とqL二村する同様な変換がそれぞれシンプレクティツクなので､それらを順番に適用した

ものもシンプレクティツクになるということであった｡

さて､摂動をうけたケプラー問題では､ハミルトニアンは

H-T(p)+1/l(q)+I,'T2((1) (118)

と書ける｡惑星系なら1′'lが太陽からの重力で､V2は自分以外の惑星からの寄与というこ

とになる｡ このようにハミルトニアンを分解した時に､

Hl-T(1.))+Vl(q)

の解はそれ自体シンプレクティツクであり､また V_,だけを考えた

･,- ,-Ate

(119)

(120)

というマッピングもシンプレクティツクである｡従って､この2つを組み合わせて積分公式を

つくることができる｡ここでやっていることは､結局普通のリープフロッグでは .7:一 .1:+△tu

と直線で動かす代わりに､ポテンシャル 1′‖こ沿って動かすというだけである｡ ケプラー問

題は解析的に解けるので､このようなやり方で太陽中心の軌道を極めて高精度に積分でき

ることになる｡ V2の寄与については普通にやったのでは2次精度になるが､普通のリープ

フロッグと全 く同様にステップサイズを変えたものを組み合わせることで高次にすること

もできる｡

実用的にこの方法を使うためには､ケプラー問題を高速に解く方法が必要になる｡ これ

は､実空間でまともに解く方法と､ⅠくS変換した座標系で解く方法のそれぞれで極めて高
速に解ける方法が提案されている｡ 太陽系の惑星のように軌道離心率がそれほど大きくな

い場合には実空間で扱うのが簡単でいい｡維心率が大きい場合にはKS変換の利用も検討

はしてみるべきであろう｡

なお､このような ｢ハミルトニアンの分割｣という見栄えのいい方法ではないが､太陽
重力とそれ以外の惑星からの摂動を別に扱おうという考え方は天体力学では非常に古くか

らあり､エンケの方法として知られている｡古くからあるだけになにをもってエンケの方

法というかも本によって微妙に違うので､以下には最近の榎森ら【EIN93]による定式化の
簡略版を述べる｡

もともとの運動方程式を
(l'2r
T7戸-f(r)+F(r,i) (121)

という形に書 く｡ここでf(r)は太陽からの重力であり､F(r,i)は外力である｡外力のない2

体問題の解析解がro(i)であたえられる時､△r-r-roは以下の方程式に従うことになる

-F(r,i)+f(r)-f(ro)
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この方程式の右辺はルンゲ ･クッタやエルミート法ではそのまま数値積分できる｡ 線形多

段階法の場合は少し複雑になるが､うまく使う方法はある｡この方法では､数値積分する

△γの大きさは､もともとの γよりもずっと小さいので､それだけ計算精度があがる｡ 特

に､外力が非常に小さい時にはタイムステップを長くとれる｡ なお､2次のMVSはこの方

程式をリープフロッグで積分していることに相当する｡

こちらの定式化の利点は､MVSに比べて高次で局所誤差の小さい方法が使えることであ

る｡ そのかわり､摂動項に対してはシンプレクティツクでなくなっているので､時間に比例

する誤差が完全にはなくならない｡

6.7.7 対称型公式

シンプレクティツク公式は､とりあえずうまく動 くのでいろいろな分野で使われるよう

になりつつあるが､欠点もいくつかあるのはすでにみた通りである｡ 大雑把にいえば､シ

ンプレクティツク公式の利点はほぼそのままにした上で､欠点に対応でさそうなのが対称

型公式ということになる｡

まず対称型公式とはなにかということだが､まずここでいう時間反転に対する対称性と

いうものを定義しておこう｡時間反転に対する対称性とは､常微分方程式

塾=f(.1:,y)CILIT

y,･十1-F(.7･Z･誹,f,△.7.)

に対する一段法

(123)

(124)

が､

yi-F(Ll:i+1,yi+1,-f,A.1:) (125)

を満たすこと､つまり､直観的には､ある微分方程式系があって､それを1ステップ分数

値的に軌道を進めたとする｡ で､そこから逆に戻ると厳密に元の値に戻るということであ

る｡(ここでは丸め誤差はないものとする)

で､一段法の場合には､この意味で対称なものを対称型公式ということにする｡

具体例で考えてみよう｡ 例えば前進オイラー法は対称型ではない｡これは､いった先で

導関数を計算すれば､一般にもとのところでの導関数とは違うから当然であろう｡前進オ

イラー法が対称ではないのだから､その道写像である後退オイラー法も対称型ではないこ

とになる｡

では､対称型にはどういうものがあるかということだが､明らかに対称型であるものと

しては,台形公式

yi..-yi+芸(f7･･fi.1) (126)

がある｡ これが上の対称性を満たしていることはいうまでもない｡

さて､なぜこの型の公式を考えるかということであるが､少なくとも実験的には以下の

ようなことが知られている｡【HMM95】

｡ハミルトン系に対して対称型公式を使った場合､エネルギーや角運動量などの保存量

の誤差がある範囲内にとどまる
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●時間刻みを変えても上の性質を保つことが出来る

前のほうの性質はシンプレクティツク公式と同じであるが､後の方の性質はシンプレク

ティツク公式よりもある意味でよいものである｡

さて､一階の方程式に村する一段法という制限をつけた場合､つまり､ルンゲクッタ法

の場合､対称な公式はかならず陰的公式になる｡ 逆に､陰的公式であれば対称型のものを

作るのは容易である｡ 具体的には､前に出てきた陰的ガウス法は対称型公式でもある｡

一階の系に村する通常の一段法では､これよりよい方法は多分ない｡それでは､

●ハミルトン系専用の解法ではどうだろうか

.多段法ではどうなっているのだろう

●それ以外の方法はないのだろうか

以下､順番に考えていくことにする｡

6.7.8 ハミルトン系用の陽的対称型RK公式

実は､すでに述べたように､リープフロッグ公式は対称型でありしかも陽公式である｡

で､リープフロッグの組合わせで作られる公式も､実はすべて対称型になっている｡

6.7.9 対称型線形多段法

さて､一段法という枠を外してみよう｡

まず､線形多段階法に対する対称性の定義を与える必要がある｡ここでは､以下のよう

に定義しておこう｡ 時間刻みが一定の時､2階の方程式用の線形多段階法は､一般に

Qlo.7:I,･+I,+･･･αp.7:i-h･'2(/'3ofi.1,+･･･Pl,fi) (127)

という形に書くことができる｡ ,/30-0なら陽的であるし､そうでなければ陰的公式であ
る｡ここで､対称型であるとは､係数が

α,L･-Ct両 , P,I-,/3"-L･

を満たすということである｡リープフロッグをこの形にしたものは､

ali+1- 2.1.2･+.I,2･_1-h･12fi

(128)

(129)

というものであり､これが上の対称性の定義を満たしていることはいうまでもないであろう｡

上の意味で対称な公式は､実際に時間反転に対して対称であるということに注意してお

こう｡つまり､ (Llli,-Ll‥,I.1,-1)から上の式で Llli+1,を求めたとする｡時間を逆転させた解を

考えて､(ユ:i+" -ll.7･+1)から.7:iを求めるということを考えても､使う式が時間が逆転してい
ないものと同じになっているのである｡
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このような公式が存在することは 1970年代から知られていたが､注目されるようになっ

たのはシンプレクティツク法の研究が盛んになった 1990年代に入ってからである｡ 特にト

ロント大の QuinlallとTremaine【QT90】が 14次までの対称型公式を導いている｡

なお､非常に最近になって､国立天文台の福島によって､Quinlan&Trclnaincによるも

のよりもはるかに良い性質を持つものが導かれている｡[Ftlk98】
ただし､これらの公式に共通する欠陥として､線形解析では安定であっても､非線形問

題 (例えば､単純なケプラー問題)に適用すると共鳴により不安定な振動を起こすことが

あるという困難があり､これはまだ未解決の問題である｡【Fuk99,ET99]このために6次以
上の公式は現在のところ実用になっていない｡

福島はこれを解決する方法として､｢超陰的方法｣というものを提案している｡ 理屈はあ

る意味簡単で､ttlz･十1,を求めるのにもっと未来の情報まで使うというものである｡ もちろん､

このためには複数ステップを ｢一度に｣解く必要があり､初期値問題をあたかも境界値問

題であるかのように連立方程式として解くことになる｡こういった方法が実用になるかど

うかはまだこれからの研究の発展を見ないとわからない｡

6.7.10 エルミート公式

さて､前に紹介したエルミート公式だが､一般の次数の場合にはそうではないが､広 く

使われている4次の公式は実は時間対称である｡ ちなみにシンプレクティツクではない｡と

いっても､pECモードで使っていたのでは陰公式が厳密に満たされてないので､時間対称公

式のもつ良い性質ははっきりとは現れない｡極限修正モード､あるいは P(EC)2やP(EC)3

モードで使うことで実質上時間対称性を実現することができる｡

とはいえ､普通に独立時間刻みと合わせて使っていたのでは､シンプレクティツクの場

合と同様に時間刻みを変えることが時間対称性を破る｡ また他の粒子の軌道を予測する時

には過去の情報しか使っていないので､ここでも対称性が破れている｡このために､通常

のエルミート公式と独立時間刻みを合わせたやりかたでは､P(EC)2にしても特にいいこと
はない｡

いいことがあるのは､可変時間ステップとはいってもほとんどの場合に時間刻みは一定

であるような場合である｡ 具体的には､惑星形成のシミュレーションでは､多数の微惑星

が重力相互作用しながら太陽のまわりをほとんど円軌道で回っている｡ これらの時間刻み

はほとんど一定であり､そのためにP(EC)2にするだけで劇的に計算精度が向上する｡ さら

に､誤差のほとんどが太陽重力から来ているので､粒子間の相互作用は一度計算するだけ

で､太陽重力についてだけ反復することで精度をあげることができる｡[IくYM98】

6.7.11 時間刻みの対称化

さて､シンプレクティツク公式は時間刻みの変更と相性が悪いのはすでに述べたとおり

だが､対称型公式も普通にやったのでは同じである｡ が､対称型公式では ｢時間刻み対称

化｣によって良い性質を取り戻すことができることがわかっている｡ ここでは時間刻み対

称化について簡単にまとめる｡

可変刻みの場合､対称型公式であったとしても普通は ｢時間を反転して逆に積分すれば

元に戻る｣という性質を満たさなくなる｡理由は簡単で､時間刻みが同じになるとは限ら
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ないからである｡つまり､時間刻みは普通は前のステップでの誤差とかそういったものを

使っているので､行きと帰りでは違ったものになる｡

時間刻みが対称でないというのが永年誤差がでる原因だとすれば､対称にしてしまえば

永年誤差がなくなるかも知れない.対称にするとは､時刻toで計算した時間刻み △toと
逆に戻る時にtlで計算した時間刻み△tlが等しくなるようにするということである｡ この
ためには､時間刻みが時刻 tuと時刻 tlの情報を同じ重みで使っていれば良い｡一つの可
能性は以下のようなものである｡

･弓 lhko)+棉 )】 (130)

ここで Eoは時刻 toでの位置と速度であり､h(i)は適当な時間刻みを与える関数である｡
つまり､積分の始点と終点で時間刻みをそれぞれ計算して､その平均を取るわけである｡こ

うすれば､逆に戻った時にも時間刻みが等しくなることが保証される｡ ここで注意しない

といけないのは､Elは△tの関数であるということである｡ このために､式(130)は△tを
陰的に決める方程式になっていて､何らかの方法で解く必要がある｡ これには疑似ニュー

トン法などいろいろな方法が使える｡

CanoとSallZIScrllalCSS97]は､周期運動するハミルトン系について､(a)時間刻み一定

のシンプレクテック公式,(1))時間ステップ対称化した対称型公式､(C)ハミルトニアンを保
存するように構成された公式の3つについて､任意の量の誤差が最大でも時間の1次でし

か増大しないということを証明した｡ これは時間刻み対称化にある程度の理論的裏付けを

与えるものと解釈できよう｡

自己重力系を応用先として考える時には､時間対称化が有効なのはまずは連星系等であ

る｡共鳴状態の3体のような､直接に数値積分する以外に特に有効な手段がなく､しかも

時間刻みを変えることは絶対的に必要な場合によい結果を与えるからである｡しかし､独

立時間刻みと組み合わせることはできないだろうか?

Quilllletal.【QKSL971は､リープフロッグは対称化した上で独立時間刻みを使うことが
可能であることを示している｡ これは､基本的にはリープフロッグが陽公式であり､位置

は予測子が修正されないでそのまま使われるためである｡なお､速度は修正子によって修

正される｡ 従って､対称性を保証するためには､時間刻みが速度ではなく位置だけに依存

するようになっている必要がある｡ 彼らは時間刻みを 府 に比例させることで速度に依

存しない時間刻みを作っている｡が､彼らの実験結果を見る限りでは､やはり密度だけに

よって時間刻みを決めることには無理があるのか､非常によい結果が得られているとはい

い難い｡そのせいかどうか知らないが論文もまだ通っていないようである｡

6.8 ネイバースキーム

ここまでは時間積分の手法の話をしてきたが､ここでは加速度の計算の話になる｡ツリー

などの近似算法を使ってある時刻での加速度を高速に計算するというのは次章の話題とし

て､ここでは独立時間刻みをもう少し進めて､ある粒子への力をいくつかの成分にわけ､

それぞれに違う時間刻みを与えるという方法について説明する｡｢いくつか｣といっても､
実用になっているのうは近くの粒子からの力と遠くの粒子からの力の2つに分けるもので､

理論的にはそれ以上分けてもあまりメリットがないということがわかっている｡【MH88】
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分ける原理は､粒子毎に適当な半径 rを考えて､ある時刻でそのなかにいた粒子はネイ

バー粒子であるとし､リストをつくって憶えておくというものである｡その時刻では､全

粒子からの力をネイバーからの力Fnと残りからの力 FE/に分けて計算しておく｡ タイムス
テップはこの2つのそれぞれについて計算する｡普通はFnのほうが短いステップサイズに

なるので､時間が F,Iのタイムステップを超えるまでは Fnはステップごとに計算するが､

F;/の方は外挿する. 超える手前の時刻で､F(Lを計算しなおして修正子を適用すると同時

に､ネイバー粒子のリストも作り直す｡

なお､実際にこのアルゴリズムを線形多段階法と組み合わせるのはかなり面倒である｡

というのは､F,Iを新しく計算した時点でネイバー粒子のリストも変わるので､単純な差分

によって予測子を構成できないからである｡ 広 く使われていたAarsctllによるプログラム

【Aar851では､入れ替わった分の補正を入れ替わった粒子について解析的に高次の導関数を
計算して行なう｡ この処理はかなり繁雑なものになる｡

但し､4次のエルミート法の場合には予測子に前のステップの情報を使わないので､こ

のような補正は不要になりプログラムを単純化できている｡【MA92】
このやりかたでどの程度得になるかというと､理論的および数値的な解析の結果では､

ネイバー数は(N/10)3/4程度が最良で､計算量の比は0(Nl/4)程度になる｡【MH88,MA921

粒子数の 1/4乗というとたいしていいことがないように思うかもしれないが､これは必ず
しもそうではない｡というのは､コストにつく係数が小さいために比較的粒子数が小さい

ところ(100程度)でも既に効果があるからである｡ 粒子数が 104程度では､計算コストに

10倍程度の差が出てくる｡

通常の計算機を使った高精度の重力多体計算では､現在現実的に可能な程度の粒子数で

はこのネイバースキームを使った方法がもっとも高速であるようである｡

6.9 ベクトル化､並列化

ここまでの話では､どういう計算機の上で実行するかということはあまり考えないで､

精度を確保し､計算量 (浮動小数点演算の数)を減らすにはどういうことを考えればいい

かということを見てきた｡ 30年前であればここまでで話はほとんどおしまいであり､あと

はかなり細かいプログラミングテクニックの問題ということになった0

しかし､最近30年間の計算機の発展は､ある意味ものごとをより面倒にする方向に来て

いる｡ というのは､20年前であれば高速な計算機というのはベクトルプロセッサであり､

アルゴリズムがベクトル化できるかどうかで性能が数十倍違ったし､現在ではもっとも高

速な汎用計算機は分散メモリ型並列計算機になっていてここでは並列化できるかどうかで

性能が千倍以上違ってくるからである｡

独立時間刻みを使うような問題の並列化､特に分散メモリの計算機での並列化について

は､しかし､現在のところあまり研究がないのが現状である｡これがどうしてかは良くわ

からないが､次に述べるツリー法に比べて本質的に難しいというのが一つの理由であろう｡

まず､計算量が多い割に扱う粒子数が小さく､効率的な並列化のためにはプロセッサ間の

通信や同期などが非常に高速である必要がある｡ 現在､並列計算機の主流になりつつある

分散メモリ型並列計算機や PCクラスタがもっとも苦手とするタイプの計算なのである｡

これに対し､古典的なベクトル計算機や共有メモリ型の並列計算機ではあまり難しいこと

- 430 -



重力多体系の数値計算

をしなくても性能がでる｡

ベクトル計算機や共有メモリ型の並列計算機で単純な独立時間刻みを使う場合､力の計

算には仝粒子からの力を受けるという高い並列性があるので､そこのところを並列化すれ

ば十分である｡ これに対してネイバースキームとなってくると並列度が下がるので､もう

少し増やしたい｡これにはブロックステップ法というものが使われる0【McM86】この方法
では､基本的に時間刻みを2のベキ乗に量子化することで､なるべ く沢山の粒子が同じ時

刻をとるようにする｡ 同じ時刻にくるものは並列に計算できる｡

分散メモリの場合､今のところどのように並列化すべきかということがそもそも良くわ

かっていない｡提案されているのは例えば全プロセッサが全粒子のコピーを持つ方法であ

る｡【SB991今のところ､この方法ではあまり高い性能が出ていない｡使っているプラット

ホームは CrayT3D/Eであり､プロセッサ間通信が非常に速いものであるので､それでも
性能が出ていない理由はよくわからない｡理論的には､この方法で通信が遅いPCクラス
タで良い性能を出すのはきわめて難しい｡

汎用並列計算機での効率的な実装の研究が進んでいないもう一つの理由は､最後に述べ

る専用計算機が単純な独立時間刻みに対しては極めてよい成果を出しているということか

もしれない｡これについては後でもう少し詳しく議論する｡

7 計算法 一 空間領域

今までは､微分方程式の右辺は与えられている､つまり基本的に仝粒子からの力を合計

するとして話をしてきたが､ここでは右辺の全粒子からの力を近似を使って速く計算する

という話をする｡

歴史的にも､また現在使われているものとしても､右辺を速く計算するための方法はた

くさんある｡ が､基本的な考え方としては以下の3つにわけることができよう｡

第-は､各粒子への力を直接計算するのではなく､空間格子を切って格子上でポアソン

方程式を解き､それから補間などで各粒子への力を求める方法である｡境界条件や粒子分

布によってどのような格子をとるかは違ってくるが､3次元の問題では直方体領域で普通

に等間隔格子を切ることが多い｡これは､ポアソン方程式を解くのに高速フーリエ変換を

使えるので､計算が速いからである｡ 普通 pM(1)artiClcl-le.Sll)法というときにはこのFFT
を使う方法を指す｡

この方法の利点は速度にあるが､欠点はフーリエ変換を使うために規則的な等間隔格子

でないと使えないというところにある｡ このために空間分解能に制限がつき､格子間隔の

数倍程度以下では粒子間重力は実効的にソフトになるし､また格子の方向による非等方性

も出てくる｡ このために､例えば宇宙初期で構造が一様に近いといった､自己重力系とし

ては限られた状況でしか使えない｡

この分解能の問題を改善するアプローチももちろんある｡ 昔からあるのはP3M(pal･tiele-

particlcparticlc-mesh)法というもので､近くの粒子からの寄与は直接計算しようというも

のである｡ この方法では､ 1/7,ポテンシャルを2つに分ける｡ 一つは､7･- 0の極限では

1/rだが遠くでもっと速く落ちる近距離力的な振舞いをするもの､もう一つはこの近距離
力を引いた残りである｡で､前者は直接計算し､後者は FFTを使って計算する｡

この方法は､プログラミングが比較的容易でありまた精度もあげられる｡ もっとも､精
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度をあげようとすると､遠距離力が格子の非等方性の影響を受けない程度に近距離力の作

用範囲を大きくする必要があり､比較的急速に計算量が増える｡また､格子が等間隔であ

るために粒子の密度分布が非一様であると計算量が非常に急激に増大する｡

これに対し､いわゆる AMR(adaptivclnCSllrCfinlnCnt)を使うという話も最近はある｡

これは､密度が高いとかポテンシャルが急に変わるとかいうところでは格子を細かくしよ

うというものである｡AMRにしてしまうと普通にはFFTが使えないので､CG法等の反

復解法でポアソン方程式を解くことになる｡

AMR.とp3M を組み合わせて近くの粒子からの力も正確に計算しようという話もあるこ

とはある｡[CTP95]但し､AMRの場合にはメッシュを使って計算した力の 1/7･ポテンシャ
ルからのずれを正確に評価するのは困難になるので､理論的にはむつかしい問題がある｡

第二の方法は､基本的には第-の方法と同じようにポアソン方程式を解くが､格子を切っ

て差分法で解くのではなくなんらかの直交関数系に展開する｡といっても､FFTでもその

ような展開をしているわけで区別が明確とはいい難いが､ここでは実際に考えるのは球面

調和関数展開である｡

銀河とか星団とかは､おおむね丸い形をしているので､それを表すのに球面調和関数展

開を使うのは考え方としては非常に自然である｡ とはいえ､実際にこの方法を使うに当たっ

てはいろいろ問題がある｡ 根本的な問題は計算量である｡FFTのようなうまい性質がない

ので､普通にやると計算量は展開項数と粒子数の積に比例する｡従って､角度方向や半径

方向の分解能を粒子間隔程度にとると､結局展開項数は粒子数の程度になり計算量は粒子

数の2乗程度になる｡ 従って､項数をあまり多くとることは現実的ではない｡

実際的な問題としては､ 7･方向の展開をどうするかということがある｡7･方向の積分に

ついて直交する関数ならなんでもいいわけではあるが､現実問題としては上の項数の問題

があるので､あまりなるべく少ない項数で系を表現したい｡このために､もともとの初期

条件の分布に近い式をo次にもってきて直交関数系を作るような怪しい方法がいくつか提

案されている｡【HO921しかし､項数を制限するということは､系の可能な進化がその有限

項で表されるもののみに制限されるということでもあり､こういうことをやった時に本当

に追跡したい進化が表現できているかどうかは明らかではなくなる｡

もう一つの方法は､半径方向は展開しないということである｡ つまり､ある半径での重

力ポテンシャルを､内側からの寄与と外側からの寄与に分けると､それぞれは多重極展開

で表現できる｡ 内側からの寄与は中心に近い粒子から順番に計算できるし､外側からの寄

与はもっとも外の粒子から順に計算できる｡

計算量の観点からは､この方法は計算量が角度方向の項数と粒子数の積ですみ､しかも

半径方向については展開による計算誤差が入らないので､3方向に展開する方法よりも明

らかに優れている｡ このために､1980年代には単独の銀河の大粒子数計算にはよく使われ

た｡[Vi182,AW861但し､並列計算を考えると､順番に計算しないといけないというのが嬉
しくないので最近はあまり使われていないようである｡ といっても､プロセッサ数がよほ

ど多くなければ並列化できないところはたいしたことはないので､使われなくなった本当

の理由は良くわからない｡この方法の問題は､単独で球に近い銀河でも､やはりAMR,と

同じくどのような誤差が入っているのか良くわからないということである｡

と､いうことで､以下の話の本題であるツリー法系の計算法の話にはいる｡ツリー法の

基本的な考え方は､計算量を減らすために重力を及ぼす遠くの粒子を適当にまとめるとい

うことである｡まとめるのに､階層的な木構造を使うことで､どの粒子に対しても小さな
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図 9:ツリー法とFMM の基本的考え｡

コストでうまいまとめ方を構成する｡

さらに､重力を受けるほうも､近くにある粒子は同じような場を感じるわけなので､ま

とめて計算することが考えられる｡ 重力を及ぼす方は多重極展開ができる｡受けるほうも､

同様に場を (球面)調和関数展開して計算する｡ こちらは通常局所展開と呼ばれる｡

この両方をやるのが FMMであり､多重極展開はするけれども局所展開は使わないで多

重極展開をそれぞれの粒子の位置で評価するのがツリー法である｡

どちらの場合でも､粒子がある空間を分割することで多重極展開や球面調和関数展開を

使えるようにする｡同じ球帝調和関数展開を便うにしても､系が ｢丸い｣ということを使っ

て-箇所で展開するのではなく､分割したものをそれぞれ展開するので系が丸くなくても

使えるわけである｡

7.1 ツリー法の考え

以下､具体的にどのようにツリー構造を構成し､それによってどのように相互作用を計

算するのかを簡単にまとめる｡

図で説明しよう｡3次元の図は書きにくいし見る方も見にくいであろうから､2次元で書

くことにする (図10)｡まず､平面内の適当な領域に粒子が分布しているとしよう｡ 粒子が

有限個なので､そのすべてを含む正方形を考えることが出来る｡ すべて含んでいればよい

ので､別に最小である必要はないが､普通はそこそこ小さくとる｡ これを､まず4つの小

正方形(セル)にわける｡ で､そのそれぞれをさらに4つにわけるというのを再帰的に繰り

返していく｡

粒子が0個または1個しかなくなったところで止める｡ この空間 (平面)分割に対応し

たツリー構造を考えると､根に全体の正方形に対応する節点があり､その下に4つの小正

方形､さらにその下にそのそれぞれの中の4つ- と続いていって､ツリーの葉には粒子1

つ 1つが くることになる｡この方法では､粒子の数密度が高いところでは細かく､そうで

ないところでは粗いという意味で､適応的な構造が実現されていることに注意してほしい｡

3次元にすれば､正方形4個の代わりに立方体8個となるが､それ以外は全く同じである｡
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図 10:4分木の構築

まず､どうやってこのツリー構造を使って一つの粒子への重力が計算できるかということ

を考えてみる｡ このためには､ツリーのある節点が表す立方体内の粒子全体からのある粒

子への力を計算する方法を与えればよい｡(なお､以下では､節点に対応する立方体､ある

いはそのなかの粒子全体のことも単に節点ということがある)系全体からの力は､単に根

節点からの力として計算できる｡一つの節点からの力を以下のように計算することにする

ある節点からある粒子への力 =

その節点の重心からの力

(節点と粒子が ｢十分離れている｣)
その節点の子節点からの力の合計

(それ以外)

｢十分離れている｣かどうかの判定には通常は以下のような基準を使う｡

～

TI<()

(131)

(132)

ここで clは粒子と節点の重心の距離､lは節点に対応する立方体の一辺の長さである｡ パ

ラメータ鋸ま見込み角といわれる量であり､計算精度と計算量を制御する｡ 高い精度を得た

ければ βを小さくすればいいが､漸近的にはβ~3に比例して計算量が増える｡ 計算精度を
あげるもう一つの方法は､重心だけを考えるのでなく多重極展開を作っておくことである｡
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原点中心で半径 αの球内にある粒子が球の外に作るポテンシャルの多重極展開係数はN
･.:''-∑/II,i=l(:)IyL--(07･,¢7･) (133)

で与えられる｡ ここで､m,･と(ri,Oi,4,i)はそれぞれは粒子 iの質量と極座標で表した位

置である｡ また､1'lm(0,4,)は l次の球面調和関数で､ルジャンドル陪関数Plmを使って

Yl"I-(-1)m
21+1(i-1mL)7.
47r (i+回 )!

pLm(COS0)e叫

と書ける｡ この展開係数を使うと､位置(r,0,¢)(7･>a)でのポテンシャルは

o〇 I

町 帰 )-∑ ∑ α漆 ,,I-'0,0)･J=0川=-∫

(134)

(135)

と書けることになる｡

ツリー法を実際に使うには､各節点についてその中の粒子全体の重心の位置と質量 (あ

るいは多重極展開の展開係数)をあらかじめ求めておく必要がある｡ これらはやはり再帰

的に定義することができる｡ つまり､子節点の中の粒子全体の重心の位置と質量がわかっ

ていれば､親節点の情報は計算できる｡ 多重極展開の展開係数についても (計算は繁雑で

あるが原理的には)おなじことである｡ 実際の計算プログラムにおいては､再帰手続きで

実現してもよいが並列化などを考えると葉節点から根節点に向かって順に計算していくほ

うがよい｡

7.2 FMMの原理

ツリー法の原理からFMM の原理にはほんの一歩であるO ツリー法では､ある粒子への

力を計算するのに､遠くの粒子からの力はまとめて計算することにした｡相互作用は対称

的であるので､逆にある粒子から遠くの粒子への力をまとめて計算するということも考え

られる｡ 両方を同時にやれば､ある一群の粒子から別の一群の粒子への力をまとめて計算

することになる(図9)｡このように､受ける側もまとめてやることによって､以下に説明

するようにツリー法の0(ⅣlogAりから0(〟)へ計算量のオーダーを下げることができる｡
このためにこの方法には ｢高速｣多重極展開法という名前がついている｡

力を受けるほうは､重力ポテンシャルのテイラー展開を求めておいて､それを各粒子の

位置で評価するという操作が必要になる｡ もちろん､実際にはポテンシャルは調和関数に

なっているので､球面調和関数で展開することで項数をテイラー展開に比べて減らすこと

ができる｡ この展開のことを､以下局所展開と呼ぶ｡

この方法は､RoklllinとGreengardによってまず2次元の場合に提案され 【GR･87ト すぐ

に3次元に拡張された【GR･881｡考え方は2次元でも3次元でも同じであるので､例によっ

て図は2次元で示す (図11)｡ツリー法では適応的なツリー構造を扱ったが､FMM では

とりあえず一様なツリー構造を考える｡ すなわち､ツリーのレベルをkとすると､元の正

方形を4k個の小正方形に分割する. なお､適応的なツリー構造の場合のアルゴリズムは例

えば【BHER951をみられたい｡ツリー法の場合と同様に､あらかじめ各セルに含まれる粒
子 (一つも無いこともありえるが)が作るポテンシャルの多重極展開は準備しておく｡
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若 妻

図 11:FMMの概念｡もっとも濃く塗ったセルに入っている粒子への力を評価する｡ 自分

とその回りの8個のセルからの寄与は直接計算し､さらにその回りの27個は多重極展開を

使う｡その上のレベルは親セルが面倒を見る｡

FMMでは､一つの粒子への力を以下のように分割する

F-F.I+Fc (136)

ここで､F,Iは直接計算する分で､自分のいるセルと､それに隣接したセルの粒子からの

力である｡ これらには多重極展開は使えないので､直接計算することになる｡ 残るのが Fc

であるが､これはさらにツリーのレベル毎に別に計算する｡つまり､あるセル 日に対し､

(i)そのセルと同じレベルにあって､(ii)その親セルとその隣接8セルの合計 9セルの子で

あって､(iii)問題のセルには隣接していない､27(-36-9)個のセルを考える｡ この27個
のセルに含まれる粒子が作る重力ポテンシャルの局所展開の和を､セル iの中心で評価し

ておく｡トップレベル (系全体)と､そのすぐ下のレベルでは､親のレベルでは隣接して

いて自分のレベルでは隣接していないものは存在しないので､計算の必要はない｡

このようにして各レベルで重力場を計算しておくと､あとは粒子の位置で､それぞれの

レベルでの局所展開を評価して合計すればいい｡が､別に粒子毎に仝レベルでの展開を評

価しなくても､上のレベルの展開は一段下に移してやって (展開の中心をシフトして)ま

とめておけば､粒子は全部まとめた局所展開を一度だけ評価すればいい｡この､局所展開

をシフトしながら下に落していくのは､最初に多重極展開をやはりシフトしながら上にあ

げていくのとちょうど対称的な操作になる｡

図12のように､4レベルのセルの中心での展開を合計する場合を考えてみる｡ まず､一

番上のレベルのセルの中心での局所展開を､4つの子セルの中心に展開中心をシフトしてそ
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図 12:局所展開のシフトと加算

れぞれのレベルでの重力場の局所展開と足し合わせる｡ さらに､それぞれの子セルで､合

計した局所展開をまたそれらの4つの子セルの中心にシフトし､またそこでの局所展開と

足し合わせる｡ これを最下層のセルに達するまで繰り返すと､各セルの中心での､自分と

自分に隣接するセルに入っている粒子を除いた他のすべての粒子による力の局所展開がも

とまる｡ 粒子一つへの力は､この最下層での局所展開を粒子の位置で評価したものと､隣

接セルの粒子からの力の合計ということになる｡

ここで計算量のオーダーを考えてみると､すべての操作の計算量が粒子数またはセルの

数にしか比例していないことがわかる｡ セル数は粒子数に比例するので､結局計算量のオー

ダーが 0(Ar)ということになるわけである｡

7.3 それぞれの方法の歴史と現状

FMM とツリー法のどちらも､まだ10年少々の歴史しかない新しい方法である｡しかし､

どちらも急速に研究が進み､応用分野も粒子系のほか､境界要素法､あるいは変わったと

ころでは非常に高次の球面調和関数展開や､分散メモリの計算機上での FFTなど､さま

ざまな分野に広まりつつある｡基本的な考え方は､遠くとの相互作用はまとめるという単

純なものなので､重力 ･クーロン相互作用に限らず非常にさまざまな応用がありえるわけ

である｡基本的には､相互作用が重ね合わせ可能でかつ遠距離に届き､といっても遠くに

いくに従って弱 くなるようなものであればなんでもFMMやツリーの考え方は使える｡

ここでは､特に筆者の専門である重力多体系の観点から過去の歴史を簡単に振 り返って
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みたい｡

ツリー法を初めて実現したのは､プリンストン大学の学部生 A･Appelであった[Al)1)851｡
これは1981年の学部の卒業論文であったということだが､1985年になるまで公表論文に

はならなかった｡彼の方法は､ツリーを最近接粒子をまとめていくことによってボトムアッ

プに構成していくものであり､現在広 く使われている8分木をつかうものではなかった｡

8分木を使うツリー法を提案したのは当時プリンストン高等研究所にいたJ.E.BarlleSと

P.Htltである[BH86】｡この方法に基づいて､その後の数年間にベクトル型スーパーコン
ピュータへの効率的な実装についての研究と分散メモリ型計算機への実装の研究が精力的

に進められ､銀河や銀河団､あるいは宇宙の大規模構造などの形成､進化のシミュレーショ

ンに広 く使われるようになった[WS921｡特に分散メモリの超並列計算機では､109を越え
るような粒子数のシミュレーションが可能になってきている｡

このように広 く使われることになった理由の一つは､実装が比較的簡単であったことで

ある｡ ツリー法の実装のほとんどは､4重極モーメントまでしか扱わない｡このため､多重

極展開や球面調和関数といってもそれほど面倒な計算式が出てくるわけではない｡高い計

算精度が必要であれば､離れたセルもある程度まで分割して相互作用を計算する｡もちろ

ん､非常に高い計算精度が必要になれば､より高次のモーメントをとり入れた方が計算量

が減る｡しかし､多くの問題で､粒子数が有限であることからくる2体緩和で計算精度が

きまっているので､相互作用の計算精度をあげるよりも､計算精度を下げても粒子数を増

やしたほうがよりよい結果が得られるのである｡ このために､かなり広い応用で､4重極

モーメントよりも精度をあげることには意味がない｡これについては後でもう少し詳しく

議論する｡

このように､理論的にも実験的にも複雑なことをして精度をあげる必要がなかったため

に､ベクトル化や並列化､特に適応的な木構造の実現やロードバランシングなどに努力が

傾注されてきた｡ これらの努力により高速で実用的なプログラムが利用可能になってきて

いる｡

F入,･IMはツリー法とほぼ同時期にイェ-ル大学の GreellgardとRoklllinにより提案され

た【GR･87,GR88]｡これは多重極展開と局所展開をまともに使うものであった｡その後､計

算法の改良について非常に多様な提案がなされてきた｡ 例えば多重極展開から局所展開へ

の変換については､FFTを使って高速化する方法【EJ96】や､一旦座標系を回転し､シフト

の方向に ～～軸をもってくることで計算量をo(p3)に減らす方法 [wHG96】などが提案され

ている｡ この他にも最近 Grcellgal･(1らによって提案された新しい方法[GR97]もある.こ

れらを使うことで､理論的な計算コストは0(Np2)よりも若干小さくなっている｡しかし､
このような多様な提案があるということは､逆にいえばまだ決定版というべきものはなく､

多数の改善案が提案されているがそれらのうち一つが他のものよりも圧倒的によいという

わけではないということでもある｡さらに､このような方法は一般に高い精度を要求する

場合にしか改善につながらない｡

実際のところは､天文シミュレーションにおいては現在のところFMMは全 く使われて

いない｡このように､理論上の計算量はともか く､現実の問題としてはFMMがあまり使

われていない一つの理由は FMMの実装が面倒であるということである｡ ツリーでは木構

造を作った後は多重極モーメント (といってもほとんどの場合せいぜい4重極)を計算し､

あとはそれを使って各粒子への力を計算する再帰的な関数を書けばおしまいだが､m/IM

の場合には多重極展開を局所展開に変換するややこしい式と､局所展開をシフトする式を
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プログラムしないといけない｡しかも､特に多重極展開を局所展開に変換するところはま

ともにやったのでは計算量が多いし､といって減らそうと思うとまたいろいろ面倒なこと

をしないといけない｡

もちろん､それだけやって実際に同じ計算精度で速くなるとか同じ計算時間でより精度

がよくなるとかいうことがあれば､自分で書かないまでも誰かが作ったプログラムを使お

うかという気にもなるが､現在のところ実際に精度と計算速度を比較した研究では､少な

くとも比較的計算精度が低いところではツリーの方が速いという結果が得られている｡ 例

えば､適応的な木構造の場合にツリー法とFMMの計算速度を比較した研究[BS97]では､
比較的精度が低い (ポテンシャルの相対精度が 10~3程度)場合､FMMはツリー法に比べ

て有意に遅いという結果になっている｡となると難しいことをわざわざしないほうが得で

あろう｡

もっとも､現在のところ､ツリー法に比べてFMM の結果があまりよくないのは少なく

とも部分的にはFMM の実装があまりよくないからであると理論的には思われる｡例えば､

前節の説明では､多重極展開を局所展開に変換するところであるセルは自分と同じ大きさ

のセルからの力を受ける｡ で､どちらも同じ次数で展開する｡ 誤差の上限の評価ではこれ

は同じオーダーで係数も同程度だが､実際に入ってくる誤差を考えると必ずしもそうはな

らない｡というのは､多重極展開のほうは､あるセルに入っている沢山の粒子からの力の

合計であるので､高次の項は主にセル内の密度の揺らぎから来ている｡ このために､中の

粒子数が大きければ揺らぎが小さくなり､その結果誤差も小さくなる｡ ところが､局所展

開ではあくまでもセル内の-箇所での評価なので､展開の打ちきり誤差がそのまま入って

くる｡ 中に沢山粒子があっても､それぞれに独立に誤差がでるだけである｡このために､多

重極展開と局所展開で実際の誤差に対する寄与が同程度であるためには､局所展開のほう

の次数をかなり高くするか､あるいは局所展開のほうのセルを小さくする必要があると考

えられる｡ところが､現在のところ大抵の実装ではこういった効果まで考慮して計算量を

最適化しようとはしていない｡

なお､2次元の場合には3次元に比べて m/IM の計算量は大きく減り､実用性の高い方

法となる｡これは､多重極展開の項数が 1)'2からpに減るだけでなく､幾何学の違いのた

めにセル間相互作用の数が減るためである｡3次元の場合は一つのセルが 6:し 33=189個
のセルと相互作用するが､2次元の場合は62- 32=27個であり､7倍計算量が違うことに

なる｡ なお､もちろんツリー法でも同じ理屈で減る｡

幾何学の違いは､空間が3(2)次元であっても実際に計算する領域は2(1)次元である境界

要素法の場合にも有利に働 くことを注意しておきたい｡このために､FMl/Ⅰやツリー法は

境界要素法には特に有効である｡

7.4 FMMの効率的実装

FMM の計算コストを減少させる方法についてはいくつか簡単に述べたが､ここでは実

装を簡単にする (必ずしも計算量は減らない)方法を2つ紹介しておく｡これらは､プロ

グラムが簡単に実現できるという意味で､FMMが広く使われるためには重要なものと考

えられる｡
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7.4.1 アンダーソンの方法

AndersolllAlld92]は球面調和関数を使わないで FMM を実現する画期的に安直な方法を

提案した｡ 彼のアイディアは､球面調和関数の展開係数をデータとして使う代わりに､球

面でのポテンシャルの値そのものを使おうというものである｡ 半径 αの球の中の粒子が外

に及ぼすポテンシャルは､球の表面でのポテンシャルの値がわかっていればラプラス方程

式の境界値問題を解けば与えられる｡ 解はポアソンの公式を使って以下のように書ける

Q(x)-/5.,;苦 土 (r lpr庸 )tIJ(as,ds, (137)

ここで P,Iは N,次ルジャンドル関数である｡ この積分を､球面上での適当な標本点を使っ
た数値積分に置き換える｡2次元であれば､円を等分割すればいいが､3次元ではうまく点

をとってその上で球面調和関数の直交性が保存されるようにする必要がある｡ これは良く

研究されていて､文献ト′IcL63,HS96]を見れば数値的にそのような点が求められているの
で､それを使えばよい｡

子セルの外の多重極展開をその一つ上のセルでのそれに変換するには､上の式に従って

親セルを含む球面上でのポテンシャルを求めればいい｡また､局所展開も､1/7.での展開
が 7,での展開に変わるだけで上と同じ式である｡ さらに､多重極展開を局所展開に変換す

るには､上の式をつかって局所展開する球面上でポテンシャルを評価すればよい｡つまり､

上の式だけで､ m/IM に必要な数学がすべて表現されていることになる｡

7.4.2 P2M '2法

ここで､著者らが最近提案したp2M2法 (1)SCudo-particlemultipolclnCt,llOd)匝′Iak99,ⅠくMOl]

にも簡単に触れさせていただきたい｡基本的な考え方はアンダーソンの方法とほとんど同

じものであるが､違いは球面上でのポテンシャル分布を使うのではなく球面上の質量分布

によって多重極展開を表現するというものである｡ 定式化はアンダーソンの方法とほとん

ど同じであり､最終的には

T̂
m,i-吉mJJL･墓呈呈(?)IpL(cos-/,, (138)

という形で実粒子の分布から仮想粒子の質量が表現される｡ここで ,m,JL･,77申 まそれぞれ実粒
子､仮想粒子の質量であり､今は展開の中心から見て実粒子と仮想粒子がなす角度､riは

実粒子の原点からの距離､ 7･は仮想粒子を置く球の半径､〟は仮想粒子の数である｡

この方法は､FMM よりもむしろツリー法との組み合わせで有効であり､粒子間相互作

用を計算するだけで高次精度のツリー法が実現できる｡

もっとも､この方法は計算量という面ではあまり有利とはいい難い｡これは､最小限必

要な疑似粒子の数に比べて実際に使う疑似粒子数がかなり多 くなるからである｡ 例えば､

もっとも低次の重心 (1次のモーメント)だけを使う場合を考える｡ 疑似粒子とかそういう

ことを考えなくても､重心に一つ粒子をおけばいいというのは自明である｡ ところが､球

面調和関数展開してから1次の項をというようなことを考えると､4個必要になることにな

る｡これが4重極になると､必要な粒子数は 12に増える｡通常の計算法では､4重極モー

-440-



重力多体系の数値計算

メントを計算するのに必要な計算量は粒子一つからの力を計算する場合のせいぜい2倍程

度なので､12というのは普通に考えると現実的な計算量とはいい難い｡

必要な疑似粒子数が多いのは､粒子の空間配置を固定しているからである｡ 空間配置を

固定して､質量だけを変えることで､線形計算で疑似粒子を決められるというメリットは

あるものの､粒子あたり4つの自由度のうち一つしか使っていないので､最大4倍の粒子

が必要になってしまう｡

1次の場合には上に述べたように ｢重心に粒子を置く｣というのでいいわけだが､2次以

上に場合にもなんとかならないかというのはそういうわけで検討に値するであろう｡今の

ところ､2次(4重極)の場合にはそういうものができるということがわかっている｡

2次のモーメントまで考えた時には､独立な係数は9個である｡ 従って､粒子2個では

不可能だが 3個ならできそうな気がする｡3個の粒子の質量の合計はもちろん実粒子のそ

れに等しい必要があるし､重心も一致しなければいけない｡これで自由度は4個使うので､

残っているのは8個である｡ この8個で四重極モーメントテンソルの独立成分5個を表せ

ればいい｡

4重極モーメントテンソルが対角化される方向に座標系をとると､座標系で3自由度使っ

たので残りは第一軸方向のモーメントと第二軸方向のモーメントの2つだけである｡ 例え

ば3粒子の質量を等しくし､それを第-軸か第二軸のどちらかに底辺が平行な二等辺三角

形配置にすることで､対角化の条件は満たされるのであとは辺の長さをモーメントの値が

等しくなるように決めればいいことになる｡ もっと違う配置ももちろんあり得るが､とり

あえず四重極モーメントを合わせるにはこれで十分といえる｡

この方法は実装ができていて､速度はもちろん12個も粒子を使うのに比べれば断然速い｡

4重極 (2次)が理論上可能な最小の粒子数で表現できるなら8重極 (3次)も､､､とい

うのが人情だが､今のところそういう方法は発明されていない｡これは不可能とかそうい

うことではなく､単にまだ誰もそんなことが可能かどうか真面目に考えたことがないとい

うだけである｡

7.5 計算精度等

ツリー法の計算精度に関しては､良くわかっていない問題がいくつかある｡ここで問題

なのは､例によって ｢計算された重力に対してある要求した精度を実現するためにはどう

すればよいか｣ではなく､｢どのような精度になっていればシミュレーション結果は正しい

といえるのか｣ということである｡

例えば､式(132)を使った時に､粒子分布とβを与えれば求まった重力の誤差とかその

分布は実験的にも理論的にもわかる｡ が､ここで問題なのはではどのような精度が必要か

ということである｡ もうちょっというと､それ以前にそもそも重力の誤差というのがシミュ

レーションの ｢正確さ｣を測るのに適当な物差しか?という問題が､あるわけである｡

ある粒子の軌道で､ある時刻 ‖こおいて加速度F(i)を計算してある誤差e(i)があったと
しよう｡今､時間積分は無限に正確で誤差がないとし､また数値積分した結果の軌道のず

れは十分小さくて､誤差の非線形性は無視できるとする｡この時､例えばある時間経過し

た後の速度の誤差はもちろんe(チ)を積分したものであり､位置の誤差は速度の誤差を積分
したものである｡
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位置や速度自体を正確に計算することにどれほど意味があるかというのは前に長々と議

論したが､まあ例えばエネルギーの誤差とかいうことにしても話は同じで数値計算法や要

求する計算精度によって変わるのはe(i)であり､さまざまな量の誤差はC(i)の時間積分で
ある｡

さて､こんなことはあまりにも当たり前なことではあるが､上で見たように誤差を決め

るのはe(i)の積分でありe(i)そのものではない｡従って､計算精度を問題にするならe(i)
のある瞬間での値とかその2乗平均値ではなく､e(i)の自己相関関数なりパワースペクト
ルをみないといけないわけである｡ 仮にC(i)の瞬間瞬間での値は大きかったとしても､そ
れが短い時間スケールでランダムに変われば時間積分した時の効果は小さい｡逆に瞬間瞬

間での値は小さくても､長いタイムスケールでしか変わらなければ時間積分した時の効果

は大きいかもしれない｡従って､ある瞬間でのe(i)の値自体に意味があるとは限らない｡
ここで問題なのは､それでは一体どのような尺度を使うべきかということであるが､こ

れは問題に依存することは明らかであろう｡

例えば､ビリアル平衡にある恒星系で､速度分散によって構造が維持されているものを

考える｡この時にツリー法で力を計算すると､ある粒子からの誤差の相関時間は､その粒

子が相互作用計算の時に使われるセルを横断する時間の程度になる｡もちろん､球面調和

関数の次数が大きければそれに応じて相関時間は短くなるが､オーダーとしてはそうなっ

ている｡従って､2粒子間の相互作用の誤差の相関時間は距離にほぼ比例するものと考えら

れる｡ というのは､2粒子間の相対速度は距離に無関係だからである｡

あ､ここで暗黙の仮定として､パラメータβが一定であるというのを使っているが､い

ろいろ最適化をはかった場合でもβの距離依存性は非常に小さいのでこれはまあ妥当な仮

定である｡

さて､相関時間が距離に比例するとすると､誤差自体への寄与は距離が近いものほど大

きくなっても構わないことになる｡もちろん､ここにはさらに仮定が必要で､相関時間が

実際に有限であるためには誤差の平均値が 0でないといけないわけだが､これは一応成り

立っていると仮定することにする｡

さらに､かなり大胆な仮定であるがある粒子への他の2つの粒子からの力の誤差は無相

関であるとする｡ これは粒子数が大きい極限では明らかに正しくないが､現在可能な計算

で実現されている粒子数ではこう仮定して実際上問題はないようである｡

この時には､各粒子からの力の誤差の時間積分の合計をとると､1次の項は 0になり2

次の項は結局2体緩和によるエネルギー変化に 2粒子間の力の相対誤差程度の大きさの係

数がついたものが出てくることになる｡lMIE90,HHM93]従って､粒子の軌道の誤差は2
体緩和によるものよりもずっと小さい｡さらに重要なことは､これは結局2体緩和と同じ

距離依存性を持つということなので､近くと遠くの計算誤差が同程度になっているという､

計算量と計算精度の面から見ると最適な状況が実現されているということである｡ つまり､

粒子分布が一様に近く､粒子のランダム速度が大きいという状況に関する限り､単純な幾

何学的条件が最善であるということになる｡

ここで､単純な幾何学的条件は賢くなさそうだとか考えて､ある瞬間での力の誤差を最

小にするようなやり方を考えたとしよう｡上の議論から明らかなように､幾何学的条件を

使った場合にはある瞬間での力の誤差に寄与するのは主に近傍の粒子である｡このために､

そのような ｢改善された｣やり方では必ず幾何学的条件に比べて近くをより正確に､遠く

をよりいい加減に計算することで同じ計算量で精度をあげようとすることになる｡これで
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確かに力の誤差は減るが､時間積分した軌道では遠くをいい加減に計算しているのが効い

てかえって悪くなってしまうのである｡

もちろん､現実の状況はもっと複雑である｡ 例えば､2つの粒子からの力が誤差が無相

関であるという仮定は空間構造が一様でなければ明らかに正しくない｡一般には小さいス

ケールでは一様とみなせても大きいスケールではそうではないわけなので､遠いからといっ

て大きなセルにするのはあまりよろしくないかもしれない｡

といっても､多くの銀河のように中心にいくほど密度が高く､遠くまで距離の幕乗で密

度が下がるものを扱う時には､中心から非常に遠いところではそもそもほとんど質量がな

いので､相関時間とかいうこと以前に力自体が小さい｡こういった状況では幾何学的条件

は明らかに無駄といえる｡

別の例を考える｡ よく行なわれる宇宙論的な構造形成計算では､宇宙初期には密度は一

様､ランダム速度はほとんどゼロであり､誤差の相関時間は構造形成が進んで宇宙膨張か

ら切り離された構造ができるまでの間ということになる｡この場合には､相関時間が距離

によらないので瞬間での力の誤差を最小にするような計算法がもっともよい｡ところが､同

じ宇宙論的計算でも､構造が発達して銀河や銀河団が出来てくると､時間積分した誤差を

最小にするためには瞬間での力の誤差を最小にするような方法ではいけないことになる｡

というようなわけで､現在のところ一つの条件でどんな場合でも使えるといった万能な

計算精度の決め方はない｡結局のところ､計算精度を変えてみて見たい物理現象に影響が

なければ多分大丈夫であろうというような実用的な基準でチェックする必要がある｡

7.6 並列化

重力多体系のシミュレーションにおいては､より大きな粒子数を使った計算をするとい

うことが極めて重要である｡ これは､多くの場合に計算精度が2体緩和で決まっていて､計

算精度を改善するには粒子数を増やす以外に効果的な方法がほとんどないことによる｡例

えば銀河形成のシミュレーションで2体緩和によって出来た銀河の構造が変わってしまっ

てはなにを計算しているかわからないわけだが､銀河の中心付近の高密度な領域､あるい

は銀河円盤のように恒星がおもに回転運動していてランダム速度が小さいような領域では､

現在数値計算で扱える粒子数ではまだ緩和時間が短かく､物理的に意味がある結果を得る

ことは困難である｡このような領域では､物理的に意味がある結果を得るために第-にす

るべきことはなんらかの方法で扱える粒子数を増やすということになる｡

扱える粒子数は､計算機の速度と計算法の効率で決まるので､計算法の効率をあげると

いうのと少なくとも同程度には計算機の速度をあげるというのも重要である｡ もっとも､後

で簡単に触れるような自分で計算機を作るというようなある意味極端なアプローチをとら

ない限り､計算機は大学なり研究所の計算センターの計算機を時間単位で利用するか､あ

るいは自分の研究室のワークステーションやパソコンを使うという話になってそれ以上あ

まり考える余地がないような気もする｡ が､これは必ずしもそうでもなくて､実際には使

える計算機に合わせて計算法自体を変更する､あるいは新しいものを開発するといった必

要が出てくる｡

特に､ここ10年ほどの高速計算機の発展の方向を見てみると､高いピーク性能をもつ計

算機が安価に供給されるようになったことは事実であるがその上で利用可能なプログラミ
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ング環境はほとんど進歩しておらず､というよりは退化しており､シミュレーションプロ

グラムで高い性能を得るための手間が加速度的に増大しているのが現状である｡

特に話を面倒にしているのが､｢分散メモリ型並列計算機の上でのメッセージ ･パッシン

グプログラミングモデル｣というものである｡ これは､要するに､並列計算機といっても

それぞれ独立なメモリとCPUをもったたくさんの計算機の集まりであり､それらが互い
に通信できるというだけのものである｡ これはもちろん並列計算機では非常に古 くから使

われてきたプログラミングモデル､というよりは ｢計算機を作る側ではなにも考えないか

ら､使うほうでなんか考えてよ｣という､計算機工学の側の仕事放棄を表しているだけと

もいえる｡

もちろん､そのようなモデル､というよりはモデルの不在が特に科学技術計算の分野で

主流になったのは､使う側がそれを選択したからという面がある｡ 問題が単純でこのよう

なものでもなんとかプログラムが書けてしまうような場合には､このようなやり方で高い

性能が得られる｡ また､各プロセッサでは普通の Fortrallや Cで書いたプログラムが動

いているだけなので､プログラムを書き始めるのに村する敷居はそんなに高くない｡さら

に､チューニングに関しても､基本的には従来の単一プロセッサの場合と同じなので特別

なツールとかがいるわけではない｡･これに対してもっと高度な並列処理言語のようなもの

を使った場合には､多くの場合にプログラムの実行効率が下がるし､また高水準のプログ

ラムが実際にどのようにハードウェアにマッピングされているかが隠されてしまうために

チューニングが容易ではなくなる｡

とはいえ､ツリー法のように原理的にはすべてのステップが並列実行できる比較的素性

のいいアルゴリズムでも､これを分散メモリ型の並列計算機に載せようとするとアルゴリ

ズムのかなり根本からの変更が必要になる｡以下､そのあたりを少し議論しよう｡

ツリー法や FMM を分散メモリ型計算機に実装するうえで問題になるのは､空間分割を

どのようにやるかということである｡ ツリー法は基本的に遠くのほうは適当に計算すると

いう方法なので､物理的に近くにある粒子を同じプロセッサに割り当てることでプロセッ

サ間でのデータ交換を少なくすることができる｡

ここで､粒子の分布が空間的にほぼ一様であれば､基本的に計算領域を規則的に同じ大

きさに分ければ粒子数は均等になるし､またその結果計算量 もおおむね均等に分配されて

高い実行効率が期待できる｡が､広い領域に銀河が 1つとか2つだけあって､まわりには

ほとんどなにもないという状況ではそうはいかない｡

現在までに作られたほとんどのプログラムで使われているのが､再帰的直交分割 ortllOg-

onalrecursivebisectionという方法である｡lWS92]この方法の原理は以下のようなもので

ある｡ まず粒子をある座標軸方向に並べて真申で分ける｡ 分けたものそれぞれについて､今

分けたのとは直交する座標に並べてまた真申でわける､､､というのを､プロセッサ数にな

るまで繰り返す｡実際に並べなくても真申あたりで分ければいいわけなので､実装はいろ

いろである｡

こうして出来た分割を各プロセッサに割り当て､基本的には各プロセッサで独立にツリー

構造を作る｡

各プロセッサ毎にツリーが出来れば､自分のなかでの相互作用は普通と同じように計算

できる｡ 別のプロセッサにあるツリーからの力については､まず､｢そこからの力を計算す

るのに必要になりえる範囲のツリー構造｣を送ってもらって､そこからの力を普通の方法
と同じように計算すればいい｡このツリー構造は､基本的にはツリーの枝のあちこちを切
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り落としたものになる｡ つまり､ある節点のところで､すでにツリーを受けとる側のどこ

からみても十分に違いという条件を満たしていれば､そこから下は決して計算に使われな

いので送る必要がなくなるのである｡

もっとも､この方法では若干の無駄がでる｡というのは､本来ならば複数プロセッサの

粒子をまとめて 1節点として重力が計算出来るような場合でも､そのような大きな構造を

作っていないのである節点からの力は少なくとも1度は計算されることになるからである｡

また､ ORBの境界はツリー自体のノード境界と無関係なので､本来同じ節点に属する粒

子が2つのプロセッサにまたがる結果計算量が増えるという効果もある｡

これらがどれ くらい大きな損失であるかに関するきちんとした定量的な評価は残念なが

ら文献にはないが､プロセッサ数が非常に大きくなると問題になるのは明らかである｡ 例

えば､プロセッサ数が数百程度になると､プロセッサ毎に一つというのでも本来のツリー

で必要な計算量よりも大きくなる｡ また､通信についても､データ量はともか く回数が増

えるためのオーバーヘッドが無視できなくなってくる｡

この間題を回避する方法は2種類知られている｡一つは通常の8分木をやめて､各プロ

セッサの中で OR.Bをさらに繰り返し適用することでツリーを作るという方法である｡8分

木に比べてツリーを作るコストはかなり増えるが､まあ通常の実装ではもともとそこの計

算コストは小さいので大した問題ではない｡

もう一つは､8分木を使って､なんらかの方法で全体ツリーを作り直すことである｡ 原理

的にはベストな方法は､各プロセッサが他の仝プロセッサから必要な情報をもらってきた

後で､その情報を使ってそのプロセッサの粒子からみた全体ツリーを作るというものであ

る｡このためには､単に他のプロセッサから渡ってきたツリーの葉になっているものを全

部粒子だと思って､もともと自分が持っている粒子とまとめてツリーを作 り直せばいいこ

とになる｡

まあ､これは少なくとも自分のが既に持っている分については2度手間になる｡普通は既

にいったようにここの部分の計算時間は知れているので問題ではないが､ここの部分が問

題になるようであれば減らすことは出来る｡ それには､ツリーを作る方法を変えればいい｡

基本的なツリー法のアルゴリズムを説明したところでは､ツリーを作る方法として最初

に仝粒子が入る大きな立方体を考えて､それを分割していくという方法を紹介した｡これ

はまあわかりやすい方法であると著者は思うが､Bal･nCSとHutの最初の論文では全く違

う方法が説明されている｡先に説明した方法は､実は著者がベクトル化を可能にするため

に導入したものトlak90]である｡

BarllCSとHutの方法では､まずからっほの箱を作 り､そこに一つずつ粒子を入れてい

く｡ ある箱に入っている粒子が2つになったら､その箱を分割して粒子を振り分ける｡分

割してもまだ同じ箱に入る場合ももちろんあり､その時は単に分割を繰り返す｡

このアルゴリズムが実装されていれば､他のプロセッサから渡ってきた情報をまとめる

には､それらの ｢粒子｣を既にあるツリーに入れていくだけである｡

余談になるが､ツリー法を共有メモリ型の計算機で並列化するという研究はかなりたく

さんある｡ これらの多くは､計算機科学 (並列処理)の研究者によってなされたものであっ

た｡ その多 くは ツリーを作るのに BarnesとHtltのもともとの方法を使って､それを非

常な苦心をして並列化している｡代表例は良く知られた Stanford大学の SPLASHベンチ

マーク【WOT+951である｡ 並列化するには複数の粒子を同時にツリーにいれたいわけだが､
一つの粒子のために構造を変えるのと他のどれかのために構造を変えるのが干渉すると結
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果が変になってしまうので､同期とかロックとか難しいテクニックを使って矛盾が起きな

いようにする｡もちろん､その結果として速度は低下し､ある程度以上プロセッサが増え

ても速度は上がらなくなる｡ これに対し､著者の方法は､ベクトル化も共有メモリ型の計

算機での並列化もトリビアルであり効率も良い｡なにがいいたいかというと､並列処理の

研究者の場合､どうしてもアルゴリズムを所与のものとしてそれと ｢同じ｣計算手順を並
列に実行しようという方向に目が向く｡ このために､結果が同じでもっと簡単に並列化で

き､さらに並列実行でない時でも性能差が問題にするほどはないような簡単な方法が作れ

る場合でも､そういったものを作るということにそもそも考えがいかないことが多いよう

である｡

思いきり話がそれたが､このようにして全体のツリー構造を各プロセッサで作ってしま

えば､そこから先の各粒子への重力の計算は各プロセッサで全く独立に行なうことができ

る｡このために､ツリー法の並列化の効率はきわめて高く､プロセッサ数が 1000を超える

ような場合でも台数に比例した性能向上を実現した例がいくつかある｡

7.7 独立時間別との関係

さて､今までは､ツリー法の場合､時間刻みは仝粒子同じで一定である､つまり､独立時

間刻みは使わないという前提で話をしてきた｡ 銀河全体のシミュレーションや､あるいは

銀河団､宇宙論的構造形成の計算のように､一定の時間刻みとポテンシャルソフトニング

を組み合わせるのが効率的な応用がいろいろあるのは確かである｡ しかし､球状星団のシ

ミュレーションのようにそれではすまない応用もまたたくさんある｡ ここでは､そういっ

た応用向けに､ツリー法と独立時間刻みを組み合わせる方法について検討する｡

といっても､並列化､特に分散メモリの計算機での並列化を考えなければ､これはそれ

ほど難しい話ではない｡基本的には､ある粒子への重力を計算するのに､他の粒子すべて

からの力を合計するわけではなくツリーをたどって計算するというだけなので､ツリーの

節点に対しても予測子を持たせればいいわけである｡重心運動については子節点 (あるい

は粒子)の予測子から容易に作れるし､4重極も式は繁雑だが計算するだけである｡ ある

粒子を動かした時には､その度にその粒子の上の節点の予測子はすべて更新する必要があ

る｡ とはいっても､手を抜くことはできなくはなくて､実際に予測子が呼ばれるまで計算

しなおきないというふうにすれば多少速くなる｡

もう一つ重要なのは､木構造が変わる時にどうするかということである｡ 粒子が動き､

自分のもともとはいっていたセルから出ていくので､それをほおっておくとセルの幾何学

的大きさが粒子分布を反映しなくなる｡このために､幾何学的な判定条件を使って重力計

算すると誤差が大きくなってしまう｡ 実際の粒子の広がりを計算しなおして､そっちを使っ

て判定することで計算誤差の増加は防げるが､もともとのセルサイズよりも粒子の広がり

は大きくなっていくので計算量が増える｡従って､適当なところでツリーを作り直す必要

がある｡

もっとも簡単な方法は､適当な間隔で木構造をゼロから作り直すことである｡ 宇宙論的

シミュレーションや銀河形成のための計算コードでツリー法と独立時間刻みを組み合わせ

たものではほとんどこの方法がとられている｡

これに対し､ツリー構造が変わったところだけ組み直すというのは実はそれほど難しく
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はない｡これにもいくつかの方法があるが､一つは､ある粒子があるセルから別のセルに動

いた時に､その2つのセルの共通の祖先であるセルの下は全部作り直すという方法である｡

これはMcMillallとAarsctllによって実装された｡[MA93a]もう一つは､実際にツリーか
ら一旦問題の粒子を取り除き､もういちど付け加えるという方法である｡ 著者はこの方法

を実装したことがあって､たいして面倒ではないが現在のところ広く使われてはいない｡

現在のところ､ツリーと独立時間刻みとの組み合わせはシミュレーションのカバーする

時間範囲 (系のダイナミカルな時間スケールで測った)が非常に短く､そのかわり扱う粒

子数が多い宇宙論や銀河形成のような問題､あるいはあまり空間構造が発達しない惑星形

成のシミュレーションのような場合に限って使われている｡ 球状星団における自己相似的

な密度上昇のような､系のわずかな部分だけが極端に短い時間スケールを持つという場合

に､どのように並列化をすればよいかがまだほとんどわかっていないからである｡

可能性としてはうまくいくかもしれない方法としては､Springelらが導入した並列化の

手法がある｡【SaSDWOO]彼らの方法では､前に述べたように ORBで空間分割して粒子を
ばらまくが､あるタイムステップで動かす粒子への力を計算するときに､その粒子がある

プロセッサが他のプロセッサから必要になる情報をもらってきて重力を計算するのではな

く､逆に動かす粒子の座標の方を他のプロセッサにおくって力を計算してもらい､力を送

り返してもらって合計するという方法をとる｡ 力の計算が分散しているぶんだけ､粒子が

あるプロセッサがその粒子への力の計算を全部やる方法に比べれば効率が上がる可能性が

ある｡

とはいえ､もともと独立時間刻みを効率的に並列化するだけでわりあい面倒なので､ツ

リー法が付け加わるともっとうまくいかなくなるのはある意味やむをえないところがある｡

結局のところ､並列化がうまく出来て効率をあげられるためには､もとの問題に十分な

並列性がある必要がある｡ ところが､独立時間刻みにしてもツリー法にしても､単純なや

りかたに比べて計算量を減らしてはいるがその分だけ並列性も減っているわけである｡

もっとも､粒子数があまり大きくない問題に対してツリーと独立時間刻みを組み合わせ

る方法の研究があまり進んでいない理由はもうすこし違うところにあるかもしれない｡一

つは､現在扱える程度の粒子数 (数万以下)に対してはツリー法よりも前に述べたネイバー

スキームのほうが有利であり､またこちらのほうが並列化についても (おそらくは)容易

であることである｡ 粒子数が数万程度の時､ネイバースキームでは計算精度をほとんど落

さないで直接計算の10-20倍程度加速できる｡ これに対してツリー法では計算量 1/10に程
度にするには精度をかなり落す必要がある (具体的には力の精度で 10~1程度)｡それで得

た答が正しいかどうかが良くわからないので､あまり使いたくないわけである｡

もう一つは､専用計算機の存在である｡ これについては次章でもうすこし詳しく述べる｡

というわけで､ここまでで重力多体系の数値計算を普通の汎用計算機でやるという話は

一応おしまいである｡

8 別のアプローチー 計算機を作る

ここでは､大規模な計算を可能にするためのこれまで述べてきたアルゴリズムの改善と

は相補的なアプローチ､つまりハードウェアの計算速度そのものを速くするという方向に

ついて簡単に述べたい｡原稿依頼ではあんまりこの辺の話は､い とか書いてあったような
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気もするが､多体シミュレーションが数値実験であるとすれば､ソフトウェアと同様にハー

ドウェアも実験道具であり､ソフトは自分で作るのにハードは買ってくるというのもある

意味奇妙な話ではないだろうか｡

まあ､といっても､最近はソフト自体も大規模化し､個人､あるいは小さな研究グループ

の手に負えなくなってきている｡ 例えば､FMM のような面倒なアルゴリズムを､分散メ

モリ型並列計算機のようなプログラミングの手間が非常に大きい計算機の上に実現し､し

かもある程度まともな実行効率を得るのは容易なことではない｡

そういうことを考えると､ソフトだけでも大変なのに､ハードまで自分で作って､さら

にそのハード用のソフトウェアまで自分で作るなんていうのは全 く論外である､､､と思わ

れる方が多いのではないだろうか｡

というわけで､以下必ずしもそうでもないのではないかという話をしたい｡

8.1 基本的発想

多体問題シミュレーションにおいて､計算時間の大半というよりも99%以上を占めるの

は､粒子間の相互作用の計算､つまり運動方程式の右辺の評価である｡ 従って､計算速度

をあげるためには､何らかの方法で右辺を速く評価できるようにするか､あるいはいろん

な方法で右辺を評価する回数自体を減らすことになる｡ここまででは､計算機は与えられ

ているものとしてこれらをどうやって実現するかという話をしてきたわけである｡

しかし､考えてみると粒子間の相互作用の計算というのは極めて単純な式の繰 り嘩し計

算である｡ 高級言語のプログラムで書けば数行だし､アセンブラでも1ページくらいにし

かならない｡汎用計算機を使って多体シミュレーションをしているときは､ほとんどの時

間汎用計算機をこの単純なプログラムを走らせるためだけに使っているわけである｡

このような状況では､粒子間の相互作用の計算だけを高速にやる補助回路を計算機につ

けてやればシミュレーション全体を高速化できる｡ これは､例えばゲーム用のコンピュー

タなどで､画像処理等のためにいくつかの専用回路をつけてそういった処理は CPUを使

わないで済ませるというのと考え方としては同じである｡

しかし､多体問題用の専用回路には､実は例えば画像処理用回路に比べて原理的に有利

な点がある｡ 画像処理の場合､3次元の特殊な処理でなければ処理のための計算量はデー

タ量に比例する｡ 従って､処理速度をあげるためには､データ転送速度も同時にあげる必

要がある｡ このために､CPUやメインメモリと画像処理/表示部分とを非常に高速なイン

ターフェースでつなぐ必要が出てくる｡ 高速にしないといけないということは､現在の計

算機の構成では CPUの ｢近く｣に持ってくる必要があるということであり､そのために
は計算機の構成自体がそういうものを考慮して作られている必要がある｡ 例えば AGPバ

スがその例ということができる｡

これに対し､粒子間の相互作用計算では､単純な計算法では計算量が粒子数Ⅳ の2乗に

比例する｡ つまり､データ量の2乗に比例して計算量が増えることになる｡ もちろん､ツ

リー法などではそううまくはいかないが､それでもデータ量に対して計算量が非常に多い

ということには変わりがない｡このために､それほど高速ではない汎用のⅠ/0バスを通し
て接続してもまあまあの性能がでる｡ 例えば､最近の大抵の計算機で採用されているPCI

バスを使った接続でもまあまあの性能を出せる｡
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図 13:粒子系シミュレーション用の専用計算機の基本構造

そういうわけで､概念的には､粒子系シミュレーション用の専用計算機は図13のような

構成をとることになる｡

専用回路の側は相互作用を計算するだけである｡我々はこちらの部分にGRAPE(GRAl,ity
Piュ)E)という名前をつけている｡ とりあえず､もっとも単純な直接計算で時間刻み一定の
場合を考えると､専用計算機としては例えば系の仝粒子を受けとって自分のメモリにしま･

い､それから2重ループで仝粒子への他の仝粒子からの力を計算する｡ 最後に求まった力

を送り返す｡

とはいえ､これまで長々と話をしてきたように､直接計算で時間刻み一定しか出来ない

のではいかに専用回路が高速であったところで出来ることは制限される｡ 例えば､現在の

汎用並列計算機で最高速のものは10Tflol)S程度の性能を持つが､これでも粒子数が 107に

なれば 1ステップ 5分､108なら10時間となってすでに現実的とはいい柾い｡このため

に､専用計算機といっても実際に意味がある計算をするためにはこれまでに述べてきたよ

うな数値計算法､特に独立時間刻みやツリー法との組み合わせが重要になる｡これらにつ

いては次節以降で扱うとして､ここではとりあえず専用回路にすることでどの程度高速に

なりえるかということを考える｡

さて､専用回路にすることで高速化出来るのはそもそもなぜであろうか?そんなのは当

たり前であるとなんとなく思っているだけでは､実際にどういうふうに回路を作ればどれ

だけ高速化出来るか､またそもそも高速化の理論的な限界はどこかといった問題に答える

ことが出来ない｡それでは､何か作ったとしてもそれに意味があるものかどうか評価出来

ないのである｡

というわけでまた余談になるが､並列計算の場合でもそうだが､多くの研究というか並

列プログラムの開発で､そこで実装することにしたアルゴリズムがネットワークの速度や

プロセッサ台数が与えられた時に､もっともうまくいってどの程度の性能がでるかという

ことは普通は理論的に評価できる｡ 理論的にどう振舞うのかわからないほど複雑なアルゴ

リズムではうまくいく気遣いはないからである｡ しかしながら､著者の知る限りではその

ような分析をやってから仕事を始めた､あるいは途中でもちゃんとそういう検討をして方

針を考えたように見えるプロジェクトはあまり多くないというかほとんどない｡このよう

な状況ではアルゴリズムの進歩はいいところメトロポリス ･モンテカルロ法的なものでし

かないわけである｡

もちろん､計算機科学の専門家が書いた論文の場合には､少なくとも実装の性能につい
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表 1:浮動小数点演算器に必要なトランジスタ数

演算器の種類 トランジスタ数

倍精度乗算器 1×10∂

単精度乗算器 2×104

倍精度加算器 3×104

単精度加算器 1×101

ての評価はそれなりにちゃんとしている｡しかし､その場合でもアルゴリズムの性能の理

論的な評価はほとんどされていないことが多い｡なぜ並列計算法の研究が､そのような理

論不在の状況にあるのかということは著者には大きな謎である｡

と､話を戻す｡高度なアルゴリズムと組み合わせた時の話は後でするので､ここではま

ずは単純な直接計算で時間刻み一定の場合を考える｡

普通の計算機､具体的には普通のPCとかそのクラスタの場合には､重力計算は汎用 CPU

で実行される｡ この時に実現可能な速度は､どんなに良くてもcpUの理論ピーク性能を超

えることはあり得ない｡例えば､ 750MHzの EV6All)11aCPUでは､あらゆることが う

まくいったとしてクロックサイクル毎に実行できるのは加算と乗算が一つづつである｡ 最

近の Ⅹ86系の CPUである AMDAtlllollや IlltCIP4でも事情は同じようなものである.

さて､普通に2粒子間の相互作用を計算するのに必要な演算の数を数えると､乗算と加算

が合わせて19(だったかな)､平方根が1､割算が 1になる｡平方根や割算にどれ くらいの時

間がかかるかは CPUによるしまた演算ライブラリの出来によっても要わる (細かいこと

をいい出せば､要求する精度にもよる｡ 例えばニュートン法反復で平方根や割算を実現す

る場合には単精度なら倍精度に比べて一回反復数がすくなくてもいいはずである｡)が､ま

あここではとりあえずそれぞれ 10演算程度としておこう｡すると､あらゆることがうまく

いったとして1ペアの重力を計算するのにはこれらの CPUでは30クロックサイクル程度

かかることになる｡

まあ､実際にはいろいろ無駄があるのでこの2-3倍はかかるが､とりあえずこれよりも

遠くはなり得ないという上限はこのあたりになる｡ 1GHzの CPUを使った場合で 1秒に

3千万ペアを評価できることになる｡

さて､ここで､｢上限｣として､｢CPUを作るのに使っているすべてのトランジスタを演
算器に使うことができ､それらがすべて並列に動作したとしたらどれくらいのことが出来

るか｣というのを考えてみる｡ 現在のデジタル回路を使った計算機である限り､これ以上

には速くできないのは明らかであろう｡

現在の典型的な CPUで使われているトランジスタ数は 1-2×107である｡ これに対し､

浮動小数点演算器を構成するのに必要なトランジスタの数は､パイプライン段数とか細か

いことで多少は変わるが､大雑把にいって表1の程度である｡

すべての演算を倍精度で行なう意味はほとんどない｡というのは､すでに見てきたよう

に軌道の指数的発散の問題があるし､これに影響するのは近傍の粒子との相互作用､すな

わち桁落ちがもっとも大きく効くところである｡ 従って､最初の座標の引き算と､最後の

力の累算は倍精度で行なうとしても､それ以外は単精度で行なうというのがまあ妥当な選
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択であろう｡ これよりも精度を落してもほとんどの問題であまり問題はないが､しかしそ

れほど劇的には演算器が小さくならないからである｡ なお､理論的には演算器の大きさは

乗算器の場合仮数のビット数の2乗に比例するが､仮数が小さくなると指数のところの回

路の大きさが無視出来なくなる｡加算器の場合は､高速な加算器やシフタを使った時に大

きさがビット数 pのplogpに比例する｡
まあ､ここでは､倍精度乗算器を使わないとすれば典型的な演算器の大きさは2×104ト

ランジスタと思っておいていいであろう｡ ということは､今の典型的な CPU程度の LSI
には最大で 500もの演算器が入るということである｡ これが 1GHXのクロックで動くと
すれば､チップ単体での性能はピークで比べて汎用の CPUの 250倍ということになる｡
この250倍というところに､専用回路の潜在的なアドバンテージがあるということになる｡

さて､専用回路(LSI)を作った時の上限の性能がこれ くらいであったとして､このアプ
ローチが現実的なものであると主張するためには以下のような疑問に答える必要があろう｡

｡本当に500個も演算器があるチップを作れるのか?

●チップを作るのにはどれくらいお金が掛かるのか?特に初期費用と量産コストのうち

わけはどんな感じか?

●お金以前に､誰がそんなチップを設計してくれるのか?

●チップでは250倍になったとしても､それだけならPCクラスタとかで沢山CPUを
持ってくればそっちのほうが速いのではないか?

以下､順に見ていくことにする｡

まず､実際に500も演算器があるチップを作れるのかということだが､これは以下の3つ
の手法の組み合わせによって可能になる｡ 第-は､相互作用計算自体をパイプライン化し

たハードウェアを作ることである｡つまり､相互作用計算の演算の手順通りに演算器を並

べてしまうのである｡ 概念を図14に示す｡このパイプラインは基本的にクロックサイクル

ごとに新しい粒子データを一つ受けとり､パイプラインをずーっとデータが流れていって

求まった相互作用を最終段のアキュムレータで集計していく｡各演算器が何をするかは始

めから決まっているので､このパイプラインのなかで制御するべきものは最終段のアキュ

ムレータだけである｡ これは､計算を始める時にデータをクリアするのと､それから計算

が終ったところで結果を固定するというだけで､電子回路としては標準的なロードとクリ

ア機能がついたフリップフロップでアキュムレータのレジスタを構成して､それを外から

の制御信号で制御するというだけである｡ このパイプライン化によって､30個程度の演算

器を集積することができる｡エルミート公式を使うために時間導関数も計算することにす

れば､50個程度の演算器が集積可能である｡このパイプラインの基本的な使い方としては､
外づけのメモリとメモリアドレス生成回路 (といっても､実質は単なるカウンタ)と組み

合わせて全体回路を構成する｡計算の手順としては､最初にメモリに力を及ぼすほうの粒

子を書き込み､それからチップ内の力を受ける方の粒子座標レジスタに値を書き込み､カ

ウンタを回して計算させ､終ったところでアキュムレータから値を読み出す｡これを､力

を受ける粒子の数だけ繰り返す｡

第二は､複数パイプラインを同一チップに集積することである｡ 複数のパイプラインは､

それぞれ別の粒子への力を計算することにしておく｡ こうすれば､計算中にチップに供給
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図 14:重力計算用パイプライン

する必要があるデータ量はパイプラインの本数に無関係になるので､沢山パイプラインを

入れても効率が下がることはない｡これは通常の計算機では並列化が一般には難しく､そ

のために半導体技術が進んで大量のトランジスタが集積可能になっても､チップに集積さ

れた演算器の数がほとんど増えていないのとは大きな違いである｡ もちろん､これは使い

道を限って並列性が高いものにしているからである｡

第三は､我々が仮想マルチパイプラインと呼んでいる方法である｡ この方法では､一つ

のパイプラインを時分割で使い､複数の粒子への力を計算する｡ なぜこんなややこしいこ

とをするかというと､メモリからのデータ転送の必要バンド幅を減らすためである｡ つま

り､一つのパイプラインが複数の粒子への力を計算するということは､メモリからの粒子

データはその分だけ同じものを使い回せるということになる｡ バンド幅がどの程度になる

かをここで紹介しておくと､位置を64ビット､質量を32ビットで表現するとして､パイ

プラインのクロック速度が 100MHzJとすると､単純な設計では転送速度が 2.8GBytcs/S

となる｡ これは最新のマイクロプロセッサでのプロセッサとレベル2キャッシュのデータ転

送速度に相当し､実現するのは不可能ではないがかなり特殊な技術を使った実装が必要に

なる｡ マイクロプロセッサのように大量に製造する場合には量産効果でコストを下げられ

るが､数が少ないという前提の下ではあまり特殊な技術を使うのは現実的ではない｡ここ

で､仮想マルチパイプラインの多重度を例えば 8とすれば､データ転送速度は 350MB/S

程度となってそれほど難しい話ではなくなる｡ パイプラインクロックが 100MH-/,という

のは最近のマイクロプロセッサの 1.5GHzとかいうのに比べてずいぶん低いではないかと

思うかもしれない｡これは純粋にチップ設計にどれだけの時間､人とお金を掛けられるか

によっている｡

次に､お金の話である｡ チップを作るのにはかなり莫大なお金が掛かるのは確かである｡

が､上でもちょっと出たがあまり極限的な設計をしなければマイクロプロセッサで掛かる

ような 100億円単位というわけではない｡我々が作ったものの例をあげると､ GRAPE-4

の場合で試作コスト (サンプルチップまで)が2500万円､GRAPE-6ではだいぶ高くなっ

て1億ちょっとになっている｡ これは半導体技術が GRAp-4の 1Illnから0.25IL,lnと進歩し

た分初期費用が上がったためと､LSIの詳細設計を基本的には外注にしたためである｡量

産時のチップ単価は GRAPE-6で3万円程度で､まあまあ我慢出来る範囲であろう｡

次に､誰がそんなチップを設計してくれるのか?ということだが､これは､結局､予算さ
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えあればどこでもやってくれる｡仕様書レベルのものから論理設計を全部やってもらうと

しても､論理設計と検証は優秀なエンジニアが一人でやったとして一年程度で出来る.倭

秀なエンジニア一人､1年間のコストというのがどれくらいかというのは評価が難しいと

ころだが､大企業に頼むとまあ 1億かもうちょっと高いあたりになろう｡ これはもちろん

そのエンジニアがそんな給料をもらっているというわけでは (日本の企業では)ない｡が､

まあ､優秀なエンジニアあたりの企業のトータルコストというのは､良くてこれ くらいで

あろう｡悪いともっとかかる｡

とはいえ､これは､仕様書と検証用テストデータおよび出力はこちらで準備するとして

の話である｡ つまり､論理設計そのものは自分ではやらないとしても､パイプラインやそ

のまわりの制御回路の動作仕様はこちらで決める必要がある｡ とはいえ､高エネルギー実

験や天文観測の研究グループが日常的にやっているレベルの回路設計 ･開発に比べればた

いして難しいものではないので､そのあたりの知り合いとかがいれば教わりながら､､､と

いうので出来る程度の話ではある｡

もちろん､これはある程度というよりは巨額な予算をとってきた場合の話である｡ 読者の

なかでこの記事を読んでそういうことをやってみるのも悪くはないと思う人がひとりくら

いはいたとして､予算が 1億円からないと始まらないというのではもちろん話にならない｡

我々が専用計算機を作ろうというのを始めたのは 1988年で既に 13年も前のことになる

(なんか嫌な感じ)｡当時は､半導体技術､基本的には集積度のレベルが今とは2桁以上違っ

ており､例えば完全パイプライン動作の64ビットの浮動小数点演算器を1チップで実現し

たLSIは存在しなかった｡ この時点では､市販の浮動小数点演算LSI､あるいは固定小数点

のALUや ROMをつかったテーブルルックアップを組み合わせて演算パイプラインを組
み上げて､ラッピングボード1枚で当時の汎用マイクロプロセッサの 100倍以上の性能を

実現することができた｡ 当時の汎用マイクロプロセッサの 100倍以上の性能というのは､

いうまでもなく現在のマイクロプロセッサ程度の性能ということであり､このような市販

の演算用LSIを組み合わせる方法ではそれ以上の速度を実現するのは難しい｡これは単に

ボード上にLSIを並べた時にその間のデータ転送を速くするのは大変だからである｡ また､

それ以前に汎用の演算LSIというもの自体が軍用の特殊なものなどを除いてほとんど存在

しなくなっている｡もともとは演算LSIを使って作られていた回路のほとんどが､高速を

必要とする場合には専用のカスタムLSI､半導体技術の進歩によってそれほどの速度を必

要としなくなった場合には汎用のCPUや DSPによって置き換えられたからである｡ もと

もと､このような演算専用LSIのかなり大きなマーケットはマイクロプロセッサに付加す

る浮動小数点演算ユニットであった (WTL1264など)｡マイクロプロセッサが浮動小数点

演算回路も集積した時点で､マーケットのほとんどが失われたのである｡

従って､現在において小規模の専用計算回路を設計 ･開発し､しかも意味がある程度の

性能を実現するのは 10年前に比べてある意味でははるかに困難になっている｡ 10年前

は､一つの WhldoWofo1)1)Orttlllityであったことは間違いない｡というのは､さらにその

10年まえ､つまり20年前を考えると､演算器を並べて専用演算回路を作る以前に､4ビッ

トとか 8ビットの乗算器 LSIを並べて乗算器を作る必要があったわけであり､ある程度複

雑な専用演算回路を作 り上げることは不可能ではないもののかなり大がかりで費用も人手

もかかるプロジェクトとなったからである｡

さて､では現在ではもうどうしようもないのかというと､これは実は必ずしもそうでは

ない｡FPGA (Field1)rOgramlllal)lcgatcarray)というものが半導体技術の進歩につれて
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順調にその規模､速度を拡大してきているからである｡FPGAというのはその名前の通り､
基本的には後から論理回路を書き込む (プログラムする)ことのできる汎用のLSIといっ
てよい.どうやってプログラム可能にしているかというと､基本回路には小さな SRAMを

使い､テーブル参照によって任意の論理式を実現する｡ さらにその基本回路間をまたプロ

グラム可能なスイッチと配線マトリックスでつなぐことで､小さな基本回路では実現不可

能な大規模 ･複雑な論理を実現するわけである｡

プログラムするべきハードウェア回路は､通常のカスタムL･SIと同じようにVHDLなど
のハードウェア記述言語によって設計できる｡ 多数ビットの加算器や乗算器は､多くの場合

にFPGAメーカーが提供するVHDLコンパイラによって自動的に最適な回路構造に変換
される｡ (速度優先か回路サイズ最小化優先かをある程度の範囲で指定できるものが多い)

回路規模でいうと､現在はメーカー公称で100万ゲートを超えるものが入手可能 (高価
ではあるが)になっている｡ ここでゲートはカスタムLSIや FPGAの大きさを表示する
時の伝統的な単位で､NAND回路一つ分を 1ゲートと数える｡トランジスタ数としては

C入/IOSの場合4トランジスタにおおむね相当する｡ 動作速度も､設計に注意を払えば 100
MHz近くまで到達できなくもない｡
まあ､100万ゲートというのはメーカーさんの主張で､実際にはその半分程度の規模の
回路が入れば万歳だが､それでも200万トランジスタ､したがって単精度なら浮動小数点
演算器が100個程度入ることになる｡これは上に書いたカスタムLSIの数字に比べるとか
なり小さいが､これはもちろんプログラム可能性のために無駄が発生するからである｡ 逆

に､その差が5倍程度なのは､一つにはカスタムLSIの数字が少し古いからではある｡ こ
の原稿を書いているのは2001年2月である｡ FPGAの数字は現時点のものだが､カスタ
ムLSIの数字は我々が実際にLSIを作った 1998年時点のものになっている｡そのために
FPGAのほうが技術進歩の分の数倍の得になっている｡ もう一つは､カスタムLSIのほう
は技術的な極限まで大きいものを考えてはいないからである｡

100MHyJで演算器が 100個だと10Gflol〕Sにしかならないわけで､現在の最高速のマイ
クロプロセッサに比べて10倍しか速くないということにはなる｡ しかし､それでも以下に
述べる理由からマイクロプロセッサを10個並べるよりは有利になる可能性が高い｡一つ
は､カスタムLSIの場合と同様に､100個の演算器を使ってパイプラインを構成し､繰り
返し演算の間はそのすべてを有効に使うというのが比較的容易に出来るからである｡さら

に､チップ1-2個のシステムで実証が出来れば数百万円の予算で100チップ程のシステムが
構成出来るであろう｡これはマイクロプロセッサ 1000台に相当し､例えば通常の大学の研
究室レベルでは購入予算もそうだがスペース･消費電力からも実現困難なシステムになる｡

さて､もちろん､FPGAでは試作コストは掛からないといっても､中身を設計しないとい
けないのはカスタムLSIと同じである｡固定小数点の演算器程度ならばコンパイラが作っ
てくれるし､ソフトウェアを買ってくれば浮動小数点演算器もコンパイラが作ってくれる

ようになる｡ 従って､どういう計算をさせたいのかこちらにわかっていれば､中身の設計

は (面倒ではあるが)それほど難しいという話ではない｡

これはもちろんカスタムLSIの場合でも全く同じことであるが､むしろ面倒なのは次の
2つ､つまり一つは動作検証､もう一つは周辺回路の設計である｡

動作検証は､要するに ｢この回路でいい｣かどうかを確認するわけである｡例えば､デー

タ形式を普通の 64ビット浮動小数点と決めてしまえば､回路規模は大きくなるが検証は

簡単になる｡ 普通にPCとかで計算した答と合わせるだけだからである｡しかし､これは
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多くの場合に回路が大きくなりすぎるので､やはり普通とは違うデータ形式を使いたくな

る｡例えば 32ビット浮動小数点演算を使うなら､64ビット型との変換をちゃんとやれば

やはり普通にPCとかで計算した答と合わせるだけで済み､検証は比較的簡単である｡

とはいえ､実際にはいろいろ悩ましいことはある｡ 大抵の場合に仝演算に32ビット精度

がいるわけではないし､またそもそも浮動小数点がいるところは少ない｡こういったとこ

ろを､必要に応じて最小限のデータ長や形式を選んで実現していくことによって､全体を

64ビットでやったりあるいは 32ビットしか使わなかったりする場合に比べてかなり回路

規模を小さく出来る｡ しかし､そのためにはそのような演算器を作らないといけないし､

もっと大変なことにそのような演算器を使って作ったパイプラインからでてくるべき答を

知らないといけない｡さらに､その精度が必要を満たしているかどうか､つまり､そのパ

イプラインでシミュレーションしてまともな答が出るかどうかもチェックする必要がある｡

とはいえ､FPGAの場合は､これらすべてを実際に回路を作ってからやるというのも可

能ではある｡カスタムLSIの場合には作り直しには莫大なお金と時間が掛かるので､十分

に時間をかけ､まず汎用計算機上でパイプラインのシミュレータをつくってそれを単体テ

ストし､さらに実際の N体シミュレーションプログラムに組み込んで評価する｡その評価

が終った後で､実際のハードウェアを設計しその動作がシミュレータと同じかどうかをテ

ストデータで検証するというかなり回りくどい手順が必要になる｡ この検証に､設計より

もはるかに長い時間がかかるといっても過言ではない｡FPGAではこのへんはある程度い

い加減にやれる｡

周辺回路のほうは､設計自体が面倒ではある｡ 例えば､FPGAの石を買ってきたとし

て､それに少なくともメモリをつけないといけないしホスト計算機に組み込むためのイン

ターフェースもいる｡これらをまとめてプリント基板を設計し､どこか業者に製造を依頼

しないといけない｡

とはいえ､例えば標準的な pCIインターフェースと外づけメモリに大規模FPGAを組

み合わせたようなものならば､国内でもいくつかの企業が商品化しているものがある｡そ

のようなものを使ってみるのがもっともハードルが低い方法であろう｡

最後に､並列化について簡単にまとめる｡LSI一つでマイクロプロセッサの100倍以上

の性能が実現できるとしても､一つしか使えないならマイクロプロセッサ 100個､という

よりはPCを 100台並べたクラスターの方が速いことになる｡ もちろん､既に見たように

重力多体問題に対して 100台を超える規模の PCクラスタで十分な性能を出した例という

のはあまりないが､まあ､原理的にはそういうことではある｡

重力多体問題専用計算機､というより相互作用計算専用回路の利点は､かなり大規模な

並列性が比較的容易に実現出来るということである｡ もちろん､これはやりたい計算自体

に高い並列性があるからである｡ アルゴリズムによっては次節以降に述べるようにいろい

ろややこしい話がでてくるが､単純な直接計算で一定時間刻みの場合には､数万から100

万以上に及ぶ粒子から､またそれだけの数の粒子への力を計算するわけで､力を受けるほ

うはすべて独立､つまり並列に計算出来るしまた力を及ぼすほうも､最終的に合計すると

ころの計算時間が問題にならない範囲では並列に計算できる｡

この並列性は既に単一のチップの話をする時に利用しているわけで､パイプライン化で

きるのは力を及ぼす方がある程度多いからであり､また複数パイプラインを並列動作させ

られるのは力を受ける側が複数あるからである｡ パイプライン段数はせいぜい 100段程度

なので､粒子数が 100万とかいっているときにはほとんど無視できる｡ 従って､一つの粒
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子への力をさらに 100とか 1000チップにわけで､並列に計算してもパイプライン遅延は

問題にならない｡もっとも､1000もパイプラインがあるとそれを順番に合計していったの

では時間が掛かり過ぎるが､これはトーナメント方式で合計すれば2入力の加算器を使っ

たとして 10段､4入力のものを特別に設計すれば 5段のツリー構造ネットワークで済む｡

さらにこの全体がパイプライン化できるので､段数が多くても性能にはそれほど影響しな

い｡こういった回路は､規模的には現在の FPGAに容易に収まる｡

複数粒子への力を並列に計算するほうはもっと簡単で､単にメモリとアドレス生成ユニッ

トの回路に複数のチップをぶら下げるだけである｡

適当な大きさのプリント基板を作れば､チップ数十個くらいは載せられる｡ これで､普

通のPCクラスタとしては 1000台程度の規模 (大規模な計算機センターにある程度)とほ

ぼ同等の性能が実現できる｡ それ以上の数を並べたければ､プリント基板を複数並べれば

い い ｡

並べたものをどうやって使うかというような話になると､段々問題というよりもアルゴ

リズム固有の側面が大きくなる｡ これらは以下の節でもうちょっと議論する｡

8.2 独立時間刻みと専用計算機

すでに繰り返し述べてきたように､専用計算機がいかに高速であっても､ある程度賢い

アルゴリズムが使えなければ実用的な意味はほとんどない｡まず､ここでは､独立時間刻

みについて考える｡

独立時間刻みのために必要な機能を専用計算機に作り込むのは実はそれほど大したこと

ではない｡普通の場合となにが違うかというと､単に重力を計算する時に位置がそのまま

使えるわけではなくて､予測子を評価してから重力を計算するというだけである｡ 予測子

は単なる時間の多項式なので､汎用計算機で計算するのと全く同様にホ-ナ-の公式を使っ

て高い次数から順に計算していけば良い｡

とはいえ､一つ問題なのは同時に積分できる粒子の数である｡ もともとの独立時間刻み

では一度に一つの粒子しか積分しない ｡ これでは､多数パイプラインがあってもそれらを

一つの粒子への重力を計算するのにしか使えないことになる｡ 但し､すでに並列化のとこ

ろで述べたような､ブロックステップ法を使えばそこそこの数の粒子を並列に積分出来る

ので､これはあまり大きな問題ではない｡lMak91a]

我々が開発したシステムの中では､ GRAPE-4lMTES97]およびGRAPE-6が独立時間

刻み用 (といっても､もちろんそうでない計算コードでも使えるが)に設計されている｡

GRAPE-4は 1992年に開発を始めて 1995年に完成したシステムであり､カスタムLSI一

つ(HAR･PCllil))に重力とその時間導関数を計算するパイプラインを入れ､もう一つのカス

タムLSI(PROMETHEUScllil))に予測子計算を入れた｡HAR･Pチップは2粒子への力を仮

想マルチパイプラインにより並列に計算する｡

GRAPE-4では､プリント基板には PROMETHEUSチップ 1つとHAR.Pチップ 48個

を載せた｡ 計算中は HARPチップは PR,OMETHEUSチップからすべて同じデータを受け

とるので､48×2=96個の粒子への力が並列に計算されることになる｡ GRAPE-4全体

はこのボード (プロセッサボード) 36枚からなる｡ これを 9枚ずつラックに入れ､それ

らをコントロールボードと呼ばれる別の基板から制御する｡ プロセッサボードで求まった
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力はコントロールボード上でハードウェアロジックで加算され､4枚のコントロールボー

ドで求まった力は最終的にホスト計算機上のソフトウェアで合計する｡GRAPE-4のピー

ク速度はおよそ 1.1Tflol)Sに相当する｡ なお､動作クロックは 32MHzである｡

GRAPE-6は 1997年に開発を始め､現時点で小規模なシステム (4Taol)S相当)が動作

しており､大規模システムの組み立て中である｡GR.APE-6では､GRAPE-4に比べてはる

かに大きな LSIが利用できるようになったため､1チップに重力計算パイプライン6本と

予測子パイプラインを組み込んだ｡一本の重力計算パイプラインは 8本の仮想パイプライ

ンとして動く｡ これにより必要なメモリバンド幅を減らしている｡ その代わりに､1チップ

ですでに48粒子への力が同時に計算されてしまう｡ 複数チップでこれがさらに増えるのは

嫌らしいので､チップごとにメモリをつけて､ボード上でも複数ボード間でも違うチップ

からの力は合計する｡ 但し､現在のところ普通に合計することを考えているのは最大 512

チップまでで､それ以上はチップ数に比例して並列に計算される粒子数が増えるような使

い方をする予定である｡

なお､予定としては 4096チップを並列動作させ､ 130Tflol)Sを実現したいなあという

ことになっているが､予算的にちょっと苦しい｡

さて､独立時間刻みができれば次はネイバースキームも､､､というのが人情であるが､

いまのところ良い方法は見つかっていない｡問題なのは､ネイバーリストが粒子ごとに違う

ということである｡ このために､ネイバーからの力を並列計算するためには違う粒子への

力を計算するパイプラインは､力を及ぼす粒子も違うということになる｡このために､ネ

イバーからの力を高速に計算することが出来るハードウェアは､どのように設計しても本

質的にメモリバンド幅が大きくなる｡ ところが､メモリバンド幅は製造の困難さに大きく

影響するので､そういうものをつくるのは難しいわけである｡

8.3 ツリー･FMM と専用計算機

ツリー法や FMM でも､計算量の多くを占めるのは粒子同士の相互作用の計算である｡

まあ､高次の多重極展開を使うと単純には粒子同士の相互作用ということにはならないが､

既に述べた疑似粒子法を使えばツリー法の場合は結局計算するのは粒子からの重力になる｡

FMMの場合でも､もっとも計算量の多い多重極展開を局所展開に変換するところは､疑

似粒子法とアンダーソン法を組み合わせることで粒子からの重力を計算するだけで済むよ

うになる｡ 以下､主にツリー法の場合の話をする｡FMMは専用計算機がどうこうという

以前にそもそも使われていないからである｡

実際にはツリー法と専用計算機を組み合わせて高い性能を出すのにはもうちょっといろ

いろ工夫が必要である｡ネイバースキームの場合と同様に､ツリー法では重力を受ける粒

子ごとにすべて違った計算をする｡ しかも､ある意味ネイバースキームよりもさらに面倒

なことに､どのような粒子 (節点)からの力を受けるかはあらかじめ決まっているわけでは

なくて､実行時にツリー構造をたどっていくことできまる｡ そういうものをそのままハー

ドウェア化するのは､不可能ではないがやはりパイプライン1本で粒子一つしか計算出来

ないとか､そういう問題が起きる｡

実はベクトル化や並列化の場合でも､規模は小さいながら類似の問題が起きていて､そ

の問題に対応するようなアルゴリズムも提案 ･実現されている｡ ここでの問題は､ベクト
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ル化は出来るにしてもベクトル化されたループの中に条件分岐 (ツリーを降りるか降りな

いか)があり､またメモリアクセスも連続ではない (ツリー自体はポインタを通してアク

セスされる)ためにどうしてもハードウェアのピーク性能からみると低い性能になってし

まうということである｡典型的には､ベクトル計算機の場合理論ピーク性能の 10%程度の

性能になってしまう｡

仮にある程度計算量が増えるにしても､力を計算するループのなかから条件分岐や間接

アクセスを追放できれば理論ピーク性能の半分以上は出せるので､そういう方法はないか

というのが問題であった｡これに対する一応の回答は､｢あらかじめある粒子に力を及ぼす

粒子とセルのリストを作っておいて､それを連続な配列にしまっておく｣というものであ

る｡ こうすれば､少なくとも重力を計算している間はハードウェアのピークに近い性能が

でる｡

とはいえ､これは問題をすり替えただけなわけで､じゃあリストは誰がいつ作るんだと

いうのがもちろん問題である｡ リストを各粒子用に作るわけなので､そのための計算量は

重力計算自体の計算量とたいして変わらない｡こちらが今度は時間が掛かってしまう｡

ここで BarlleSが考えたのは､リストのほうを複数の粒子で使い回そうということであ

る｡ もちろんこのためにはリストが複数の粒子のどれにとっても良いものでないといけな

い｡このためには､リストを作る時のツリーをたどる判定条件をすこし厳しくして､複数

の粒子のどれか一つについてでも条件が満たされなければ下におりるということにすれば

よい｡

実際には物理的に近くにある複数の粒子は､ツリー構造を使って適当な大きさのセルの

中にある粒子ということにするのが簡単である｡ この時には､中の粒子を見なくてもセル

の幾何学的な形状から判定条件を決めればいい｡つまり､普通に相手との距離を計算する

代わりにセル内の任意の点から相手への最短距離を求めればいい｡

セルの中にある粒子数を大きくとると､ツリーをたどる回数はいくらでも減らすことが

できる｡しかし､こんどはリストの長さのほうが伸びていくので､重力計算の計算量がだ

んだん増えてしまう｡ 従って､どこかに計算時間が最小になるようなセルの大きさがある

ことになる｡ この最適点はもちろんツリーをたどる計算の速さと粒子間の重力を計算する

速さの比によっていて､粒子間の重力計算が速いと粒子数を大きくしてツリーをたどる回

数を減らすことができる｡ つまり､GRAPEのほうが速ければある程度まではホスト計算

機側の仕事を減らせるということになる｡

実際にどの程度の性能かというと､少し古いデータで恐縮だがGRAPE-5lKFMTOO]2枚

にホストCPUとして EV6600MH,/JのAlphaを組み合わせたもの【KFM99]で､Warrcll

とSalmonによる華 列ツリーコードを 140台の EV5600MHy,All)11a上で実行したもの

lwGL+98]の半分程度の性能が出ている｡言い替えると､GRAPE-52枚で All)lla70台分

の性能ということになる｡600MHzEV5Alpllaというと若干旧式だが､名目ピーク性能で

は 1.2GflopSで最近のIntclプロセッサとさして変わらない｡さらに､WarrenとSalmon
のコードは非常に高連なものであり､他の同様なコードに比べて 2-3倍は速く､理論ピー

クからそんなに遠いわけではない性能が出ている｡

従来は､GRAPEでは粒子からの力しか計算出来ないということで､モノポール (重心

において､重力には符号がないので精度としてはダイポール)しか扱えず､高精度の計算

では計算量が急速に増大するという問題があったわけだが､疑似粒子法によってその間題

もほぼ解消した｡
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一層の高速化のためにはホスト計算機側を並列化する必要がでてくるが､これは原理的

には既存の並列プログラムを手直しして GRAPEが使えるようにするという作業になる｡

これまで､そのような並列実行環境が実際にはなかったために現時点ではホストが並列で

GRAPEを使うプログラムというものは存在しないが､この1月に国立天文台に16台の

All)llaクラスタのそれぞれに GRAPE-5をつける並列システムが導入されたことを契機に

開発が進むことを期待している｡ これにより､従来は1000台規模の超並列システムでのみ

可能であった1億粒子を超える大規模シミュレーションが､比較的小規模なクラスターで

実行可能になる｡

8.4 すべてを組み合わせる?

さて､専用計算機 GRAPEと独立時間刻みをうまく組み合わせることが出来ることはわ

かった｡ また､GRAPEとツリー法もまあまあうまく組み合わせてそれなりの性能を出す

ことができる｡となると､このすべてを組み合わせることはできないかという希望が出て

くることになる｡ ツリー法の項で述べたように､ツリー法と独立時間刻みを組み合わせる

というのは一応出来ている話である｡ さらにGRAPEを使うのも､それぞれに対しては出

来ている｡ ので､全部組み合わせるというのもなんとかなりそうだが､今のところうまく

いっていない｡まあ､単に誰もそんな方法のことを真面目に検討していないからというの

が最大の理由なので､いろいろ考えればなんとかなるのではないかとは思う｡ まだ､ここ

で紹介出来るほどまとまってはいないが､基本的には実装できそうなアイディアはあるの

でト2年のうちにはなんとか出来ると個人的には思っている｡

9 まとめ

このノートでは､重力多体系の数値計算法を概観した｡ ここまで読んでいただけた方に

はある程度伝わったかと思いたいが､数値計算法の開発 ･改良は多くの場合に重力多体系

の進化を支配する物理過程についての理解とともに進んできている｡ 計算機科学者 ･数値

解析の専門家の寄与よりも､天文学の研究者の寄与のほうが圧倒的に大きいのはこのため

である｡

普通の考えでは ｢数値計算法｣から外れるかもしれないが､著者が関わってきた専用計

算機についてもその基本的な考えから独立時間刻みやツリー法などへの適用まですこし詳

しく議論した｡著者の信じるところでは､専用計算機の開発は数値計算法の開発と同様に､

究極の目的である重力多体系の物理､あるいは天体現象の理解のための実験器具の開発で

ある｡ その意味で､そのような実験器具の開発が可能である限りにおいて､開発を怠り出

来合いの実験道具を買ってきてすましているのは研究者として ｢怠慢｣であり､貴重な研

究費をドブに捨てているようなものではないかという気もしなくはない｡

と､ちょっと極端な意見かもしれないが､このノートはこれで終りなので勝手なことを

書かせていただいた｡また､機会があればどこかでお目に掛かりたい｡
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