
或る非調和振動子の強誘電性相転移

関学大 ･理 西 風 和 彦

納 繁 男

(3月 25日∴受理 )

強誘電体 における｢変位型 ｣及び ｢秩序一無秩序型 ｣の相転移 を統一的に論

ず る為,或 る簡単な非調和ポテンシャルを導入 し,分子場理論に基づいて古典

論的及び半量子論的にこれ を考察する｡このポテン㌣ヤルの もとで相転移 を論

ずる一つーの簡潔な方法 を導入 し, 自発分極,転移温軒 帯電率 ,自由エネルギ

ー ,比熱な どの諸量をいずれも見透 しの良い簡単な解析関数 として求める事 を

試みる｡この方法によって得 られる諸結果 は,古典論の場 合は,Aizu,Lines,

Onodera らによる従来 の理論 と良好な一致 を示 し,また量子論の場合のそれ

は Tokunaga& MAtsubaraによるKbpに対する理論結果 と同一種類の ものと

なる事 を示す｡~

§1 或る古典的非調和振動子の相転移

強誘電性相転移の研究 において本質的に重要なのは,一つの非調和振動子め∫

問題 を調べる事であるOこの際,格子の影響はこの非調和振動子に働 く｢分子

場 ｣と言 う形で考慮する事が出来 る｡ Aizu,1) Lines,2) onodera3ト らは,

分子場近似に基づいて丁つの非調和振動子 を取扱い, ｢変位型 ｣強誘電体の場

合を夫々詳細に論 じる事 を試みた｡ さらに,Onoderaは ｢秩序一無秩序型＼｣の

場合をも含めた取扱いによって,両者の間の推移をよ り統一的な親点から論 じ

た｡て一般 に強誘電体は中心対称性 を持つか ら,そのポテンシャルは変位 の偶数

ベキの項のみから成 り立ちてい声としてよい｡これに分子場 を加えて,彼 らは

夫 々次のような flamiltonianから出発 し,古典統計に従 ってこの間題 を論 じて

いる｡

H-誌 + Ax12+Bx4 十 Cx6 -(E.γ<P,,Ⅹ
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Aizu; A> O , B> O , C- o

Lines; A> O , B≧ O , C> o
Onodera; A≧ O , B> O , C-o

A〉oI C>08°〉98く0 I- 870 r-PA>loA<o ■■｣

Fig.1 VCX:)-Ax2+Bx4+Cx6

(a)Aizu, (b)Lines, (C)Onodera

こ七 で,Hamiltonian(1)の第二項 は運動エネルギー, 続 いて変位の 2次, 4

次, 6次か らなるポテ ンシャルの項である (A ,B ,Cはその係数 )｡Ha血1-

tonianの下に示 したこれ らの係数 の条件 (正,負 また,は 0)が各々のポテ ンシ

ャルの形 を特徴付 ける (Figl)･ 又最後の項は分子場 の項で, Eは外部電場,

rは分子場定数,<P>は振動子 を取 り巻 く周囲の媒質の分極の熱平均値であ

って,後に自己無撞着に決 められ るべきものである｡Aizu,Lines,Onoderaら

は Hamiltonianl1)を用いて自発分極,転移温度,帯電率, 自由エネルギー,比

融などの諸量 を微視的なパ ラメ､一夕- (A ,B ,C ,T)の項で導いたが, こ

れ らの研究 はいずれ も非調和振動子 を如何に碍密に取扱 うかに重点が置かれて

いたo この為,その導出の過程は摂動計算法や コンピューター計算な どによる

複雑な もので あって,解析的には決 して見透 しの良いもの とは言い難い｡ もし,

よ り見透 しの良い解析的方法でもって, これ ら三者の場 合を含 んだ統一的観点

からその相転移 を論ず る事 が出来るな らば,これが望 ま しレ.､事は明 らかである｡

我 々は, このような観点に立 って新 しい一つの理論 を展開 し,従来の諸結果 と

対比 しながら考察 を進める｡
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1) 或 る非調和ポテ ンシャルの導入

我 々は,如何 に問題 の本質的な部分 を簡潔な形で取出すかに重点 を置 きつつ,

ここで非調和振動子 に対 して次 の様 な Hamiltonianを導入する｡

H= +ax2十 e-bx 2 - (E+T<P>) Ⅹ

(a>0, b>0)

(2)

この Hamilto_nianの分子場 を除いたポテ ンシャル 項 をみ ると,係数 a',bの大
小関係によってsingle及び doubleminimumpotential の双方が実現 出来 る事

が分 るo即 ち, 早>bの場 合明 らかに single,min.となるが (Fig2),a<b

の場 合は Fig3のよ うに double･min.が実現 され る｡ また一次転移 の可能性 は

Hamiltonian(2)では現われないが;例えば もうーつの Gaussianterm を付 け加

Fig2 .

えて,ポテ ンシヤル を

Hpn -axZ十e-bx2-ce-%x2-(E.,<P,)Ⅹ

(a>0, b>0, 0<C<1)
(3)

とす る事によって,three血n･potentialが Fig4

のよ うに実現できる｡ こ うした点 で我々･のポテ ン

シャルは Aiそu,･Lines,Onodera らの取扱 ったポ

テ ンシャル を良 く統一的 に再現 しているものと言
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える｡ただ,我 々のポテンシャルの難点は,変位の大きな所で調和振動子の形

に近づく事である｡ しか し我々は,手･の事 が相転移の問題の本質 を損ねるもの

ではないと考える｡以下この章に於ては,･主､として Hamiltonian(2)に基づいた

古典的非調和振動子 を考察する｡一次転移 については,Hamiltonian (3)に基づ

し､て若干の事項 を補足的に述べるに停める｡

2) 鞍部点法 による近似計算

こ.こでは,Hamiltonian(2)に基づいて熱平衡状態にある一つの非調和振動子

の分極 Pと外部電場 Eとの関係式 を分子場理論に従 って求める｡この場合,問

題 は静的であってすべては分配関数の計算につきる｡古典的に取扱 う為,運動

エネルギーの項 は無視 し,次のポテンシャル項のみで議論 を進める｡

ノ′~

Hpot-Vtx)-Qx

VfⅩ)== ax2+e
-bx2

ここで

Q - E+γ<P>

である｡

古典的な分配関数 Z限)は次の様に与えられる｡

Z(Q)-1･- e -Hp t/kT dx-Cく)

-′∞e-Cく⊃
Qx/kT-VtxJ/kT

dx

(4)

(5)

(6)

(7)

この ZtQ)を使 うとイオン(振動子 )の変位の熱平均値< Ⅹ>は次式で与 えられ

る｡

･Ⅹ,-k†品 logZl(Q, (8)

ここで,･イオシの変位 の平均値 < Ⅹ>は分極の平均値<P>に他な らないか
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ら,･< Ⅹ> - < P>-Pと置 く事によって自己無撞着 に分極 Pを決定する事が

出来 る｡即 ち

p-kT蓋 logz･(Q}

Q-E十 γP

(9)

uO

さて,具体的に Z(QJを計算する｡(7)式 の exponentialの肩 に乗 っているVtⅩ)Lは

(5属 で与 えられ るが,ここで VをⅩJIq)中の Gaussianの項 e-bx2だけをexpon.ential

の肩か ら降す と,､Z(Q)の積分はすべて Gauss積分に帰着するOその結果, Zや)

は正確 に計算出来て次のようになる｡

co 1

早(Q)=nfo-請

(:氾1=.F-n=On!

(一品 )nlSexpIJ-(fT･nb)Ⅹ2+芸Ⅹjdx

Q2

a+nbkT ~ ～4kT(a+nbkT)
l ul)

ーー.
このように Z(QIが容易に厳密 に計算 できるのは我々の用いた特殊 なポテン′シャi′

ル の̀利点 である｡ さてここで,tll式 中の nについての和を積分 とみな して鞍部
*

点法による評価 を許す事にする｡そ うすると止1)式 は次のように書 く事が出来 る｡

ZQJ- /ef(n)dn

ここ で

f(n,ニ ーnlog巨nkT)+n弓 10g(wkT)

弓 log(a･nbkT)I
Q 2

4kT､(a+nbk T )

aカ

u3)

*

便宜上,鞍部点法 と呼んだが, これは粒子数 NをlargenumbLerとするような

通常の意味 での正 しい鞍部点法ではない｡
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であるouカ式の右辺を鞍部点での値 で置き換 えると

zcQ)～=ef(6)

ここで 言は鞍部点での nの値で,次式 で決まる｡

bkT

2(a+nbkT)

･4(a+nkT)2

伽式 を(9)式に代入 して

∂

ア= kT高 欄 - kT

a.i(i) aE～
- - +kT
an-' aQ

ME

u5)

u6)

u6)式右辺第一項は仕5)式により消える｡従って個式 を代入するとu6)式は次のよ う

に簡単になる｡･

∂f面

p= kT有 = 2(a+古bkT)

u5JuⅥ式から古を消去 して,(10)式 を使 うと

(2a-r)p-E
2bP
bkTP

+ bP2- 0

u7)

u8)

このようにポテ ンシャル(4)のパラメ ータ a ,b ,Tを通 して,分極 Pと外部電

場 Eの関係式が閉 じた形 の解析関数 として求 められた｡この(18)式に基づいて,

以下に物産由諸量を導き出す事にする｡

′■~

3) 自発分極 と転移温度

先ず,自発分極 P主と転 移温度 Tcとを118)式から導 く｡自発分極削 8)式で E=
Oとして
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或る非調和振勤子の強誘電性相転移

p…-‡〔log(芸)言 JkT〕 ug)

で与えられ る｡ また転移温度 は自発分極 が 0となる温度 として,次のよう､に定

まる｡

k_Tc-吾log(A )

このTcを使 うと自発分極は簡単 に

P=Sノ与(T｡- T,

(瑚

eD

と表わされる｡自発分極に対するこの形 は Aizu,Linesによって導かれたもの

と同一種の ものであ り,現象論 によっても支持 されて来た｡特 に, T-0で甲

自発分極の値はQl)式か らPs(T=0)= r~C与 T^ と求 まるが, これは Linesの与

えた Psl(T-0)に対する表式 に他 な らないO またm)式 をOnoderaの導いた結果

と比較 してみ る事は興味深いB kTcを縦軸に γ/bを横軸の パラメーターとし･

a/b… α を止 めて捌式の関係を 図示 したのが Fig5であるo図で a≧ 1は

singlemin･Pofentialの場

合 を, α < 1は mln.

potentialの場 合を表わ し

ている｡ Fig5 か ら分 か

るように･ kTc対 r/b の

plotは α ≦ 1の場合原点

から始 まるのに対 し, α>

1では有限の 7'/b の値 か

ら始 まっている｡ この r/b

の値は捌式から条件

γ

a-b
≧ 2 超27

/ によって定められ る｡single

-21-
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min.の場合に対するこの Criticalの条件式はOnoderaの得たものと全 く一

致するのみならず, Fig5の k㌔ 対r/b曲線は互いに良 く一致 した傾向を示

している｡ (但 し,横軸のパラメーターは少 し異 るものを用いている｡ )･

4) 帯 電 率

次に帯電率xをT>Tc及びT< Tcの場合に対 して夫々導 く
a ) T>T の場合C

転移尽T｡以上では, E-Oで, p-0として良V/tか ら,X=P/Eと置 くと
(18)式は次の様になる｡

log(
(2a-T)I-1､ bkTx

2bx 1+TX

_1 +

(御

ここで･ P2の項は自発分極がないとして消 したoさらに逆帯電率 x~1が Tc

近傍で小さくなる事を考慮 して, I-1の 2次以上の項を無視する近似 を蔽 うと,/

(却式を用いて Xは次のよ うになる｡

T_ r

㍗ bk(2a-㍗)

T-T
C

ここで

と温度パラメーターを修正 してみると,胡式は次のように書けるo

1 TC
一丁 十 Xh2a-7' T

X=

Xh=

但 し

T_T T_T
C

2a-r

｣22-
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或る非調和振軌子の強誘電性相転移

は調和振動子の帯電率 の意味 を持つ

b ) T<㌔ の場合

この場 合,帯電率xはE-0の場合 ∂P/∂Eで与 えられる｡即 ち,(18)式 を E

で微分 して E-0と置 くと, これから

t で｢は E-0で P一㌔ となる｡

kT
X=

考-霊 fE=.

2r2P… 2b(2a-r)P…

これにel)式 を代入すると

㍗ bk(2a-㍗)
X=

2(㌔ -T)

T/r十 X h

2(Tc-T )

あるいはT二㌔ の近傍では

与 十Xhr
X_～～
2(T㌻T)

T
- +
7 2a-r

2(㌔-T)

が次.Q)よ うに定 まる (T<

(謝

脚

l淵

と書 き換 え る事が出来 るO制式 とd)式 は分子の Xhの部分 を除いて Aizu･の導

いた帯電率 xの式 年一致するOこ れ らはTc近傍で CJlrie-Weisslow を満 し,

その係数即 ち Curie定数 は㌔ の上下で末 々

T
c - _三十r
TC+

Xh

r
㍗bk

(T>㌔ )

xh) (T<Tc,

61)

βか

となってその比は 2である｡この事は白由エネルギーを用 いて行われて来た現

象論 と-も一致するoまた伽式 は Tc-0の極限で

-23-
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I(Tc-o)-
TXh

,bkT
矧

となって自然にCurie.lowにreduceする事が分 る｡Xhの存在は後節に述べる ｢

変位型 ｣と ｢秩序 一無秩序型 ｣の間の比熱の差異を論 じる場合に意味を持つ｡

5) 自由エネルギー

ここでは,(18)式 よ りHalmholtzの自由エネ/レギ′-を求める｡先ず(18)式 を次の

よ うに書 き変えてお く｡

p2-iiog〔
2b kT

(2a-T)-K~1 ノ T十 6-)

ここで∴ K-1 を次 のように定義 した｡

_1 E
応 =･.･-
.P

ー1

≡ f(ぶ~1) 糾

鍋

この K~1は- T>Tc では E-0,p-0の極限 で逆帯電率 x-1となる､が, 一
般 には X-1とは異 る｡糾)式 を逆に ぶ~1について解 くと

K-1 = f(P2)

を得る｡ さて, 自由エネルギーは(35),(36)式 を使って次のように書ける｡

FtP卜 F(0)-′ P E dP-′ P喜JPdp0 0

-喜Ip2f(P2)dP2

さらにこれを部分積分すると次のように変形出来 る｡

F(P卜 F(o)-土T P26-1dP22o
-言 直 -1-fRR_1-1p2dK-1 iO

-24-
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或る非調和振動子の強誘電性相転移

二 言iEP-i _Kl-1fZtll,dK-1l ㈱
0

ここで, Ko-1はp-0の場合の ′応-1 を意味する･｡ (3m (38)式のいずれかによって
自由エネルギーが計算出来 る｡

a). Tc近傍での自由エネルギー

転移点付近では Rl1- I -1 となるので ぷ~1が小 さいと言 う1近似が可能 である.｡

従 って,(3g式 を展開して Kl の 1次の項ま′幸取 りこれ を K11について解 くと.,

転移点近傍での f(P2)の近似式が得 られて次のようになるO

K~'- f(P2)-

r
一k

bk(2a-r)

これを(37)式に代入､して積分すると

F(P)-Flo)- A

が得 られるoここで

x~1-

r
一k

2 T ㍗

r bk(2a-r)

=土x -1p 2+i

T一㌔

T r

r bk(2a-㍗)

k

〔p2-- (Tc-T)〕r

〔喜p4-一旦 (Tc-T)P2〕r

r
一k

4 T r

f- bk (2a- T)

選gE

舶)

34円E

は転移点近傍 (T>㌔～) での逆帯電率 である｡自由エネルギーを分極で展開

した時, 2次の係数がこの形になる事は現象論での仮定 と-敦する｡またt40)式

ー25-
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よ り外部電場 の式 を求 めると次のようになるo

r

∂F k
E=
∂P T ㍗

k

｢p3二7(Tc･-T)P〕＼ 34割

r㍗ bk(2a-γ)

この式に基づいて PEの関係 を図示 したのが Fig_6であ り, これは強誘電性 を

示す､ものとして 非常に 自然である｡一方,蝿0)式で表わ される自由エネル幸 一と

分極 との関係は Fig7のよ うになる｡図か ら分 るよ うに, 自由エネルギーは P

Fig6 Fig7

がel属 で与え られ る自発分極 Psに等 しい商 や最小 となるoiれらの事は(40)式 が

Tc近傍での自由エネルギーの近似式 として満足するべきものである事 を示 LT

いる｡

b) 任意の温度でわ自由エネルギー

次に,(18)式 よ り得 られ る自由エネルギー を もっと正確 に取扱 ってお く｡ この

蘇果は,次節で示す ように転移点における比熱 の飛びに対する考察 を行 う際に

役立つ ものである｡ さて,その計算は88)式に基づいて行 える｡そこで,(38)式の

右辺括弧内の第二項の積分 を先ず行 う.それには髄式 を直接代入 して 応~lで積

分する｡

/ i-(1K-1,dぷ~1- f こilogi

･一

2b kT

(2a-r)-k

-26-
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或る非調和振動子の強誘電性相転移

-土 K~llog2b･ i i(2ar,)-6-lllogi(2a-rト K-1lb ､

-÷ i(2a-T,一巧 -kTlog(rH -1,

これを使 うと(38)式 は一次のように書ける｡

1
F(Pト F(0)- -

2
gOITk

l
一2
+Eidウ】PqLH-

h川2P
i+f(,P2)

r･+fto)

1

-す訂(1+log2b)(f(P2)- i(o))

一去 (2a-r-f(P2))log(2a-r-f(P2))
＼

孟 (2a- -f(0,)log(2a-r-ff0))

ここで,(36)式によ り &-1 の代 りに f(P2)を使った｡(44)式が(18)式か-ら得 られ る

自由エネルギーであうて,任意の温度 に適用できる｡ついでに(34)式の K-1 を
f(P2)で書 き変えた式 を導いてお くO

p2-‡ log
2b

＼2a-㍗-f(P2)

kT

㍗+f(P2)

この関係式は,曲式か ら比熱式 を求′める際 に計算 を容易にする｡

6 ) 比 熱

a) 比熱の一般式

HelmhoLtzの 自由エネルギー を縫 うと比熱 は次式で表わ される｡

∂

C--T i訴 (芸 )PIE

= †T
∂2F(o)

∂T2
∂ ∂

-T〔石 i箭 (F(P卜 F'O')lp 〕E

- 2 7 -
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西風和彦,納 繁男

ここで,右辺東一項は分極のない場合の比熱である｡これ を

C｡ニーT
∂2F(o)

∂T2

とすると,(46)式は次のように書ける｡

∂

C-co三一T 〔芸 ITT (F(P卜 F(0°ip 〕 E

この(48)式に基づいて比熱を求める｡先ず,144)式 により

∂(F(P卜 F(oI)

∂T P

1 ∂f(P2)

+?

ユ k log
2

㍗+ ∫(P2)

r+f (0)

kT 1

∂T ＼ r十f(P2) b

1 ∂ff0) / kT .1
l･.~~~- ..･.....-.･.･.･.･.ll.･.･.
2 ∂T

抑

REl劉

･1十log2b)+‡log(2a-r-f(P2),+言〕

1. 1∴
i+(1+log2b)++log(2a-r-i(oD++ ] (49)

r十f(o〉 b b )一 ､ー′ー b

ここで,(49)式 の第二,第三項の 〔-〕内は(45)式の関係によ り消える｡従 って

∂(F(P)-F(o))
∂T

これを(48)式に適用 して

C-C.

1

p =f klog

kT二二log-

ここで,(35),価)式によって

γ十 f(P2)

r+ f (oI

a T+ff07

∂T )r十f(P2)

蓋 log(r･f(p2)=E-芸 log(,十吉 日E

-28-
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E dP

P(E十rP)dT
伍オ

とな り, E-0でこれは消える｡従 って E-0の場合の比熱に限 ると,馳式 に

よ り次のように簡単になる･｡

C-col-土 kT芸 log(r十ft0))2

=エ kT
2

1 ∂f(01

γ十f(01 ∂T

ここで, f(oJは個式 でp-0と置いた式 ;

2b

r+f一o)
F邑

('E-0)

から定 まる量である｡さらに,(54式 を温度微分 して整理すると

㍗+f(0) (r十f(01)2
il+

T b(2a-r-f困 )

を得 る｡これを使 うと(53)式は次のようにな~る｡

C- co- 喜 ｡ +

(r+f･(o))2

b(2aLT-f(o))

1 -1

~誘 き

言 :I

伍3)

臥

脚

鍋

これ が革 める比熱式 である｡

b) 転移点での比熱 の飛び

ここで,(56)式の興味ある一つめ応鼎 として, Onodera4) によって論 じられ

ている転移点 での比熱の飛びの問題 を考 えよ う｡そこで伽式 をmJ式 と見 くらべ

ると,転移点 T｡では f(0)= 0となる事が分 る｡従 って

･C-co)i-Tc一言 il+

T2 1 .-1
丁主-i

b(2a-T)kTc

ここで,G5)式 で定義 した修正温度 Tを使 うと

-29-
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k
(C-co)T-Tc--2

2a-7'

鋤

となる｡この式の右辺の分母は帯電率の式価)の分子 と.全 く同 じ形 をしている｡

(58)式 がxh-(2a-r)~1の項を含まなければ,転移点での比熱の飛び(C-Co)T=T
C

は億 移 温 度 に よ る 変 化 を示 さず 常 に k/2 という個 を取 るoLか LTXh

の項の存在の為に㈹式によって与え られる転移点での比熱の′飛びは顕著な転移

温度依存性 を示す｡これを図示 したものが Fig8である｡ Fig8､から分 る様

に･ α < 1(秩序一無秩序型 )の場合には k㌔ が下ると共に比熱 の飛びは増加

し, Tc-Oでは有限値 (k/2)を与えるが,: α> 1 (変位型 )の場 合iまこれ

と逆に減少 して Tc- Oで 0となる｡転移息 でQy比熱の飛びは転移 エ ン ト ロ

ピーの目安 を与えるから,これは ｢秩序一無秩序型 ｣と ｢変位型 ｣の間の転移

にともなうェ ン トロピ⊥凌 化の尭異 を示す.ものであって, Fig8はその時賓 を

良 く表わ している｡最近 ･Onoderaはコ.ンピューター計算に基づいて同様 の計

算 を行 ったが, Fig8は Onoderaめ数値計算の結果 と早く一致する傾向 を示

している (Onoderaの結

巣 とはパ ラメーターの止

め方が異 る (ここでは O.冒
α ≡ a/bを止 めている｡)

ので,直接の比較は望 め

ない｡)

7＼) 一次転移につい

て

一次転移をするポテン

シャルの例 については,

この章の初めに(3)式で与

えた｡ このポテンシャル

の形は Fig4に示 したよ

Fig8

-30-
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うにthreemin.ポテ ンシャルを実現する｡ これ を用いて一次転移の問題 を議論

する事が出来 るが,ここではその要点 のみを簡単に補足的 に述べるに停める｡

近似法及び計算の手続 きは先の二次転移の場合_と全 く同様であるので,これ を

Appendixにまとめたoそ うすると小,118)式に対応する P,Eの関係式 として次

式が得 られる ( Appendix(Xi)式 )0

expトb(P2十芸芸 )i-expト 音 (pL2･芸芸 )i-

ここで E-0とすると, 自発分極 を与える式 として

｡-bY_｡一与Y
2a-r

(2a-r)PニーE
2bP

kT

Y-Ps2+ - r

を得 る｡ Yを横軸に(60)式の左辺 を図示 してみるとFig9の様 に･なる｡高さ

69)

棚

の水平線がこれ を切 る点が自発分極 Psに対応する Yの値 を与える｡図から分る

ようは, これは根な し,重根,二枚 の三つの場 合がある｡この内,二枚の存在

す る場合が一次転移に対応する｡今その二根を Y l ,Y2 とす ると,(SD式はこ

の二つの Yの値 に対 して夫 々次のように書 ける｡

p…十一T- Ⅵ…旦 Tl
k
γ r

または

k
p…十 一 T-Y2苧γ

あるいはこれ を書き変えて

p…-与(Tl-T)
または

k
p:-丁(T2 - T)

-31-
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今, Tl>T2 として(64),(65)式 を図示すれば Fig1,0のようになる｡ この二つの
P'-T曲線 のうち安 定な

方が実現 される｡低温部

では(64)式に従い,＼､ある温

皮 (Tc) 以上 で突然(65)

式に移 る事 が期待される｡ 超と旦
この様子 を.FiglOでは

実線 で示 した｡ この移 り

変 りの様子 と転移温度 と

は,69)式に基づいた自由

エネルギーの計算から示

すべきであるが,末だそ

れを実行す るまでには至

っていない｡

ヱ♭

§ ∬ 半量子的取扱

い とIsotope

Effect

･よく知 られているように,KDP

は転移温度 に大 きな isotope効果 を

示す (KH2P04の転移温度 は 122

oK, KD2P04の転移温度 は2ユ3

oK,両者 の比は TcD/TH- 1･75C

である｡)｡Tokunaga&Matsubara5)

紘, KDPにおレ､､て,永素結合を作

っているprotonが doublemin.

potentialに支配 され,そ こにおけ

る トンネル効果がこの大きなisotope

効果の原因 となっているとの考えに

基づいた理論 を提出 した｡ しか し,

KDPのprOtOnのポテンシャ/レが

東野0･Ps､I､

｢ヽ ､ヽヽ一｣ヽ
-ヽヽヽ
~ヽ･ヽ ′ヽ
ヽ ヽ､､ ､､

､廿 ､､1.
I.Ld卜

Fig 10

-32-



或る非調和振動子の強誘電性相転移

doublemin.であるとい う確かな保証は今 のところない｡逆に,protonを支配す

るポテ ンシャルが singlemin.七あると言 う結果 を与 えている研究者 もある事

は否 めない｡6′)この意味において我々が前章で用いたポテ ンシャルがsingle血n･

とdoublemin･の両方の場 合を含 んで統一的に取扱 えるとい う非常に都合のよい

形 になっていることは興味深 い｡*このよ うな観点か ら, この章では前章の理論

を踏表 しつつこれを量子論的な場 合-拡張する一こ とを試み,相転移に ともな う

諸量のisotope効果の問題 を考察する｡

1)Semi-Quantumな取扱い

量子論に基づいて isotope効果を取扱 う場合は,当然運動エネルギーの項 を

無視 する事は出来ないので,我 々はHamiltonian(2粧 畢ち もどって議論 しなけれ

ばな らない｡ここでは,問題 を qSemi-Quantum ''に取扱 って,量子効果を考

慮する有効で簡単な一つの方法 を示す｡即 ち,Hamiltonian(2庭 用いるとき分配

関数 は次めようになる｡

Z,Q,-Tr〔exp目 差 +ax2十 e-bx2- - /kTi〕 (a,

§Iでは, (661式中の非調和 ポテ ンシャルの e-bx2の項 をボルツマン因子の

exponentialの肩か ら降 して展開 して しまったが,量子論的に取扱 う場合,

p ,Ⅹは非可換であるか ら勿論 これ を不用意に行 う事は出来ない｡ しか しなが

ら,§Iでの近似法 (･鞍融点評価法 )の線に乗せて議論 を進める為に, ここで

準えてこれを行 う事にす る｡勿論･我々はこの近似 を除いては量子論的妊すべ

て正 しく取扱 う｡この事は確かた量子森の本質の一端 を犠牲 に してしまう事 を

意味するが,なお量子論の特質のある重要な部分 を有効に保持するものと思わ

れる｡そ して,こ.の点が我 々の取扱 いを 代 Semi-Quantum "と称する由縁 であ

*量子論の場合,singlemin,とdoublemi占.ポテンシャルの双方を練-的に取扱

う有効 な方法そ見出す事は難 しい｡例えば,harmonicoscillatorを展開のbase

とす る摂動論的取扱 いを考 えてみ よう. このときは,baseとなる harmonic

oscillatorの解が両方のポテンシャルに対 して同時に安定 とはな り得なこいとま

た摂動論 は一般 に繁雑 であ り,見透 しの良い簡潔 な形 の解 を期待 し難い｡
▲
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る｡そ うする と(㈲式は

Z(Q,-m=S.志 (一品 )mTr〔expH 芸 .(a+-bkT)Ⅹ2- Qxi/kTl〕
好配

となる｡ これか ら容易に-

Z(Q,-m芙孟(一誌)mT巾 Ⅹpi
を得る事が出来 る｡ここに

2 2(a十mbkT)
也I =
ほ11 M

1.
(n'言)巨exp1
Q24kT(a十mbkT)
雌)

版EE

軌67)式の exponentialの肩 の部分に表われたharmonicoscillatorの振動数 であ

って,m及 び Tに dependする (nは quantum number)｡さらに

Tr_" -a (nト ,

1

2 I

1 ha'm

e2 kT

1-e

なる関係 を使 うと,t68)式は′次のよ うになる｡

1hQ,m

管 1′ 1 ､m e2 kT
Z(Q)=m =2.-孟 ( 一 読 )

1-e

Q2

4kT(a+mbkT)

qO)

(.71)

このよ うに一, ZeQが 一般項の知れた無限級数 として得 る事が出来た｡ これは古

典的な場 合のul)式に当るものである｡そこで ,§ Iで使 った鞍部点評価法 を再

び採用す 争｡以後の計算は§ Ⅰの場 合と全 く同様であって,古典的な場合の結

果式u8)に対応す るものとして

-34-
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logi
(2a-r)p-E､bhi十
2bP '2>′面E+rP

を得る｡これが,semi-quantumな取扱いと鞍部点評価 の近似n'下で得 られた

P,Eの関係式 であ り,以下の議誇 f･基礎 となる O

2) 自発分極,転移 温度,帯電率

ここでは,(7a式 から導かれる自発分極,転移温度 ,帯電率などの諸結果 をま

とめてお く｡先ず,自発分極 Psは(73式で E-0として

p…-‡〔log(去詰 )- coth(;/:i)]
となるoここでCO)式 で定まる古典的な転移温度 TcC′Cを

kTCe -吾log (盲三㌢ )
C

隼よって導入す ると,(73)式は次のように書ける､｡

P=S 言ノ言 coth(喜V′ノ電話)i
また,転移温度 Tcは Ps-0から定 まり,次のよ うになる｡◆~~一一･･＼

kTcCLy-;'ノ忘coth(言
あるいは,～これ を ㌔ について解 いて

hkTニー
C 2

(7乱

(碓

個

価

ぐ和

を得 る0-万,帯電率 もまた打診式に基づいて容易に得 られ る｡例えば, T>TC
に対 して

- 3 5 -
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Z=

h

coth(-2
h

Goth(-
2

J;ic,tI ･

言 klT,- COth(言Jf gc)

(78)

となる｡ここで得た自発分極,移転温度,帯電率などの式昼,いずれもTokunaga

& Mhtsubaraが導いた理論結果 と極めて類似 した表式 を与えるものである｡こ

の､事は,我々の Semi-quantum な近似法 をある意味で評価 して良い事 を示唆 し

ていーる｡ しか し,Tokun左ga&Matsubaraの理論が doublemin ポテンシャルの

場合における トンネル効果 についてのみ有効な理論であるのに対 して,我々の

場 合は singlemin と doublemin.ポテンシャルの双方の場 合に対 して適用可

能 である事は注 目して良いであ ろう｡なお当然のことな/がら/ ここに得 られた

_諸結果 (72),(75),仰 ,(78)式などは 71-0,T--の極限において,いずれ も§メ
の古典的な諸結果(18㌦ el),CO),制式 に帰着する｡

3)Isotope-Effect

我々の特殊なモデルと上述 のような近似の意味から, これ を実際の問題 に適

用する事はあまり妥当でないか もしれない｡ しか しここで KDPの転移温度 の

isotope効果に対する Tokunaga& 旭 tsubara-の理論 と我々の得た結果 とを一

応比赦 してお くのも無意味ではないだろ う｡そこで,､KDP ,DKDPの prO-

ton(MH),deuteron(.MD)を支配するポテン､シャルが変 らない と考えて,両者

に対す る(77)式の比を取 る｡そう すると-,

池訂

を得 る｡ここでTokunaga& Matsubara理論-との比較の為に次の量を定義 するO

hwDp==_-ニhalH
-36-

捌



或る非調和振軌子の強誘電性相転移

q=もa)Hも2kTcCLy2

もCon-a

但 し

㍗1
MHkTCgC

もoo-五
である｡,これ を鮭 うと(79)式 は次 のよ うになる.

里 =｡〔tanh-1q/t｡nh-1(｡q)〕
TcH

泡覗

:覗

脚

これ は (? ,qの定義 の若干 の差異 を除いて )まさにTokunaga&･Matsubara

の導 いた isotope効果の表式に外な らない二Tokunaga一箪 M如subaraの場 合, p,

qは Spin系で表示された effectiveHamiltonian;

H--2Bfxi一書il JZiZj/

から次のよ うに定義 された量である｡

βDp=-∝βH
q=412H 1

J Jl>福 音

幽

幽

◆l

飢ま･tunnelingのfrequency(これは 1/vr-前 に比例する )を, また J､は Ising

spinの相互作用 の強 さを意味す19-｡(80),(81)を俗5),(鮒 と比較するとき,両者4)p

が共 にvq H/vq D に些例す る量 であ るこ と,また Jは⊥殻 に Isingspin糸

転移温度 の大 きさの目安 となるものであ って,我々の蕩 合の古典的な革移温度

kTcCeに相当す る.ものであることから, この両者 の対応 はかな りJAレ､事が分 る

であろう｡Tokunaga&MAtsubaraは鵬 ,鵬巨 細式に基づいて KDPの isotope

効果 の説明 を試み たQ しか し,(83底 にお けるパ ラメーター p ,qを支配す るB

や Jを微視的諸量 (ポテンシャルの形な ど )に結びつけてこれ を定 める事は困
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難 である｡ 一方我 々の場合,(80),(81),(82)はややその望み を与 えているように思

＼える｡且つ isotopP効果の式i83)が singlelminとdoubleminポテンシャルの双方

に対 して適用可能 である事を考え合せるとき,我々の結果は若干見透 しの良い

親点を捷供 してい るlt思われ るO我 々は(80)～(83)式 に基づいて,転移温度の iso-

tope効果がポテ ンシャルの形状に如何に依存するかを定性的に考察する事 を

試みたが,doubleminポテンシャルの場合の方が singleminポテンシャルに比

べて特に大きな isotope効果 をもたらす という結論は得 られなかった｡また,

これ らの式から KDPのprOtOnのポテンシャルの形 を推定する事 を試みたが,

今の所 まだ信頼性 のあるようなポテンシャルの形 を見出す までには至 っていな

い｡しか し,これ らの考察か らポテンシャルは ｢非常に底の平 らたい鍋底型 の

singlemin｣か,あるいは実質上 これ とあまり違わ ないような ｢非常に低 くて

なた らかな山 を持つ double血n｣かの傾向 を示す事が認 められた｡

終 りに,この研究に際 して,種々有益な討論を して頂いた関学大の吉光浩二

講師,寺内輝氏 と近畿大 の田中聡氏に心 から感謝の意 を表 します｡

Appendix

ポテンシャル(3)を(71式 に適用 すると

z'Q'-/_; ex-,{芸 Ⅹ一去 (ax2+e-bx2-ce一書㌦ dx

∞ ∞ (-1)n 1 Cm
g g
n三omニOn! m!二一(kT)n,tm T -舵

∞ ∞ (ニ1)ncm
ど g

J･ exp濃 Ⅹ-(fT十nb十 空 )Ⅹ2ldx

CQ

(I)

巨kTY~LrI4kT(n=om=on.rm!(kT)n十mv'a+nbkT+m

この和 を積分 キみな して

Z(Q)-ne-f(nm)dp_dm

-38-
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ここで

f(n･-,--nlog(-nkT,･n--log(%)･-

･ilog(a･nbkT･-!kT,+

これ を鞍部点評価 して

Z(Q)≡ ef(n-･品)

但 し, 古,品 は次の二式か ら決 まる

Q 2

4kT(a+nbkT十mきkT)

"n･刷 去,品ニーlog(-EkT)一言

.bQ 2

bkT

a+古bkT+種 kT

4(a+古bkT･童kT)
= 0

bkT

C(a+古bkT+品

4C(a+古bkT+童kT)

一方,分極はLL9)式で与えられ る｡従 って

∂ ∂

p=kT石膏 logZ(Q)=kT両 f'(n-･品)

2(a十百bkT+童kT)
､

さらに(10)式 を使って

-.39-

(iii)

(IV)

(V)

(Vl)

(vii)
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a十百bkT'鵡 kT-一望±ヱ2P

(viI),(Vfii)を(Ⅴ)(vi)に代入 して

log(一百kT)十

loge警 )･

bkTP

扇 子F+bP2= O

bkTP

C(E+rP) 0ニ2P
b
一C
+

(ix)(×)を (vH)に代入 して 古,m-を消去 して整理す ると次式 を得､る｡

expITb〔p2十品 〕トexp十号lp2･芸 〕l

(2a-r)p-E
2bP

(vlii)

(lX)

(×)

(xi)
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