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Abstract 

S£(2)上の Laplace-Beltr皿 1i作用素に対する熱核の明示式を報告する．本稿では，時間の都合上
発表で省略した，対称空間上の熱核から対応する zeta関数の関数等式を系統的に与えることを目指す
Jorgenson-Langのプログラムと主結果の関連に言及する．

1 Introduction 

本稿の目標は， SL(2，瓦） （民＝艮，C）上の熱核を，主束構造を持つ対角作用の剰余空間を用いて求積す
ることである． SL(2，良）上の熱核の明示式は，一般化非可換 Fourier変換 ([1,Proposition 43]参照）や
重み付き MaassLaplaciansを用いて ([9,Proposition 4.2.1]参照）すでに計算されている．本稿の主結
果である Theorem4.0.1では，円周上の熱核と上半平面上の熱核を用いて，先行研究とは別の熱核の表
示を与える．他方， SL(2,C)上の熱核に対し，例えば Segal-Bargmann変換の枠組みでその存在が用い
られている (e.g.[5, Theorem 1'］で K= SU(2)の場合）ものの，その明示式はまだ与えられていない．
その一つの原因は，（S0(2)c SL(2，股）と比較し）極大コンパクト部分群 SU(2)c SL(2, C)に関する，
SL(2,C) 上の Laplace-Beltrami 作用素の U(su(2)）—成分のスペクトルの計算であると考えられる．ただ
し， Lie代数 hの普逼包絡代数を U(h）と書いた． SL(2，艮）上の熱核の求積で用いた Fourier変換の理論
を，先行研究と同様に SL(2,C)に対し適用すると， S0(2)上では Fourier級数展開をするステップで，
SU(2)に対する Peter-Wey]の定理を使う必要がある．この困難を回避するため， Theorem4.0.1の証明

のスケッチでは，先に SU(2)上の熱核を求積し，上半空間上の熱核との積を用いて SL(2,C)上の熱核を
計算する．そのため， SU(2)のPeter-Wey]の定理を使わずに SL(2,C)上の熱核を計算することができ
る1l.SL(2皇）上と SL(2,C)上それぞれの熱核の表示を比較すると， SL(2,JR)とSL(2,C)各々には異
なる方法でリーマン計量を入れているが， Cartan分解に関する SL(2，氏）上の熱核の分解という観点から
2つの熱核は同じ表示を持つ．

SL(2,K)上の熱核の明示式を与える主結果Theorem4.0.1の応用として， Jorgenson-Langのプログ
ラム ([7,8]参照）で考えられている，熱核と反転公式を用いた zetaobject(3節参照）の関数等式の系統的
な導出のアナロジーがある．少し詳しくいうと，プログラムの思想圏内にある「SL(n，股）上と SL(n,C)
上の (Casimir作用素に対する）熱核から，各算術的 cofiniteな離散部分群に対しそれぞれ出力される関数
等式を関係づける」というステップに Theorem4.0.1を応用する． Jorgenson-Langは， Flensted-Jensen 
変換を使うアプローチをとり， 3節で述べる SL(n,C)上の zetaobjectsと関連する性質から，系として

SL(n，艮）上の zetaobjectsと関連する性質を導出することを目指している ([6,Chapter XII]参照）． この
アプローチは， SL(2,C)のFlensted-Jensen分解に関する変換を用いて（より簡単な表示を持つ）SL(2,C)
上の Casimir作用素に対する熱核から， SL(2，艮）上の Casimir作用素に対する熱核が得られるという事
実に基づいている．本稿では， Theorem 4.0.1の主張に現れる特殊関数を用いて， SL(2，良）上の熱核と
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1lsu(2)上の熱核を求積するときに Peter-Wey!の定理を使う．
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SL(2,C)上の熱核を， Jacobiのtheta関数{}=飢Z,T)とその偏微分 8Z0を用いて対応づける立ただ
し， 0とその偏微分oztJの間の対応は，それぞれ級数展開し各成分を比較すると第一種 Thebycheff多項
式と第二種 Thebycheff多項式の間の対応ということができる．特殊関数を用いる本稿のアプローチの利
点として，作成中の [10]で詳細を述べるが，例えば各算術的 cofiniteな離散部分群rC SL(n)に対する
zeta objectが満たす関数等式の諸性質を，ルート系と各'YErを構成する SL(2)の双曲型，楕P3型，放
物型の元の組合せから説明することが期待される．
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2 Preliminary 

区＝良，Cに対し， G:= SL(2) := SL(2，底）とする． Gの極大コンパクト部分群を Kを書く．単位行
列を eE Gと書く．この節では， G上の熱核と G上の球関数に関する記号を準備する．ここで用いる記
号は， Jorgenson-Langが考察している一般の SL(n,C)にも拡張することができる．

2.1 The heat kernel on G 

リーマン多様体M とその計量gが与えられたとする． gに付随する M 上の Laplace-Beltrami作用
素を△M,体租測度を dvol9と書く．時間変数を t>Oとしたとき， M 上の熱作用素を L:=Bt十△M と
する．このとき，関数u= u(t，ぉ） ： （0,oo) x M →股に対し，微分方程式Lu=Oは熱方程式と呼ばれる．

~ 2.1.1砂＝げ(t，尤，y): (O,oo)xM→政が Lに関する熱方程式の基本解であるとき，
PMをM 上の熱核という．すなわち，熱核PMは次の条件を満たす：

• PMは時間変数tに関しび級，変数尤に関しび級である．

•変数t,x への L の作用を Llst=8t十△M，ェと書く．このとき， L1stPM = 0, PM (t,y,x) = PM (t,x, y). 

•コンパクト台を持つ滑らかな関数 f€C戸(M) に対し，

肛。Jげ(t,x, y)f(y)dvol9(y) = f(y). 
M 

Remark 2.1.2リーマン対称空間 G/Kが与えられたとする．このとき， G上の Casimir作用素に対
しても熱作用素を定めることができ，基本解を Casimir作用素に対する G上の熱核と呼ぶ． Casimir作
用素の G/Kへの直像は△G/Kである．また， G上の Casimir作用素は擬リーマン計量から誘導される
Laplace作用素である．

以下では，リーマン多様体M=(M,g)がある対称性を持つとする． Hを，左仕不変な計量と Haar
測度dhを持つ連結非コンパクト Lie群とする列このとき， H上の熱核がただ一つ存在する ([2]参照）．
この H上の熱核を pHと書く． pHの性質については， Lemma2.1.3およびLemma2.1.4が成り立つ．

~ 2.1.3 ([4, Theorem 7.20]参照）研＝研(t,h,h')は変数t> 0とh,h'EHに関しそれぞ
れ C°° 級である．さらに，各t>Oで (h,h'）→p町t,h,h'）は積測度dh@dhに関し L生可積分である．

~ 2.1.4 ([4, Theorem 9.12]参照） J:H→ Hを等長写像とする． t>Oとしたとき，h,h'EH
に対し炉(t,J(h), J(h'))＝研(t,h, h')が成り立つ．

H上の畳み込み積を＊ ： L1(H, dh) X L2(H, dh)→ザ(H,dh)と書く．このとき， Lemma2.1.3と
Lemma 2.1.4を用いて， Definition2.1.1で定義される H上の熱核PHをDefinition2.1.5でpfに書き
改める．ただし， t>Oとする．

2)質疑応答で，対称空間に対する crowndomainを用いたアプローチをご教示いただいた．本稿では扱わないが，こちらのアプ
ローチからも zetaobjectsの対応を調べたい．

3)コンパクト Lie群の場合， Peter-Wey!の定理を用いてその熱核を求積することができる．
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~ 2.1.5 t > 0とする． 2条件を滴たすpり： H→政を H上の熱核という：
任意にfE Cぞ(H)が与えられたとき，

L(pf * f) = (at十△叫(pf*f) = 0. 

lim IIPf * f -f||£2(H,dh) = Q. 

G=SL(2)にあるリーマン計量を入れ，熱核面を与えよう．

(1) 

(2) 

(i). G = SL(2虞）のとき． K = S0(2)とする． Gに対し Lie代数を g=s1(2，艮）と壽く．ある左 G-
不変かつ右Kー不変リーマン計量が存在し， G上のリーマン構造として次を誘導する：

• Z1, Z2 E gに対し，
〈Z1,Z分＝ 4trCZ忍）

を満たす Ad(K)ー不変な内積〈•r〉．ただし， ZEg の転置行列を tz と書いた，

. (・,.〉に関する正規直交基底 {H,X,Y}cg.ただし，

l I O l ¥ __ 1 /1 0 ¥ _ ~ 1 / 0 1 
H ＝謬い。）， X＝冨(。 -1)'y=二し。），

•H豆炉＋戸に関する G 上の Laplace-Beltrami 作用素△G·

(ii). G = SL(2, C)のとき． K = SU(2)とする． GはK の複素化 Kcである． Gおよび K に対する
Lie代数をそれぞれg= s[(2, q, t = su(2)と書く．ある左C不変かつ右Kー不変リーマン計量が存
在し， リーマン構造として次を誘導する：

• j = 1,2とZj= Xj +iぶEg, Xj,XJ Etに対し

<Z1,Z2>=<X1,X2>e+ <x~,x~>t := 4tr(X1X2) + 4tr(X~X~), 

を満たす Ad(K)ー不変な内積〈・，・〉．ここで，〈・，・）tはt上の内積となることに注意する，

. (・,.〉に関する正規直交基底{H, iH, X, iX, Y, iY} C g, 

• H2 + (iH)2 +X□(iX)2＋げ＋（iY)2に関する G上の Laplace-Beltrami作用素△c
以上の準備で，主結果で扱う熱核pf=pfL(2)を得た．

2.2 Spherical functions on G 

次に，特殊関数を用いて明示的に pfを告き下すため， G=SL(2)上の Harish-Chandraの三関数と
呼ばれる球関数を与える． Cartan対合 a:G→ Gが与えられたとする．このとき，グによる固定部分
群として極大コンパクト陥分群を K := G" = {g E G ;び（g)=g}と書く． Gおよび Kそれぞれの Lie
代数を g,tで表す．ただし， gに備わっている Lie括弧積を[・,・l, Killing形式を B=B,,と書く． gの6
に関する Cartan分解を g=t①pと書く．
[・,・]に関する極大可換部分代数 aepを一つ固定する． Weyl群を W = W(K,n)とする． W の位数
を 1町と書く． aおよびaの複素化匹：＝ CRaの双対空間をそれぞれa*:＝ HomR(a，政），吐：＝が十ia*
とする． Killing形式 Bから誘導される叱上の C双線型形式を(・,・〉:a; x叱→ Cと書く．
I;= 1:(g, Cl）を a* 内のルート系とする．各 a€E の同時固有空間を ga と書く．ここで， Weyl 群 W
に対する Wey!chamberをそれぞれ a+C a, a] C a＊として固定する． a：c a＊に対応する正ルートの
集合を 1;+C I;と書く．各正ルート aE E＋に対し， aのルート重複度を m。:=dim⑬ aと書く．ただ
し， G= SL(2虞）のとき m0= 1, G = SL(2, C)のとき ma= 2が全ての aE刃＋に対し成り立つ．

p:= 2―1区aEE+maaとおく．
gの（最大）幕零イデアルを n:=EBaE刃十gaCpと書く．このとき， Gの部分群N,A,A+を，それぞ
れLie(N)= n, Lie(A) = n, Lie(A+) = n十となるようにとる．指数写像 exp:g→ Gを使うと， AcG
の定義から各aEAに対し a=expHを満たすHEnがただ一つ存在する． loga:= H と書く． Gの分
解として， G=KA+Kを極分解， G=NAKを岩澤分解という．各分解に対し，射影をそれぞれ

IWA: G→ A, lwK: G→ K, PolA+: G→ A+, PolK,lst : G = KA+ K 3 k1ak2 >-+ k1 EK  

と書く．ただし， kEKのとき， PolA+(k):= e, PolK,lst(k) := kとする．
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以上の記号を使い，入 ECle に対し球関数 m を尊入する．入€叱とする． GxK 上の滑らかな関数
(g, k)→ e(入＋p)(loglwA(kg)）は Poisson核と呼ばれる． このとき， G上の両側Kー不変な球関数m = m(g) 
の積分表示

叫）＝！ e（入＋p)(loglwA(kg)) dk 
K 

が得られる． m を用いる球変換は，両側Kー不変な fEC戸(G)に対し

凰＝／f(g)い (g)dg
G 

と書ける． Killing形式Bから定まる両側Gー不変な Casimir作用素を CGと書く．このとき， CGに関し

P入は固有値〈入A〉-（p,p〉の固有関数である．
d入を，規格化された ia*上のある Haar測度とする． Harish-Chandraのc関数と呼ばれる a；上の

w不変有理型関数 c（入）により，球変換f→jの逆変換は

j→(g→向ff（入）m（g)|c（入）1-2d入
= （9 → [a/］（入）叫g)|c(入)|―2d入））

で与えられる． c（入）はルート重複度と r関数を用いて記述され， ia*上正則でゼロ点を持たない． ia*上
の測度 le(入)|―2d入は Plancherel測度と呼ばれる．特に， G= SL(2，恥）のとき， irE i恥~ia＊に対し

lc(irW2 = i-:= tanh(1rr) 
27r 

と書ける．このとき，球変換f= f(g)→1の反転公式は式 (3)である：

f(g) = L. i（入）がg)lc(入)|―2d入．
ia• 

(3) 

3 Jorgenson-Lang's program 

主結果の応用先として， SL(n)上の Casimir作用素に対する熱核から関数等式を求める Jorgenson-

Langのプログラム ([6,7, 8]参照）に関連し， SL(2)上の Laplace-Beltrami作用素に対し熱核から関数
等式を求める手順を提案する． Jorgenson-Langのプログラムとは，「（Casimir作用素に対する）熱核と
theta関数の反転公式を用いて，対称空間上の zetaobjectsの加法的な関数等式を系統的に構成する」理
論である．ただし， zetaobjectは，何らかの Euler積の対数微分として表すことができる関数とされて

おり， generalizedzeta関数や zeta-type関数とも呼ばれる． ZetaobjectsをZ(s)と書くと， Z(s)のク
ラスとして

•変数 s に関し有理型関数である，

• logZ(s) は離散部分群 r を走る値 {q'Y}'Y€r に関する Euler 和である，

•解析接続から決まる ao が存在し， s とびo-s に関し関数等式を持つ，

ことを要請する．

各n:;;, 2に対し， Gn:= SL(n, IC), Kn Cらを極大コンパクト部分群とする．プログラムを実行す
る空間として，算術的 cofiniteな離散部分群rnCGれで割った，カスプを持つ非コンパクトな体積有限
の空間い＼Gn/Kれが主要な対象である． rn¥Gn/Knに対し， Jorgenson-Langが提案する関数等式の系
統的な構成法を見よう．

3.1 The general path from the heat kernel to a zeta object 

まず，手順（イ）から手順（ホ）に従い几＼Gn/Knに対応する各 zetaobjectを求める．

（イ）： Gn/Kn上の (Casimir作用素に対する）熱核pら／kれを求積する．

（口）： pGn/Knを几に関して周期化し， p丘＼Gn/Kれを得る．

（ハ）： 固有関数 (e.g.Eisenstein級数）を用いて， prn¥Gn/Knを展開する．
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（二）： P丘＼Gn/Kn= prn¥Gn/Kn(t,x,y)から theta級数表示 Ln>na紅―心t(an E IC, 0 <入nn→OO
n:20 → oo) 

を得るため， I'n¥Gn上の積分で発散する項を正規化する．

（ホ）： Gauss変換f→(z→ 2zJ。OO¢丑tf(t)dt)を適用する．
手順（ハ）と手順（口）から zetaobjectsの関数等式に関する定数aoを樽出するために必要な theta関数
の反転公式が得られる仕組みを， n=2における I'2= SL(2, Z[i])の例を題材に，手短に紹介しよう．記
法と theta関数の反転公式の明示式は，［7,Section 14.7]とそこで参照されている他の小節を確認された
い．この設定では，手順（ハ）において固有関数に関する展開から， prn¥Gn/Kれは Lもus（い＼GりK2)の
元に対応する成分および L年（応＼G2/K2)の元に対応する成分に分かれる．ただし， Lもus（応＼G2/K2)
は Casimir作用素の (cuspida]な）固有関数切＝也(gK2)(j EN)からなる正規直交基底で張られる
部分空間である．そして， Lに(r2¥G2/ K2)はい＼伍／応の非コンパクト性から生じる Eisenstein級数
E(s,g応） （S E C)で構成された連続な部分空間である． t> 0, g Eらに対し，対角成分上の p応＼G2/K2
のスペクトルサイドは，

p這 2/K2(t,gK2,g応） ＝苫―入憚(gK叩＋ Co+cEis i e―2(1十凸'IE(l+ ir, g応）l2dr
=: Kcus(t, g) +Co+ KEis(t, g) 

と書ける．ただし，勾と CEisは定数とする．他方，対角成分上の pr2¥G2/K2の幾何サイドでは， r2を

cuspida]な元からなる集合r野と non-cuspida]な元全体r翌に分割し，区-yEr2= L-yEr芽C+ L-yEr~us 

と書く．ただし，「＇ Cいを上三角行列全体の st皿 <lardcuspidal部分群とすると， rfus= u-yEr2 7I''7―19 

r齊＝い＼ r野と書ける． t> 0, g Eらに対し， K肉c(t,g):= L咋噌CPG2/K2(t,gK2,'Y9応），

Kr~u"(t,g) := L-yff~US PG2/K2(t,gK2,7g応）とおくと，

Kr翌(t,g)+ Kr~us (t,g) = p応＼G2/K2(t, gK2, gK2) = Kcus(t, g) + Co十KEis(t,g). (4) 

rCus 
手順（二）に従い，（基本領域上で）積分をするとき K 2 （の nonregularcuspida]成分）およびKEis
にそれぞれ現れる発散項を相殺するように適切に正規化し，い＼G2上で積分すると，等式 (4)から

e― 2t(4t) ― ½er翌 (1/t) + 8r~us (1/t) = 0cus(t) + 1 + 0Eis(t) 

を計算することができる．（4)の右辺の KcusとKEぉにそれぞれ theta級数

0cus(t)＝こ叩―兄
JEN 

および theta級数の連続なアナローグとみなせる theta租分

加 (t)= 1 F(r)e―2(1十召）tdr
Ill. 

が対応している．（4)の左辺の K咽eとKrgusそれぞれの積分から得られる theta級数 er翌と theta

積分 er~us は， diag[r,-r] := log Pol A+ (g)で定まる変数r= r(g)の関数である ft= ft(r)を用いて，

,r翌(1/t)= e―2tt! ど ） 
＿邑血

a(['t])e-sr-, 

[,], r2-conjugacy class, 
,Er翌

叩万1/t)= CCuse―2tt―§ + JOO FCus（国（r)dr

と書ける．ただし， 0Eisとergusそれぞれの被積分関数に含まれる FとFcusは明示的に決まる．

3.2 The systematic construction of zeta objects 

小節 3.1では，各n2'. 2で対称空間 Gn/Kn上の熱核から zetaobjectを構成した．次に， n2'. 2を
動かし， zetaobjectsを ladderの上で系統的に構成することを考える．幾何的な ladderと呼ばれる埋
め込みの列・・・ '--tGn/Kn'--tG叶 1IKn+1'--t．．．に zetaobjectsを対応させ，幾何的な ladderに並行
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する zetaの ladderを得る．このとき，例えば対称空間 Gn/KnのGm/Km(m < n)を用いた完備化
とzetaobjectsの完備化の関係を用いて，幾何的 ladderとzetaの ladderの間に辞害を作り，対称空間
の幾何的構造がどの程度 zetaobjectsの数論的な性質に影愕を与えるか記述することを目指す．加えて，

Gn（股）：＝ SL(n,JR)に対しても幾何的な ladderとzetaの ladderを構成し Gn= SL(n,C)の場合の先
の ladderとそれぞれ対応づけることで，並行する 2枚の“梯子’'が得られるとされる ([6,Chapter XII] 
参照）．これら 2枚の“梯子”を用いて，系統的に zetaobjectsを分類し，代数幾何と微分幾何を巻き込
み zetaobjectsの性質を考察することが期待される．さらに， zetaの ladderの “n= 1” には Riem皿 n

zeta関数くが存在することを示唆している．
Jorgenson-Langのプログラムを動機づける，熱核と zeta関数の関数等式との間の観察として

•実直線股上のガウス核と Riem皿n zeta関数（の関数等式 (Example3.2.1), 

•上半平而上の熱核と co-compact な離散部分群 r c S£(2，良）に関する Selbergzeta関数<rの関数
等式，

の間の対応がある． Jorgenson-Langのプログラムでは，これら観察が幾何的な ladderの “n= l"と
ら (R)＝SL(2虞）にそれぞれ位置していると考えられる．

Example 3.2.1（股上の p？と Riemannzeta 関数（）ガウス核と呼ばれる尺上の熱核 p~ から Rie­
mann zeta関数(を専出できることが知られている Jorgen的かLangのプログラムと比較するため'<
の導出を 5つの手順に分ける：

•艮上の熱核は， pf(x) ＝ （2冠）―1/2e―立／2tと書ける．

•r=2迄 c 民に関して p~ を周期化し， pr\R(t, X, y) = (2吋）―1/2~nEZ e―(x-y-2nデ／2tを得る．

pr¥IRは， s1'.::er漢上の熱核p戸を用いて， pr¥R(t,X, y) = pデ(x-y)と書ける．

•固有関数 x → einx (n E Z)に関して p戸を辰開すると， Poissonの反転公式を得る：

土 Le―臼＝上Le―中e'匹
亭 27r.
nEZ nEZ 

• Poissonの反転公式に x=Oを代入すると， Jacobiの theta関数の反転公式 (27r/t)1120(1/t)= 0(t) 
になる．

• Mellin変換f→ (s → J。;"'f(t)t•-1(dt/t)）を適用すると， ,;(s) := 7r-•/2r(s/2)((s) に対し，くの関
数等式,;(s)＝W-s)を得る．

3.3 Our proposal 

Jorgenson-Langは， G2= SL(2, IC), r2 = S£(2, Z[i])のときに Dedekindzeta関数＜Q[i]と関連づ
けた計算例を与えている．そして，実部である G2(1R.)= SL(2鷹），い(JR.)=SL(2,Z)との対応に言及
している．そして n>2の場合，手順（ハ）と手順（二）に関する L2(rn ¥Gn/ Kn)の（residual部分の）
スペクトル分解や（固有関数としての） Eisenstein級数の性質についていくつかの予想 ([8,Conjecture 
6.1-6.3]参照）を立てている． n=2とn>2の違いが原因の一つである， n>2の場合に Gn/Kn上
の熱核から zetaobjectsを導出するときに生じる難しさは，び（い＼Gn/Kn)のスペクトル分解に現れ

るresidual部分Lに(rn¥Gn/Kn)の解析が格段に複雑になるところにある ([8,Section 4.6-4.7]参照）．
ただし，几＼Gn/Kn上の Casimir作用素の離散スペクトルの空間を Ltsc（几＼Gn/Kn)と書いたとき，
Lに(1五＼Gn/Kn) C Laisc(l五＼伍／Kn)はLiisc(l五＼Gn/Kn)のcuspidal部分空間の直交補空間である．
IJに(「n＼伍／Kn)に関して Jorgenson-Langのプログラムが抱える困難に対し，本稿で提案する△Gn
の熱核P7nを用いる手法は，手順（イ')から手順（ホ')である．詳細は，準備中の [10]に譲る．
（イ'): Gn上の Laplace-Beltr皿 i作用素△Gれに対する熱核p戸を求租する．

（口'): P？れを rnに関して周期化し， p丘＼Gn= prn ¥Gn (t, r nY，几h)を得る．

（ハ'): P丘＼Gれを， Jacobiのtheta関数の Poissonの反転公式と第一種generalizedassociated Legendre 
関数の積分表示に関する公式 ([10,Proposition 4.1.1 and Corollary 4.1.3]参照）を繰り返し用いて
展開する．

（二'): （ハ＇）の両辺に g=h=eを代入する．

（ホ'): Gauss変換f→(z→ 2zJ。OOe―z2tf(t)dt)を適用する．
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本稿の提案で重要なアイディアは，両側 G”―不変な Casimir作用素を左 Gれ―，右 kれ―不変な Laplace-
Beltrami作用素△Gれに取り替えたアナロジーを考え， Jorgenson-Langのプログラムで障害となる例えば
Casimir作用素スペクトル分解の難しさを避け，代数や組合せ論を用いて Jorgenson-Langの展望に従い

類似のプログラムを実行することである． 5つの手順（イ')から手順（ホ')を適用する Laplace-Beltrami
作用素△Gれに対する熱核P7nは， Jorgenson-Langのプログラムで考える Casimir作用素に対する熱核
と比較すると，被積分関数にゞ上の熱核である Jacobiのtheta関数がかかっているという特徴を持つ．

Jacobiのtheta関数の有無という違いに精目し， Jorgenson-Langのプログラムで用いられる手順（ハ）に
対して，手順（ハ')では Jacobiのtheta関数の反転公式を使う代数的な熱核p戸の展開をするりまた，

手順（ハ）のスペクトル分解における residual部分Lies(rn¥Gn/Kn)に関する複雑さが，手順（ハ')では
熱核prn¥Gnの積分表示の被積分関数に含まれる Jacobiのtheta関数の偏微分およびある緩増加超関数

に対応し現れることを予感している．

最後に，この小節で提案した類似のプログラムに仮称をつける．熱核から関数等式を導出するステッ

プで，手順（イ）から手順（二）を手順（イ')から手順（二')で代替した Jorgenson-Langのプログラムを，
「“Riemann型’’Jorgenson-Langのプログラム」と僭越ながら呼ぶことにしよう． Example3.2.1に

関し，手順（ハ')と手順（二')で用いる道具がそれぞれ Poissonの反転公式と Jacobiのtheta関数の反転
公式を基にするため，安直だがこの仮称を使う．

4 Main result 

この節では，主結果である G=SL(2)上の熱核pfを与える．/:GxK→Cに対し，

f([g, kl) := f(PolK(g)PolA+ (g)(PolK(g)）―1,k(IwK(g)）―1) 

はwell-definedなGx K/diagK上の関数である．特に， f€だ(G) と hE び(K) が与えられたとき，

(J x h)([g,k]) := /(PolK(g)PolA+(g)(PolK(g)）―1)h(k(lwK(9)）―1) 

と書く．各gEGに対し，（PolK(g)PolA+(g)(PolK(g)）―1戸＝がgが成り立っため，記号を簡略化し
冨：＝ PolK(g)PolA+(g)(PolK(g))-1と書く．球関数と関連し，

叫）：＝向／ e（い〉ー〈P,P〉)te（入十p)(loglwA(g))le(入)|―2d入
ia* 

を定める． Fubiniの定理を使うと， gE Gに対し

IK吋 (kg)dk= 1.. e(〈い〉一〈P,P〉)t'P>-(g)lc（入）1-2d入．
が成り立つ．球関数の反転公式 (3)より， g→JK¥JJ[(kg)dkはCasimir作用素CGに対する熱核の K に
関する積分表示である．以上の記号を用いて，主結果Theorem4.0.1を述べよう．

~ 4.0.1 t > 0とする．このとき， gE Gに対し，

硲(g)= I.（吋 Xpf)（［⑪矛互，（IwK(g)）―1])dk.
K 

(5) 

~ 4.0.2 K上の熱核pfの明示式は， K=S0(2)とK=SU(2)それぞれで Jacobiの theta関
数0を用いて

pfo(2¥R(0)) = 1J (-~,土i),
SU(2) 
Pt (K) 

e8 0(K) t. 
= -4sin7r0(K)8Z0 (—加 ’~i)

である記号の詳細をここでは書かず， 5節で後述する．

4)手順（ハ')の展開は， Laplace-Beltrami作用索のスペクトル分解よりも（真に）粗い分解をしている．
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Theorem 4.0.1の主張は，対角作用の剰余空間 Gx K/diagK上の関数の積分表示として書いたが，

G:::; G x K/diagK, g→[g,e]を用いて G上の関数を用いて書き直すと，

p『(g)=い（い亨両t(”戸）介 ((IwK(g)）―1(IwK(』デ閲））―1)dk. 
Casimir作用素 CGに対する， Jorgenson-Langのプログラムの手順（イ）で用いられていた熱核を思

い出そう．後述する Lemma5.0.1より，先の wfを用いて Casimir作用素 CGに対する熱核を

(l, g)→ JK吋（W占閲 t（占閲）） dk (6) 

と冗長に書き表すことができる．ただし，球関数の両側Kー不変性から (6)を(t,g)→JK叫f(kg)dkとして
より簡潔に書ける．よって，式 (5)と式 (6)の違いは，ファイバー K上の熱核pfの寄与であると言える．

そのため， Theorem4.0.1の熱核pfL(2)の明示式は，差分として現れる熱核pfの性質を決める Jacobi

のtheta関数0もしくはその級数展開に出てくる Thebycheff多項式を用いた，小節3.3の“Riemann型”

Jorgenson-Langのプログラムの構想を引き起こす．

Theorem 4.0.1の応用として， ‘‘Riemann型”Jorgenson-Langのプログラムの文脈で，熱核pfL(n,IR)

とpfL(n,C)それぞれから出力される zetaobjectsの性質を結びつけることが期待される． n=2の場合

に，変数t>Oに関し pf0(2)とpfU(2)のガウス変換を，特殊関数の観点から算術的 cofinitcな離散部分

群じ cSL(2,IC)が与える影響を理解し，記述することが今後の課題である．ただし，熱核pfL(2,1!.)およ
びpfL(2,C)自体は，オリジナルの Casimir作用素に対する熱核 (6)よりも pfがかかっている分だけ難

しい表示を持つ．熱核の表示の違いに応じて，手順（イ')から手順（ホ')を経て出力される zetaobjects 
も， Jorgenson-Langのプログラムで議綸されている zetaobjectsより複雑な表示を持つことに注意する．

"Riemann型'’Jorgenson-LangのプログラムのもとでSL(n,IC)およびその実形SL(n，股）それぞれに対

応する zetaobjectsの性質を関係づける [10]のアプローチは，［6,p. 409-410]で問いとして提示されて

いる方針とは異なり， A型のルート系および各几の共役類の代表元勺 E几を構成する SL(2)の双曲型，
楕円型，放物型の元の組合せを主に用いることを計画しており代数的，組合せ論的である．

4.1 The case G = SL(2皇）

この小節では， G= SL(2,1R.)のとき， Theorem4.0.1の式 (5)で変数変換を行うことで，明示式の一

つである Proposition4.1.1を導出する． pf=pfL(2,R)の明示式は，例えばザ(G,dg)とGのユニタリ双

対G上の Pl皿 chere]測度に関するび空間の間の一般化非可換 Fourier変換を用いて，すでに計算されて
いる ([1,Proposition 43]参照）．［9]では，先行研究で得られているいくつかの pfの明示式を， Lebesgue

の積分定理や線積分を用いて，直接の計算から互いに等しいことを示している．ただし，［2]の結果である，
熱核の存在と一意性からこれら明示式が互いに等しいという主張が直ちに従う事に注意する． したがって，

明示式の一つである Proposition4.1.1の主張と式 (5)が等しいことを示せば，式 (5)が他の明示式と等

しいことが従う．

0E股に対し，

R(0)：=(：「;［こnO゚） EK=S0(2) 
とお<.K= {R(0); 0 E（一7r,7r］｝が成り立つ． r>Oを固定したとき，

ざ十 V2e½ ~ = cosh r + e'゚sinhr(lxl < r) 

を用いて独立変数0をxに置換する．直接の計算から，

ex- ✓:ふ告~ = cosh r + e―ie sinh r, ex = cosh r + cos 0 sinh r, 
cosh 2̀ 

王士iArccos 2 

e2e cosh.L r 士i0. r 2 = cosh -＋ e 
2 

sinh:,, 
2 

(7) 

が成り立つ．このとき，各 gEGに対し diag[r,-r] := logPolA+(g), R(09/2) := lwK(g)として r=

r(g) > 0と09E (-21r, 21r]を定め，変数変換（7)を行いいくつかの線積分をすると Proposition4.1.1の

明示式を導出することができる．
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Proposition 4.1.1 ([9, Proposition 4.2.1]) 

p9L(2R)(g) ＝：et][OO三□X~ ({}(—信ー ~Arccosh (~), -i;i) 

+ {}(—~ + ~Arccosh[：：~),-i;i)) 必

5 Sketch of proof 

この節では， G= SL(2)上の熱核pfの特殊関数を用いた明示式を与える Theorem4.0.1の証明のス
ケッチを述べる．証明で用いる主要なアイディアは，次である：

•対角作用の剰余空間を使い， G を等質主 Kー束 G x K/diagK...5.パ？／k とみなす．

•不変包絡代数の商 U(g) @U(£) ／〈l@Z+Z ⑧ 1 〉 ZEU(t) の元として，左 G—，右 K-不変な Laplace­
Beltrami 作用素△G の直像を左 GxK—，右 K-不変な G x K/diagK上の微分作用素 CGXKに書
き換える．

ただし， Gx K/diagK上の CGXKは， Lie群GxK上の Casimir作用素 CGXKのGx K/diagKへ
の直像とする． CcxKは， f= f(g,k) Eび(Gx K,dg⑭dk)に対し， fの第二成分の変数kを固定する
とG上の Casimir作用素 CGとして，第一成分の変数gを固定すると g上の Killing形式Bのtへの制
限に関する K上の Casimir作用素 CKとしてそれぞれ作用することに注意する． Theorem4.0.1の証明
は3つの段階からなる．

Step 1: 微分同相 1/;: G 3 g→ [g,e] E G x K/diagKを用いて，△G：び（G,dg)→び(G,dg)の
G x K/diagKへの直像である左Gx{e}-，右k不変作用素△Gを得る．△Gを， U(g)⑭U(£)j〈1R
Z+Z@l〉 ZEU(t) の元として同一視することができる，左 GxK—，右 K-不変な微分作用素 CaxK

に取り替える．△Gに対する熱核pfを求積する問題を， CGXKの熱核を求積する問題に帰着する．

Step 2: 熱核 pfの存在の一意性から， Step1の微分同相心を経由し Definition2.1.5の条件 (1)と
(2)を滴たす Gx K/diagK上の関数を構成すれば良い．具体的には， K上の熱核と Lemma5.0.1 
を用いて， GxK上の CcxKに対する熱核 pfxKを求積し，射影 GXK → G x K/diagKを
用いて CGXKに対する熱核を構成する． ただし， CcxKに対する熱核 pfxKとは， K上の熱核
pfとG/K上の熱核 (gK→ PGxK(t,K,gK)）の積のことをいう． Casimir作用素 CKはK上の
Laplace-Beltrami作用素△Kと一致し， Lemma5.0.1より 8t-CGに関する微分方程式の基本解
がリーマン対称空間 G/K上の熱核pG/Kと同一視できることに注意せよ．

Step 3: [g, k] E G x K/diagKの代表元を取り，（G/K)x K上の関数としての積分表示を計算する．
Fubiniの定理を用いて， ia＊上の積分と球関数や入に含まれる K上の積分を交換し，積分表示から
等式 (5)を得る．

最後に，各手順について補足のコメントを加える． Step1について．微分作用素△G,△GとCGXK
の間の関係は可換図式 (8)で表される．△G,LieとCGXKはそれぞれある定義域上で自己共役作用素で
あることに注意する．△GとCGXKについて，普逼包絡代数の商U(g)RU(t)／〈l@Z+Z@l〉ZEU(t)の
元としてこれらは同じ同値類であるが，微分作用素として作用 GxKへ Gx K/diagK -n K を考慮す
ると CGXKは△Gよりも高い対称性を持つ．

炉
び(G,dg)←-び(Gx K/diagK)L2(G x K/diagK) 

叶。叶。 eGXK↓
だ(G,dg) ←二—び(G x K/diagK)― L2(G x K/diagK) 

ゅ＊

(8) 

Step 2について．登場する熱核の明示式を与える． 8t-CGに関する微分方程式の基本解を gfと書
<. Lemma 5.0.1より， gfは球関数や入を用いて具体的に書ける．
~ 5.0.1 ([3, Proposition 3.1]参照） t>Oとする．このとき， xEGに対し

g加）＝向／ e(〈入，入〉ー〈p,p〉)tぬ (x)lc（入）―2d入．
ia* 
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gfは入→ e(〈入，入〉ー〈p,p〉)tの逆変換である． mは両側Kー不変な関数なので， gfはG/K上の関数にのび
る．このとき， pGfK(t,xK,yK)=gf(y―1xK)と害ける．

CK＝ふに対する熱核p{'は， G= SL(2皇）と G=SL(2,C)それぞれで Jacobiのtheta関数0を

用いて書くことができる．ただし， zECとrE{rEC;>sr>O}に対し{)(z,T) = ~nEZ e"in2r e2n,cizと
する． G=SL(2，恥）のとき， 4.1節の記号を用いてK= S0(2) = {R(0); 0 E罠｝と書ける． S0(2)'::cS1 

なので， Example3.2.1に書かれている熱核p戸の dを用いた表示を使うと，

pfo(2J(R(0)) = {}(—土，土）．

G = SL(2,IC)のとき， K = SU(2)である． SU(2)の極大トーラスとして T= { diag[ei0, e―i0] ; 0 E 
町~S1を取れる．このとき，各kE SU(2)に対し diag[eiB(k),e―i0(k)l ETが定まる．この設定のもと，
SU(2)上の熱核pfU(2)は式 (9)として書ける：

t 

pfu(2)(k)=-~)い(-讐）， ~i). (9) 

Step 3について． CcxKの熱核の積分表示は，

[g,k']誓占）犀（k'(IwK(g)）―1)＝/j停応 Xpf)（［占可，k'(IwK(g)）―l])dkd入
ia* J K 

= L IK 品（✓ぷ戸 t（心閲））犀（いIwK(g)）―1(IwK（⑪詞両））―1) dkd入

である．ただし，記号は ,/gtg= PolK(g)PolA+(g)(PolK(g)）―19 

品 (g)=IW|―le(〈入，入〉一〈P,P〉)te（入十p)(logIw A(g)) le（入）1-2,吋 (g)＝ J 品 (g)d入．
ia* 
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