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極小曲面のGauss写像の値分布論の研究の最近の進展について＊1

金沢大学・理工研究域数物科学系川上裕＊2

1 序

Yu Kawakami 

Faculty of Mathematics and Physics, 

Kanazawa University 

本稿では， 3次元Euclid空間R3内の完備極小曲面の Gauss写像の値分布論に関する最近の研究

成果から，著者の指導学生である笠尾俊輔氏との共同研究［13]で得られた “Bloch-Rosprinciple" 

の概要と，同じく指導学生である渡邊元嗣氏との共同研究 [20]で得られた，種数0の有限全曲率

完備極小曲面（代数的極小曲面ともいう）の Gauss写像の除外値数と完全分岐値数に関する結果

を解説する．また， Gauss写像の値分布論の新たな問題として「4点予想」を取り上げる．

2 Bloch-Ros principle 

本章では， Bloch-Rosprincipleの概要と極小曲面論への応用を紹介する．詳細は，論文 [13]ま

たは笠尾俊輔氏の修士論文［14]を参照して欲しい．

2.1 有理型関数に対する compactpropertyについて

まず，球面弦距離 x(•，・）を確認する． Riemann 球面 c :=Cu {oo}は立体射影町v:C→ S汽

つまり

7rN(z) = (~誓~'~'~) (zEC), 揺区） ：＝ （0, 0, 1)(=: N) 
によって， 2次元球面炉と同一視することができる．ここで，炉の距離は R3のEuclid距離か

ら定まる部分距離として定める．でにおける Z1とZ2の距離を，炉と考えたときの距離の半分で

定め， x(z1辺）と表し，球面弦距離と呼ぶ．球面弦距離x(zぃ吟）は， Zぃ吟 ECに対して，

となる．

lz1 -z叶 1
x(z1, Z叫＝， x(z1,oo) = 

V1 +|z1八／1＋ |z叫2 V1 + |z憎

どを Riemann面，（c,x)をRiemann球面とする．このとき，

ヽ岱）：＝｛f:~→で正則写像｝＝｛f:~→で有理型関数｝ u {!三 ooon~} 

*1本研究は科研費（基盤研究（C),課題番号： 19K03463,23K03086)の助成を受けたものである．
*2住所： 920-1192金沢大学数物科学系， e-mail:y-kwkami@se.kanazawa-u.ac.jp 



100

と定める．.4(E)の位相として，こ内の compact部分集合上の一様収束位相を用いる．

Pをこ上のCに値を取る正則写像のある性質としたとき，

9(E) := {f E (ヽE);]はど上で性質Pを満たす｝

と定める．

定義 2.1(closed propertyと compactproperty [30]). Cに値を取る正則写像の性質Pに対し

て，次の条件を考える：

(Pl)任意の 2つの Riemann面Bぷ＇と分岐点を持たない任意の正則写像 ¢:E→刃＇に対し

て，fE少（E')ならばfocp E少（E)となる．

(P2) EをRiemann面，fE、岱）とする．ど内の任意の相対コンパクト領域Qに対して，

f|Q€ク(Q)ならばf €ク（町となる．

(P3) 任意の Riemann 面 E に対して，少（E) の元からなる収束列{fn}~=1 の極限関数が &(E)

の元になる．

(P4) 任意の Riemann 面 B に対して， &(E) は〗上の正規族となる．

性質Pが条件(Pl),(P2), (P3)を満たすとき， Pをclosedpropertyという．また，性質P

が条件(Pl),(P2), (P3), (P4)を満たすとき， Pをcompactpropertyという．

neeを領域とし，J:＝揺 of:E→ S2 C R3とする． D上におけるJの Euclid勾配の長

さを 1▽几で表す．このとき， D上の有理型関数fに対して，

心’|
IV几＝ 1＋ |f|2' 

［三上：ロ：［c：口：；る：三□loしseてd'二：y理とカコす成るり立：のとここ正の規（：
(2) f E 9(C)が存在して， IV几（0)= 1かつ C上で IVfle::::;1をみたす．
また， compactpropertyは次のような性質を持つ．以後， Dは単位円板を表す．

| 7:：□□：（。像こ言□゚］／。をしまC0ロニこ：ロニるらないつまり，
compact propertyの例を 2つ紹介する．

例 2.4(Montel-Liouville型の性質［13]).L > 0 とする．任意の Riemann 面〗および正則写像



101

f:~→でに対して，性質凡を

If I < L on ~ or f三 (constant) on ~ 

と定めると， PLはcompactpropertyである．

例 2.5(Caratheodory-Montel-Picard型の性質 [2,13, 30, 34]). X c Cとする．任意のRiemann

面どおよび正則写像f：こ→Cに対して，性質 Pxを

f（~)c で＼ X or f三 (constant) on ~ 

とすると， Pxはclosedpropertyである．さらに， Xが3個以上の元を含んでいれば， Pxは

compact propertyである．

例2.5を適用すると，命題2.3(1)はPicardの小定理，命題2.3(2)はPicardの大定理にそれぞ

れ対応する．

2.2 Weierstrass m-tripleに対する曲率評価について

曲面の Gauss写像の値分布論的を統一的に扱うため， Weierstrassm-tripleという次の概念を定

義する．

定義 2.6(Weierstrass m-triple [13]). I:を等角計量

ds2 = (1 + lg已）叫fl2ldzl2

（但し，fdzをど上の正則 1次微分形式，gをど上の有理型関数， mを正の整数）が付随した開

Riemann面とする．このとき，組（I:,fdz,g)を Weierstrassm-tripleという．

次に， compactpropertyをみたす有理型関数が m-curvatureestimateを満たすことを定義

する．

定義 2.7(m-curvature estimate [13]). Pをcompactproperty, m を正の整数とする．こ

のとき， Pがm-curvatureestimateを満たすとは，ある C=C(P,m)>Oが存在して，

g E f!JJ(I:)を満たす任意の Weierstrassm-triple (I:, f dz, g)に対して，任意のpEI;において

1Kds2 (p) I (d(p))2さC

が成り立つことである．ここで， Kds2(p)はds2= (1 + 1912)叫fl2ldz戸に関するpの Gauss曲

I：号言三言□言言言三：：nVPCa::]reeer:□tt:を口と満のなた整：；t盲こと果めすてのる：:る□□
(2)ある D上の正則 1次微分形式fdzおよびある D上の非定数有理型関数gが存在して，
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|
 

次の (A)および (B)を満たす：

(A) d茫＝ （1 + 1912)叫Jl2ld疋がD上の完備な等角計量となる，

(B) g E f!JJ(D)であり, |Kds2 (O)I = 1/4で， D上の各点pにおいて |K年（P)I：：：：： 1が成

り立つ．

定理2.8を用いると，例えば，次の結果を示すことができる．l命題 2.9(Kasao-Kawakami[20］）．例 2.4で与えた性質 PLは， m-curvatureestimateを満た
すcompactpropertyである．

証明．正の整数mを任意に取り固定する．このとき， PLはm-curvatureestimateを満たさない

compact propertyであると仮定すると，定理2.8より D上の正則 1次微分形式fdzおよびD上

の非定数有理型関数gが存在して，次の (A)と(B)を満たす：

(A) ds2 = (1 + lgド）叫fl2ldzドがD上の完備な等角計量となる，

(B) D上で 191< L. 

そこで， ds5:= (1＋び）叫fl2ldzl2とすると， D上で

(1 + lgド）m/2lfl< (1＋ザ）m/21fl

を満たすため， ds5はD上の完備等角計量となる．また，fはD上に零点を持たないため，

△log (1 +び）m/2lfl= 0 

となり， ds合に関する Gauss 曲率 Kds~ が D 上で恒等的に 0 となる． よって， ds5はD上の完備

かつ平坦な等角計量となる．一方，完備かつ平坦な 2次元Riemann多様体の普遍被覆面は複素平

面Cであることから，（D,ds5)の普遍被覆面は Cとなるが，これは明らかに矛盾する． ロ

命題2.9の系として，次の Liouville型の定理を導くことができる．

系 2.10(Kasao-Kawakami [20]). 組（~,fdz,g)を Weierstrassm-tripleとする． d好＝ （1+ 

I ~口塁□：］：関上す言ロニ：てK;s2さは言二°t:30存と在なしるて：こ口：；＜霊
数である．

証明．命題2.9より，任意のpEどに対して

1Kds2(P)l112 :=; 
C 

―d(p) 

を満たす C= C(L,m) > 0が存在する． d姓は完備計量であることから，任意のpE刃に対して

d(p) = ooが成り立つ． よって，ど上で Kds2三 0となる．また，

2mlg'l2 
Kds2=―(1 + |g|2)m+2|f|2 

となるので， Kds2三 0のときgはX上で定数となる． 口

また，藤本坦孝氏が得た不等式 [9,(8.12) on page 136]を用いることで，命題2.9をさらに精密

化することができる．
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l命題 2.11(Kasao-Kawakami, [20]). mを正の整数とする．例 2.5で与えた性質 Pxは， Xが
m+2個以上の元を含んでいれば， m-curvatureestimateを満たすcompactpropertyとなる．

系2.10の証明と同様の議論をすることで，命題2.11の系として，次の Picard型の定理を導く

ことができる．

I~ごf2|2[dk:2wa力:sml上［言・備□し；□；tf;z:]) gを力》〗ele:Sニニーニこ：し.ま,ds,2 ：除は
数は高々 m+2である．

系2.12は最良である．実際，刃を C¥ {a1,..., CYm+l}またはその普遍被覆面とし，

dz fdz=~, g(z)=z rr言 (z-CYj) 
と定めると，gはこ上でm+2個の除外値a1,...,CYm+l, 00を持ち， d茫＝ （1 + 1912)叫fl2ldzl2

はど上の完備等角計量となる．

2.3 極小曲面論への応用

第2.2節で得た結果を R3内の極小曲面論へ適用する．その他の 3次元空間型内の曲面のクラス

（例えば， 3次元Lorentz-Minkowski空間内の極大曲面や3次元アファイン空間内の非固有アファ

イン球面など）への応用は［13]を参照して欲しい．

応内の極小曲面の基本事項を復習する．詳細は洋書では [1,27, 28],最近の和書では [18,22] 

を参照して欲しい． X= (x1心2心3):I;→ R3を向き付けられた極小曲面とする．この曲面で等

湿座標系 (u,v)をとることにより，どを R3からの誘導計量を等角計量として持つ Riemann面と

みなすことができる．このとき，

△ds2X = 0 (2.1) 

を満たす，つまり各成分関数mはど上の調和関数となる．複素座標z= u+ivを用いると，（2.1)
から

88X=0 (2.2) 

となる．ここで， 8= (8／枷ーio/ov)/2,a = (8/ou +直／枷）／2とする．（2.2)より，各
¢i := oxidz (i = 1, 2, 3)はど上の正則 1次微分形式となる．また，次の 3条件が成り立つ：

[C]冗碕＝0（共形条件），

[R] L l¢il2 > 0（正則条件），
[P]各の，が，任意の 1E H1(M,Z)に対して

Re 1 ¢i = 0 
を満たす（周期条件）．
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こ上の正則 1次微分形式fdzとど上の有理型関数gを

f dz = ¢1 -i¢2, g = 如
¢1 -i¢2 

(2.3) 

とする．このとき，g：〗→ C c:::炉はこの曲面の Gauss 写像となる．また， R3 からの誘導計量

ds2 Iま

となる．さらに，

訳＝（1＋|g|叩|fl2ldzl2

1 
か＝ーf(l-gりdz,
2 

i 
¢2= -f(1 ＋炉）dz,
2 

(2.4) 

如＝fgdz (2.5) 

が成り立つ．逆に，〗上正則 1 次微分形式fdz と有理型関数gの対(fdz, g)が与えられたとき，

¢:=（か，虹如）

を(2.5)で定める．このとき，共形条件 [C]は自動的に満たされ，正則条件 [R]は，「gの h位の極

でのみfdzは2h位の零点をもつ」となることが (2.4)からわかる．もし周期条件 [P]を満たして

いれば，極小曲面は
z 

X(z) = Re 1加
zo 

(2.6) 

で得られる．ここで， zoはこ上の点で 1つ固定しておく．この対(fdz,g)を極小曲面の Weier-

strassデータ (Weierstrassdata)（以下， W-dataと略す），（2.6)をEnneper-Weierstrassの

表現公式 (Enneper-Weierstrassrepresentation) という．このとき，全曲率 T(~) は

心）：＝ J区知dA=-l（↑言言 (2.7) 

となり，その絶対値は Gauss写像の像の Riemann球面上の Fubini-Study計量に関する面積と一

致する．

(2.4)から，第 2.2節にある結果の m= 2の場合を考えることで，極小曲面の Gauss写像の

値分布論の結果を得ることができる．まず，定理 2.8の応用を考える．単位円板 D は単連結

である，つまり W-dataに対して曲面の周期条件 [P]が自動的に成り立つことに注意すると，

Enneper-Weierstrassの表現公式から， Ros氏により示された次の結果を得る．

定理 2.13(Ros [30]). Pをcompactpropertyとする．このとき，次の（1)または (2)のいず

れかが成り立つ：

(1) pは2-curvatureestimateを満たす，

(2)ある完備極小曲面ゅ： D→応が存在して，その Gauss写像は D上で性質Pを満たし，

曲面の Gauss曲率は 1Kds2(0) I = 1/ 4および任意のpEDに対して |Kds2 (p) I :S 1が成

り立つ．

また，系 2.10を適用することで， Bernsteinの定理が得られる．
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l定理 2.14(Bernsteinの定理）． R3内の完備極小曲面で，その Gauss写像の像が炉において桐
密でなければ平面である．特に，平面全体で定義された極小グラフは平面になる．

証明． R3 内の完備極小曲面心：〗→ R3 の W-data を (!dz,g)とおく．仮定から，必要ならば適

当な回転を施すことで，ある L>Oが存在して，こ上で|gl<Lが成り立つ．また， R3からの誘

導計量 (2.4)はこ上の完備計量なので，系 2.10よりgは定数，つまり心（I:)は平面になる． ロ

系2.12を応用することで，藤本垣孝氏が示した次の結果を得る．

|定理 2.15(Fujimoto[6]). R3内の平面でない完備極小曲面の Gauss写像の除外値数は高々

4(=2+2)である．さらに，この結果は最良である．

注意 2.16.定理 2.15の精密化として，藤本坦孝氏は次の章で述べる Gauss写像の完全分岐値数

についても次のことを示している： R3内の平面でない完備極小曲面の Gauss写像gの完全分岐値

数 Vgに対して， Vg::; 4が成り立つ ([7]).

2.4 今後の課題

本章の最後に， Bloch-Rosprincipleの研究における今後の課題として， R3内の平均曲率一定曲

面の Gauss写像の値分布の問題を取り上げる． R3内の平均曲率一定曲面の詳細は，例えば剣持勝

衛氏の本［17]を参照して欲しい． R3内の平均曲率一定曲面の Gauss写像の値分布の結果として，

次の結果が知られている．

|口こ亡ff力:aらn-s：ごごとch::n」胃こ．とゆき，こG:us[3写を像完ごニニとますれる：
いるときは，ゆ岱）は平面か直円柱面のいずれかである．

よって，次の予想が立てられる．

予想 2.18.心：刃→ R3を完備平均曲率一定曲面，g：ど→でをその曲面の Gauss写像とする．

Gauss 写像gが〗上で 191:::; 1 を満たすならば，任意のp E~ に対して

C 
1Kds2(P)l112:::; 

-d(P) 

を満たす C>Oが存在する．ただし， Kds2は曲面の Gauss曲率， d(p)はpからどの境界への

測地的距離である．

予想 2.18のGauss写像の条件は 191:::;1とする必要があることに注意する．実際，アンデュロ

イドとノドイドの Gauss写像の像はで内において有界となる． Ruh-Vilms[31]により， R3内の

平均曲率一定曲面の Gauss写像は炉への調和写像によって特徴付けられるので，今回我々が示し

たBloch-Rosprincipleの枠組みが構築できそうである．しかし，調和写像に対して Hurwitzの定

理が成り立つとは限らないなど枠紺みを構築する上で技術的に難しいところもある．このことは，

Ros氏の論文 [30]でも触れられている．
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3 種数0の有限全曲率完備極小曲面の Gauss写像の値分布

本章では，有限全曲率完備極小曲面の Gauss写像の値分布に関する結果，特に，渡邊元嗣氏と

の共同研究［20]で得られた，種数0の有限全曲率完備極小曲面における Gauss写像の除外値数と

完全分岐値数の結果を紹介する．

3.1 複素平面上の有理型関数の値分布

本節では，このテーマの研究を理解する上で必要となる，複素平面 C上の有理型関数の値分布

の結果を復習する．まず， C上の有理型関数の値分布論において，最も有名な結果の 1つである，

Picardの小定理を改めて確認する．

定理 3.1(Picardの小定理）．f:C→Cを非定数有理型関数とし， DJをfの除外値数とする．

このとき，

DJ'.S 2 (3.1) 

が成り立つ．

(3.1)の評価は最良である．例えば，f(z)＝がを C上の有理型関数として考えたとき， O,ooが

fの除外値となり，（3.1)の等号を満たす例となる．

一方， Nevanlinna[24]は定理3.1の一般化として，次の結果を示している．

定理 3.2（分岐定理，［24],[29]). f: C→でを非定数有理型関数とする．qを 1以上の整数と

し， a1,...，因 ECをq個の相異なる点とする．各巧(j= 1,...'q)に対して，f(z) = ajと

なる zの重複度が常に Vj以上であると仮定すると，

立（1-］） ：：：：： 2 (3.2) 
j=l 

が成り立つ．もし，ltjがfの除外値のときは巧＝ 00とし， 1-（1／巧） ＝ 1と考える．このこ

とから，本定理はPicardの小定理（定理3.1)の精密化にあたる．

定理3.2は， Nevanlinnaの第二主要定理から導くことのできる欠除指数関係式 (defectrelation) 

の系として得られる．詳細は，例えば [5]や [25]を参照して欲しい．

定理3.2を踏まえて，次の概念を定める．

定義 3.3（完全分岐値とその重み，［20,29]). :Eを Riemann 面とし，f：〗→ C を有理型関数

とする．また， Vを2以上の整数とする．このとき， aECがfの u位の完全分岐値（totally

ramified value)であるとは，方程式f=aがvより小さい重複度となる解を持たない，つま

り，すべての解の重複度が u以上となることをいう．また， aがfの除外値のときは，どんな重

複度の解も存在しないので，fの oo位の完全分岐値とみなす．さらに，fの u位の完全分岐値
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に対するウェイト (weight)を
1
-
>
 

ー

で定める．fの除外値に対するウェイトは 1とする．このように定めたウェイトの刃上での総

和をfの完全分岐値数または完全分岐値のウェイトの総和(totalweight of the totally ramified 

values)という．

定義3.3より，完全分岐値数は除外値数の精密化にあたることがわかる．この概念を用いて定理

3.2の主張を述べると次のようになる．

定理 3.4（分岐定理）．f:C→でを非定数有理型関数とする． DJをfの除外値数とし， VJを

fの完全分岐値数とする．このとき，

Dfく巧く 2 (3.3) 

が成り立つ．

(3.3)は次の例からも最良の評価であることがわかる． C上の有理型関数として， Weierstrass

の¢関数を考える．p(z)は次の 4つの 2位の完全分岐値をもっ：

釘：＝ゅ(w/2), e2 :=ゅ（w'/2), 切：＝p((w+ w')/2), oo. 

ここで， w,w'はfの基本周期とする． このとき，p(z)の完全分岐値数は U炉(z)= 4(1-(1/2)) = 2 

となり，（3.3)の等号を満たす例となる．

完全分岐値数は除外値数より精密な情報を与える．例えば， Picardの小定理（定理3.1)から，

非定数有理型関数f:C→Cに対して DI：：：： 2が成り立っ・-左代数学の基本定理から非定

数有理関数f:C→でに対しては Df：：：： 1となるょっ℃除外値数の最大数におぃて 9 一般の

場合と代数的な場合の違いは “l"だが，完全分岐値数の最大数になるとその差が小さくなる．実

際，定理3.4から非定数有理型関数f:C→でに対して巧：：：： 2となるが，次数がdの非定数有理

関数f:C→Cに対しては功：：：： 2-(1/d)となる（証明は例えば [20,Proposition 2.2]を参照

して欲しい）．この評価は最良で，実際f(z)＝丑の完全分岐値数は巧＝ 2-(1/d)となる．この

例からわかるように，一般の場合と代数的な場合の違いを調べる際に，完全分岐値数を調べること

は有意義である．

3.2 代数的極小曲面の Gauss写像の値分布

極小曲面の Gauss写像の値分布論の研究において，多くの研究者が興味をもつ問題として，

Osserman問題と呼ばれる，有限全曲率完備極小曲面の Gauss写像の除外値数の上限を求める問

題がある．ここからこの問題を解説する．応内の有限全曲率完備極小曲面について，次の性質が

成り立つ．

|門:;;;:~;゜sserman). X：刃→ R3を有限全曲率完備極小曲面とする．このとき，次の

(1) I;は閉Riemann面団から有限個の点（この点のことをエンド (end)と呼ぶ）を除いた
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— 
ものと等角同値となる ([10]),

(2)このとき， W-dataは刃上有理型に拡張することができる ([26]).

定理 3.5が成り立つことから， R3内の有限全曲率完備極小曲面は代数的極小曲面（algebraic

minimal surface)と呼ばれている．本稿では，以後この用語を用いることとする．代数的極小曲

面の Gauss写像の除外値数について，次が成り立つ．

|定理 ~~6. (Osserman [26]). R3内の平面でない代数的極小曲面の Gauss写像の除外値数は高々
3である．

つまり，完備極小曲面のクラスに“有限全曲率（代数的）”という条件を加えれば， Gauss写像

の除外値数の上限は “4"（定理2.15)から “3"（定理3.6)へと変化する．問題となっているのは，

定理3.6の評価が最良かどうかである．

|問題 3.7(Osseman問題［27]).R3内の平面でない代数的極小曲面の Gauss写像の除外値数の

上限は “2"か？それとも “3’'か？

Gauss写像の除外値数が “2’'となる代数的極小曲面の例は存在する．例えば，カテノイド（懸垂

而）は有限全曲率完備極小曲面で，~= C ¥ {O}上でW-dataを(Jdz, g) = (dz/ z叉z)とおくと，
刃上で曲面が定まり，gの除外値数は 2となる．また，［23]において，カテノイド以外の例が幾つ

か紹介されている．一方， Gauss写像の除外値数が “3"の代数的極小曲面は例が見つかっておら

ず，存在に関しては次の制約条件が成り立つ．

命題 3.8(Osserman [26]). ~が種数ァの閉 Riemann 面立から有限個（ここでは K 個とする）

の点を除いた開Riemann面江＼｛Pl,・・・,Pけと双正則同値となる，平面でない代数的極小曲面

X:~ →応とする． d を Gauss 写像g:~→ C を江上に有理型に拡張したときの次数とす

る．gの除外値数が3のとき，次のことが成り立つ：

•'Y ::;:. 1, d乏k::;:.3, 

•もし'Y = 1ならば， d=kとなり，さらに各エンドは埋め込み（つまり，平面エンドかカ

テノイドエンド）になる，

● T岱）は一121r以下になる．

さらに，全曲率の絶対値の大きさが小さいときに対しては次の非存在性が成り立つことが知られ

ている．

l命題 3.9(Weitsman-Xavier,Fang）．全曲率が一12T([32])と一l61r([4])となる， Gauss写像の
除外値数が3のR3内の代数的極小曲面は存在しない．

そこで，多くの研究者は Osserman問題（問題3.7)の答えを次のように予想している．

1予想 3.10.平面でない代数的極小曲面の Gauss写像の除外値数の上限は “2’'である．
この予想が正しいとすると，完全分岐値数に対しても次の予想が考えられる．

1予想 3.11.平面でない代数的極小曲面の Gauss写像の完全分岐値数の上限は “2"である．
しかし，予想3.11は正しくない．実際に次のような例が存在する．
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命題 3.12(Miyaoka-Sato [23], Kawakami [15]). ~ = C＼｛士i}とし，その上での正則 1次微分

形式，有理型関数の対(fdz,g)を

(fdz,g) = (~dz，び丑＋~), a,t ER, (a-l)(t-1)ヂ0, (3.4) 

で定める． ここで，庄＝ （t + 3)/a{(t -l)a + 4}とする．このとき，庄<0を満たす aに対し

て，（3.4)を W-dataとし， Gauss写像gの除外値がa, aa となる〗上の代数的極小曲面が存

在する．また，g(O)がgの 2位の完全分岐値となる．よって，gの完全分岐値数は

玲＝ 1+ 1 + (1 -~) = 2.5 

となる．

Gauss写像の完全分岐値数が2.5の代数的極小曲面の例はこれまで命題3.12で挙げた例以外見

つかっていなかったが，渡遇元嗣氏が次の新しい例を発見した．

命題 3.13(Kawakami-Watanabe [20]). I:= C¥{O，土i}とし，その上での正則 1次微分形式，

有理型関数の対 (!dz,g)を

(fdz,g)= (~十4(b- 1)丑＋4（b -1)}2 dz, a(b -a)z4 + 4a(b -1)召＋4a(b -1)) 
丑（丑＋ 1戸 (b-a)丑＋4(b-1)丑＋4(b-1) 

(3.5) 

で定める．ここで， a,b ER¥ {1},つまり， a-/c bでa2= (5a+llb-16)/(16ab-lla-5b) < 0 

とする．このとき，（3.5)をW-dataとし， Gauss写像gの除外値がa,aaとなるど上の代数

的極小曲面が存在する．また， b=g（士v12i)がgの 2位の完全分岐値となる．よって，gの完全
分岐値数は

玲＝ 1+1+(1一；）＝2.5 
となる．

これらの例は，完全分岐値数も含めて定理3.6を精密化した次の結果の最良の例を与えている．

定理 3.14(Kawakami-Miyaoka-Kobayashi [19]). I:が種数1の閉Riemann面江から有限個

（ここでは K個とする）の点を除いた開 Riemann面豆八{Pi,・・・,P叶と等角同値となる，平面

でない代数的極小曲面X:I:→ R3とする． dをGauss写像g:I:→Cを江上に有理型に拡

張したときの次数とする．gの除外値数Dgおよび完全分岐値数 Vgに対して，

2 1,  -1 + k/2 
Dg:::; Vg:::; 2 +万’万＝ d く 1 (3.6) 

が成り立つ．特に， R3内の平面でない有限全曲率完備極小曲面の Gauss写像の除外値数は高々

3である．

実際，（1,k, d) = (0, 3, 2)とすると，（3.6)のu,の上限は2+(2/R)= 2.5となり，命題3.12の例
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が等号を満たす例となるまた，（'Y,k, d) = (0, 4, 4)とすると，（3.6)のu,の上限は2+(2/R) = 2.5 

となり，命題3.13の例が等号を満たす例となる．よって，幾つかの位相型においては，定理3.14

の評価は最良であることがわかるが，すべての位相型において定理3.14が最良であるかどうかは

わかっていない．

種数 0の代数的極小曲面の Gauss写像の除外値数と完全分岐値数について，次の結果が成り

立つ．

定理 3.15(Osserman, Kawakami-Watanabe [20, 26]).平面でない種数 0の代数的極小曲面

X:~ →正の Gauss 写像gに対して，

Dg::::; Vg < 3 

が成り立つ．特に， Gauss写像の除外値数は高々 2である．

よって，種数0の代数的極小曲面において， Gauss写像の完全分岐値数が3以上の例が存在しな

いことがわかった

4 完備極小曲面の Gauss写像の値分布論の未解決問題

最後に， R3内の完備極小曲面の Gauss写像の値分布論の興味深い問題を 1つ紹介する．ここで

取り上げるのは，「4点予想（fourpoint conjecture)」と呼ばれる次のことを主張するものである．

l予想 4.1(4点予想，［20]).R3内の完備極小曲面において， Gauss写像が4つの除外値を持つ
とき， Gauss曲率は曲面上至る所負の値を取る．

予想4.1の主張は，「R3内の完備極小曲面が少なくとも 1つ平坦点 (Gauss曲率が0となる点の

こと）を持てば，その曲面の Gauss写像の除外値数は高々 3になる」と言い換えることができる．

この予想は，代数的極小曲面や Scherkの極小曲面を含む「擬代数的極小曲面(pseudo-algebraic

minimal surface)」と呼ばれる完備極小曲面のクラスにおいては正しいことがわかる．実際，定理

3.14の設定で擬代数的極小曲面を考えたとき， lをgの分岐値(gの分岐点の値のこと）の数とす

ると，
2 l 1 'Y -1 + k/2 

D, < 2+ --- -= < 1 
R d'R  d 

(4.1) 

が成り立ち，少なくとも 1つでも平坦点をもつと l~ lとなるので， Dg<4,つまり， Dg:::;3と

なる．
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