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概要

本稿では [5]に基づき，軌道分解の組合せ論に関する一般的なアイデアと，その例で

ある Z[1/2]上の SL3の旗概形の S0(3)不変部分空間への分解について概説する．

1 軌道の分類と代数幾何

群作用に関する軌道分解の組合せ論的分類の問題の多くは次の形で定式化することがで

きる：

問題 l kを可換環， K をK上定義された群概形， X をK の作用を持った K概形とする．

このとき，各 K上の体 Fに対し， X(F)のK(F)軌道を分類せよ．

間題 1における環 Kは大抵 Z[1/n] (Zは整数環， nは0でない整数）や有理数体 Qなこ

とが多い．このとき， Fはそれぞれ nが可逆な体，標数0の体となる．ところで，大抵の場合

は分類は Fに依存する例えば軌道の数が異なるかもしれない．以下股， Cを実数体，複素

数体とする．

例 2.X をZ上定義された射影直線 JP'lとする.z上定義されたアフィン群概形 S0(2)を

S0(2)(A) = {g E SL2(A) : gr= g―1} 

とするここで Aはすべての可換環を走り，がは gの転置であるこのとき， S0(2)は自

然に戸に作用する．ところで， S0(2)(罠）は lP'尺股）に推移的に作用する．一方，戸(<C)は

3つの S0(2)(<C)軌道を持つ.1つは開軌道であり，残りは閉軌道である．閉軌道は具体的

に{[~]}と{[ -~]}と書ける．また，それらの和集合は唯一の閉 0(2)(<C)
1 0 

軌道になっていることに注意する.2つの点は s= ( ) E 0(2)(<C) ¥ S0(2)(<C)に
0 -1 

よって移りあう．

このように体によって依存する理由は大抵分類の途中で方程式を解くからであろう．一方，

分類の記述または分類の議論に現れる方程式のうち体に依存しない部分を経験的に見つける
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こともあるだろう．体に依存しない方程式とはつまり K上定義された方程式を指す．より正

確にこれらのことを述べるため，まずその依存または不変性が起こる理由をもう少しはっき

りさせておこうそれは例えば次の 2つの要素によるだろう．

1. 方程式の解の存在．

2. 解の選び方 (Galois対称性）．

例 3.JP']の例に戻る．実軌道と複素軌道の数の差が発生する理由は方程式丑 +1=0を解

くからである．また， 2つの閉 S0(2)(C)軌道は丑+1=0の解《二Iの取り方に依存する．

つまり，一度《コ：を一度とって 2つの軌道をこの解を用いて構成したとき，これらの軌道

は共役《二lby-✓ 二Iによって入れ替わる．一方，これらの軌道の和集合は《二Iの取り

方には依存しない．この考察を幾何学化するため， Cを抽象的に股代数股[x]/(丑+1)と

思うことにしよう．このとき[ 1 l E lP'l (qを実概形の射 Spec股[x]/(丑+1)→ JP'l 
-✓ コ

とみなすことができる．実概形 Spec股[x]/(丑+1)は実点を持たないが 2つの複素点を持

つ．この事実が例 2に現れた違いを復元する．つまり，実概形 Spec股[x]/(丑+1)が実軌

道と複素軌道の分類における相違をコントロールする．この考察は筆者が Karlsruhe工科

大学滞在時 FabianJanuszewski氏から習った考え方だった．他に特筆すべきことは例 2に

現れた行列 sが共役作用の役割を果たしていたことである.sは0(2)(C)に入っているが

S0(2)(C)に入っていないという事実は，各閉 S0(2)(C)軌道が実数体上定義されないのに

対し，閉 0(2)(C)軌道が実数体上定義されることと対応してるだろうと考えられる．群論的

立場からは sは0(2)のWeyl群のー1の元を代表していることにも注意したい．

そこで，体による相違をこのように幾何学的に表すという考え方を提示したい．つまり，この

相違を反映した X の K不変部分概形（空間）を与えようというのである．さらに，この K

不変部分概形を用いて X を分解するという問題を提示したい.X(F)のK(F)軌道分解と

いう立場から言えば， Fに依存する方程式を解くことをやめることを意味する．そのためこ

の分解は閲題 1に対して完全な解答を与えない．その代わりに休に依存しない弱い分解を与

える．また，例 3にみられるように必ずしも基点を持たない空間も許容することで，解の存

在のいかんによって軌道の数が変わるという現象のうち Fに依らない方程式からくる部分

をコントロールすることができる実際次のことが証明できる：

定理 4([5]) kを可換環， Xを K概形， {Z入cX}をXの部分概形の集合*1とする．

(1)次の条件は同値である：

•1 k概形からの単射 (monomorphism)でよい．
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(a)任意の K上の代数閉体 Fに対して

は全単射である．

(b)任意の K上の体 Fに対して

は全単射である．

(c)自然な射

は底集合の全単射を誘導する．

II勾 F)→X(F) 
入EA

II勾 F)→X(F) 
入EA

IIz入→X
入EA

(2) k'を忠実平坦 k代数とする．このとき {Z入CX}が (1)の同値条件を満たすことと

{Z入翫 k'cX翫 k'}が (1)の同値条件を満たすことは同値である．

このことから K 不変部分概形への分解は問題 1のある種の一般的な場合分けを提示して

いるとも言える一見， (a)と(b)の同値は不自然に見えるかもしれない.(a)と(b)の見た

目の条件の差はすべて Z入という K概形の存在そのものが補っている．

例 5.Z上の閉埋め込み Spec.Z[✓ ニ叶→ jplを例 3と同様に定義し， Uをその補空間とす
1 

る．このとき g→g・［。］で定義される射 S0(2)→jplは Uへの全射 (surjection)に

なっている．このことは lP1(qのS0(2)(C)軌道分解の整類似と思うことができる．

この結果を一般化するためには X,Kが与えられたときに Galois作用を調べることにな

るだろう．例えば上述の行列 sのように Galois作用を K を用いて理解することは重要に

なるだろう問題 1の組み合わせ論的研究はすでにその Galois対称性をすでに捉えきって

いることもあるかもしれない．もう少しこの期待について説明するために今度は J[Dlの例を

群論的立場から説明することを試みよう.jplはSL2及び GL2の旗概形になっていたこと

に注意しよう群 S0(2)(股）及び 0(2)(股）は各々 SL2(恥）及び GL2(良）の極大コンパクト

部分群であった．

一般に， Gを連結実簡約代数群， K をG(IB.)の極大コンパクト部分群， Kcをその複素化

とする.0をK に付随する G(罠）の Cartan対合とする.GのLie環を 9o,その複素化を

gと書<.9。の各〇不変実 Cartan部分代数 !Joに対して

fJ = !Jo露 C

W瓜9,!J) = Nc(q(!J)/Zc(q(!J) 
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W瓜9,Qf = NK(Q)/な (Q)

とおく．また''.Ba を G の旗多様体とする• 9oの0安定 Cartan部分代数の K共役類の代

表元 Qoを固定しておく．このとき， [7]において次の全単射が証明された：

Kc¥叫 (C)竺Il叫 (g,Q)八叩(g,Q). 
~o 

例 6.G = S12, K = S0(2)(良）とする・bstdを対角行列からなる約の分裂 Cartan部分

代数とする.bfun := so(2)は基本 Cartan部分代数になっているこのとき

Wsい(sl2,bstdげ竺 WsL2(s(2,bstd) 

WsL2(s(2, bfunげ={1}. 

がわかる．次に G=GL2として bstdを同様に定義する．また， bfunをso(2)を含む g(2の

基本 Cartan部分代数とする．このとき

WGL2 (g[z, !Jstd)竺 WGL2(g[z, !Jstdf 

WcL2(g[2, !Jfunf竺 Z/2Z.

が言える
1 0 

叫 (g[z,!Jfunrの非自明な元は前述の行列 s= ( )によって代表さ
0 -1 

れる．

標数が2でない代数閉休への一般化については [8]を見よ．

2 主定理

さて，前節では野を例にして軌道分解の代数幾何化のアイデアについて説明してきた．

ここでは非自明な例として SL3のKGB分解の半整数性定理とでも呼ぶべき結果について

簡単に説明したい．

まずは松木分類を書き下してみることにしよう・ ~std を対角行列からなる曲の分裂

0 1 0 

Cart=部分代数とするまた，'"'"を(。1 > 〗）を含む的の基本 Cart= 部分代
数とする．このとき，

Ws叫的， bstdげ ~WsLa(.s(3, bstd) 

Ws叫恥，Qfun)竺釣

WsL3 (_s(3, Qfun) ゜ ~Z/2Z
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1 0 0 

である．また， WsL,(st,,\run)" の非自明な元の代表元として s~( 。 -1 0 E ：こ~l3~冒、力こり二；；まs:冒の二〗~;(::分と代二：す義るす:~y~゚ 群をの：中1随て〗ーる1
Cartan対合とするとき， 0安定 Cartan部分代数はこの 2つのどちらかに共役であること

が知られているこのことから '.BsL3(C)は4つの S0(3)(C)軌道を持つとわかったことに

なる分裂 Cartan部分代数に対応する唯一の軌道は分裂 Borel部分群を含み，特に対応す

る軌道は自明な実構造を持つ．一方，残りの軌道は実 Borel部分群を含まない．期待として

は例 3のように上述の行列 sが共役作用の役割を果たして軌道が実形を持つのではないか

と考えられる*2. この期待が正しいことを証明したのが次の結果である：

定理 7([5]) SL3をZ[1/2]上の簡約群とみなす．このとき， SL3の旗概形 '.BsL3は集合

として 4つの S0(3)不変部分概形に分解する．

3 証明の概要

まず，分裂 Cartan部分代数に対応する軌道は Z[1/2] J::: 定義される Borel部分群を含む

ことから開軌道がZ[l/2]上定義されることは容易に証明することができる

残りの 3つの軌道の半整数形式の構成についてまず大雑把なアイデアを述べてみたい．ま

ず， 3つの軌道の中で各々 Z[1/2, ✓ コ］上定義される Borel部分群 Bを見つけることがで

きるこのことから Z[1/2, ✓ 可］上定義される単射

S0(3)/ B n S0(3)→'.BsLa 

を得る.Z [1/2] CZ [1/2, ✓ コ］は Galois群r= Z/2Zの Galois拡大であることに注意
する '.Bsぃは Z[1/2]上定義されているので Z[1/2, ✓ 二月に底変換することで '.BsLaに

Galois作用が入る．次に部分空間 S0(3)/B n S0(3)がこの Galois作用で閉じていること
を確かめ， S0(3)/Bn S0(3)にGalois作用が誘導されることを証明する．この Galois作
用は行列 sを用いて記述することができるこれにより定義環が Z[1/2]に降下する．

この方針を正確に遂行するにはいくらか注意すべき点があるまず S0(3)/Bn S0(3) 
は確かに概形になっているがそのことは自明ではない．例えば基礎環が休でないことから

B n S0(3)の平坦性を計算などにより確認する必要がある ([2]Theorもme10.1.2). 概形の

•2 一般的にはこの期待は少し楽観的過ぎる. S0(3)の中で sが特別であることは説明したが sがS恥の中で
どのような事情を持っているかについて全く説明していない．実際旗多様体上の閉軌道以外の場合は例えば

瓦td= Bstdのようにー1以外の元が Galois作用の役割を果たすこともある．部分旗多様体上の閉軌道の
場合については [6]で調べている
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Galois降下が概形になっていることもまた非自明である [6]や [5]では方針を修正して各

部分概形が具体的にわかる議論を展開している以下開でも閉でもない 2つの軌道と閉軌道

の場合に分けてこのことを説明する

まず

1 Ao  釦~(~ ~ 『)EGL叫 1/2,v'=I])
B1 = g1Bstdg11 

とするこのとき簡単な計算により

B1 n S0(3) = (S00(2)『）
が言えるよって軌道は

SpecZ [1/2, ✓ 可，x,y,z]/(庄＋炉+z2 -1)竺 S0(3)/ B1 n S0(3)'----+'.BsL3 

と書ける．そこで， A=Z [1/2,vこT,x,y,z]/(丑＋炉+z2 -1)とおく .Aの上に対合ぴ

を

《→ -✓ 可

X日ーX

y曰ーy

ZH-Z  

で定義する．これは Z[1/2, ✓ 二月と整合的な作用になっているこの射を 'BsL3(A)の元

とみなすとき，この元は対合 'BsL3(a)で不変であることが定義に従って示すことができる

この証明に行列 sが現れることに注意しておく．このことより上述の SpecA→'13SL3は
Z [1/2]上の射 SpecAr→'13SL3に降下することがわかる．また，

Ar竺 Z[1/2, x', y', z'] /((x'戸+(y'戸+(z'戸+1) 

であることも容易に証明できる．これが開でも閉でもない軌道のうちの 1つの降下の証明で

ある．もう一方も同様の方法で降下させられる．

次に閉軌道について論じる．以下は FabianJanuszewski氏との共同研究 [6]に基づく．

Yclo~(~ ~r) 
Bc10 = gc10Bstdg~ 闊
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とする このとき Bc10n S0(3, <C)は S0(3)の Borel部分群になる． これにより

Z [1/2, Jコ］上の旗概形の埋め込み

S0(3) / Bc10 n S0(3) y'.BsLa 

を得る．ところで，複素旗多様体の点が Borel部分群と同一視できたように，旗概形が Borel

部分群のモジュライ空間になるであろうことが期待できる．この場合，群が底概形上 Borel

部分群を必ずしも持つ必要はなくなることに注意する．とにかく '.Bso(3)をS0(3)の Borel

部分群のモジュライ空間としたとき,'.Bso(3)は自然に Z[1/2] J::: 定義される.[1] Corollaire 

5.8.3によれば '.Bso(3)は概形であり， Z[1/2, ✓ 二月への底変換は S0(3)/ Bc10 n S0(3)と
同型であるここまで '.BsLaの定義を明記せずに来たが,'.BsLaも同様に定義される．そのよ

うなわけで今 Z[1/2, ✓ 二I]上定義された射

'.Bso(3)竺 S0(3)/ Bc10 n S0(3) y'.BsLa 

があり,'.Bso(3)と'.BsLaには自然な Galois作用が入っている．この射が Z[l/2]上定義さ

れているためにはこの射が共役と交換すればよい．このことは実質，先ほど期待として述べ

ていた等式

sBc10s―1 = Bc10 

から従う．ただし，体以外の上で定義されている Borel部分群を考える必要があり，その場

合必ずしも Borel部分群同士が共役で互いに移りあうとは限らないので技術的にはギャッ

プがある．この問題は Weil制限を使ってうまいエタール被覆を構成することで解消される．

以上で4つの Z[1/2]上定義された概形の単射を得ることができた．分解を証明するため

には，定理 4(2)により Z[1/2, ✓ 二I]に底変換し，各 Z[1/2, ✓ ニ汀上の代数閉体 Fに対
して，これまで作った 4つの軌道の F点集合が '.BsL3(F)の分解を与えていることを証明す

ればよい．このことは例えば [8]から従う．ただし，実はここまでの議論では閉軌遁以外の 3

つの概形が部分概形であることは証明できていない．このことを証明するにはエタール位相

について局所的にこれらの射の定義方程式を書く必要がある.[5]では4つの軌道をモジュ

ライ空間として記述し，その結果を用いて各単射がアファイン埋め込みになっていることを

証明した．分解もモジュライ空間としての記述の系として再証明された．実は，このアイデ

アをうまく応用すると '.Bso(3)が斉次方程式呼＋炉+z2で定義される lP'2の被約閉部分概

形であることも証明できる ([5]).

4 最後に

本研究を始めた最初の動機は Harish-Chandra加群の整構造やその保型表現論への応用

にあったこのことについては [4]を参照されたいまた，閉軌道の半整数性を表現論的立場
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から説明することもできるこれについては [3]を参照してもらうことにしてここでは割愛

する
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