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エルミート行列に付随する三井ディリクレ級数について

水野義紀（名古屋工業大学工学研究科） Roland Matthesとの共同研究

1 数の分割

自然数nに対しp(n)を分割数とする．即ちp(n)は n= m1 + m2 + ・ ・ ・ + mrなる表示の仕方
の総数である．但し mjE N (1 <:'.'. j <:'.'. r-), r-= 1, 2, 3，・・・で和の順序の違いは考慮しない．例えば
5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1からp(5)= 7. Rademacher 
(1937)はp(n)の明示公式

p(n） ＝昇.,/j;A刈）蓋（Slnh(［い））
を与えたここで入n={；口` 出(n)=I:h(mod k)叫，ke―2叫"'f-(wh,kはある 1のべき根）である．研
究の発端はHardy-Rarnanuj皿 (1918)による漸近公式

p(n）＝よふv'kA叩）ょ（cosh([:入n)-1)+0(n―:) 

（ここで aはある定数）にある．特に

p(n)~ 1 e凸 vn(as n→oo) 
4⑬n 

が得られる．ハーディ“ラマヌジャン”（丸善出版）の講義VIII参照．また，これらの結果と分析がSelberg
全集I,701~706頁にある．
証明は母関数を利用する．況(T)> Qとして

f (T) = ~ = 1十LP(n)e―nT=F(e―T) Tin>o(l -e-nT) ~, ~ 

とおけば

p(n) =よJC鸞 dx
と積分表示される．ここで Cは中心 o,半径<1の円周である．この積分を上手く計算することにより
漸近公式が導かれているのであるが，重要なのは母関数］（T)の振舞いが分かることである．今の場合，
母関数に類似の

00 

rJ(z) =直IT(1 -e21rmz) (S'(z) > 0) 
n=l 

はエータ関数であり， a,b, c, d E Z, ad -be = 1のとき

TJ (~) = r:(a,b,c,d)冨+dTJ(z) 

(r: (a, b, c, d)はある 1のべき根）を満たす重さ｝のモジュラー形式である．
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2 実二次体の分割数

K = Q（v1d)を実二次体， d>Oをその判別式とする． 0で K の整数環を表す． VE0が総正であ
る（記号 v~O を用いる）とは， v > 0, v'> 0 (v'はuの共役）であることを指す．μ E 0, μ ~ 0に対
し，実二次体の分割数 P(μ)がμ=四＋四＋・・・十μrなる表示の仕方の総数として定義される．但し
μj E 0, μj ~ 0 (1 S j Sr), r = 1, 2, 3，・・・で和の順序の違いは考慮しない． Meinardus(Math.Ann. 
126 (1953))は， N= N(μ) = μμ'→ 00のとき

P(μ) = exp (3 (~し）§ +叫logN)バ叩ogN+6（入，N))• (1 +O(Nーぶ））

を証明したここでく（3) ＝ど~=1 古， °'1, °'2はある定数， 6（入，N)は無限級数で与えられるμから定ま
る値であり，μの関数として有界．三井孝美‘‘解析数論'(岩波書店）の第6章も参照．

証明にはやはり母関数（今度は2変数）

f(r,r') = ~ = 1十こ P(μ)e―μr-μ1r'
ITvEO,v►,ao(l -e-vr-v'r') ~, vE3吟 0

（況（r)> 0,況(r')>O)

が使われている．分割数p(n)の母関数との類似は明らかである． Meinardusによれば P(μ)は

P(μ) = v'd eμy+μ'y'j L J(y + 2齊，y'+2齊）e2rri（瓜十μ'e)dedぐ
氾

（ここでy,y'>O,e=:EJ..祠竺ぐ＝一ユ弓戸， w= ¥,.o: lx1|::; ½, Ix叶さ½)の形に積分表示でき，
ぼ平面の領域平（0の像）を原点近傍とその他に分けて評価することにより主要項を取り出すことが

できる．そのためのy,y'は鞍部点法が応用できるように選ばれる(y=倍，y!＝舷， M={/匁〗；正〗）．
そういった計算を実行するために，母関数j(T,T/)の振舞いを把握したい． Meinardusはf(T,T1)= 

exp(log f (T, T1)), 

°° 1 
log f (T, T1)＝どi;g(kT,kT'), g(T,T1)= ど e―VT-V1T1

k=l vEO,v~O 

と表示し，現れたg(T,T')を考察したこのg(T,T')はHeckeにより“実二次体の幾何級数’'と呼ばれてい

る． Meinardusはg(T,T’)をヘッケの量指標L関数を用いて積分表示した． vo(v)= 1,釘（11)= sgn(N(v)) 
とすれば，まず

1 
g(T, T1)＝計<I>(T,T1; vo) + <I>(T, T’；釘）｝，

<l>(T,T1;v)＝ど叩）e―|vlr-lv'lr'

vEO¥{O} 

と書け，追加パラメータに関するフーリエ展開の特殊化を用いて

1 OO 
<I>(T, T1j v)＝ ど叫

logrJ n=-oo 

e(l) [2+ioo r (s + inb) r (s -inb) 
Hn=加i[OO  Ts+inbT/s-inb 知(s,v)ds 

が得られる．ただし K の基本単数を€ ＞ 1とするとき， N(E)= 1ならT/= E, e(l) = 2, N(E) = -1な

らn＝在， e(l)= 4とおき， b=ば可とした(TJ> 1は総正基本単数である）．さらに

知(s,v)=
ど etnblog|v'叫 (U)

沢 (O¥{O})/CJX
IN(v)l8 

（R(s) > 1) 
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はヘッケの量指標 L関数である．よって

~ 1 [2+'00 r (s + inb) r (s -inb) 1 
g(T, T1) = n苫DO戸 [_9DO T8+tnbTls-tnb 2logn如 (s,vo) +知（s，町）｝ ds

となる．上手い具合にg(kT,kT’)の中の Kが分離され，下記 ((2s+ 1)として集約されて

DO 1 
logf(T, T1)=と元g(kT,kT1) 

k=l 

DO 1 2+tDO r(s +inb)r(s -inb) 1 
= ntDO正 [DO T8+tnbTls-tnb 〈(2s+l)~如 (s,vo) ＋知（s，町）｝ ds

が得られる．積分路を R(s)= 2から R(s)= -~に左ヘシフトすることで Meinardus は logf(T,T') の
挙動を導いた積分路を動かし留数を拾うには品(s,v)の解析的性質が必要であるが，必要事項はHecke
によって得られている．

追加パラメータに関するフーリエ展開というのは

ゆ(u)= L 叩）e―|vlT伊―|v1IT1e―u= ど Hne27rinu/logr,,心（0)= <l>(T,T1;v) 
log77 

峠CJ¥{O} ~'n=-oo 

のことを指す．この論法の原点はHecke（全集のNo.16(1922))による

ど仰＋ V'）s (溌(s)> 2) 
UE0，吟aO

の研究にある．そこではパラメータ uを追加した級数

¢(s,u) =こ (|u|eu]誓，い）8
沢 O¥{O}

が調べられている．rp(s,u+log'T/)= rp(s,u) (u→u + log'T/が eu→eunに対応（よって e―u→ e―un'), 
nは総正基本単数）であることから uに関してフーリエ展開でき，フーリエ係数がヘッケ L関数で表示
される．パラメータを追加し，調和解析を適用して，展開の各項を解析する，といった Heckeの着想は，
ヘッケ・トリックにおいて非正則アイゼンシュタイン級数をフーリエ展開により解析接続する仕方とも

通じるものがある．行列類似でも有効であることが，以下で示される．

余談になるが d= 4m (m = 2, 3 (mod 4)が平方自由）の場合（上記Heckeもこの場合を扱っている），

2s V羞。 (U+U')S＝どHxE Z;m丑<l2}戸＝｀く（s-1) -2 ど（｛よ｝—］) l-s 
（ここで {a}=a-la」は小数部分）等の表示をもつ．上述の首想でこれを解析接続したHeckeの論文に
ついての久賀道郎先生のコメントを引用する（ドクトル・クーガーの数学講座〈2〉，日本評論社の 13頁） ： 
“これは何を意味しているのであろうか？とにかく，その論文を見ると，現代／未来に通ずるショッキ

ングな道具立てがすでに含まれていて夢をさそう． Heckeのこの頃の仕事はその学位論文や後年の仕事
の様には理解されておらず，未発掘の金鉱があるように思われる． Hecke自身も未来を感知しながら十分

展開できなかったその未来の気配が，ゴタゴタと書かれている．案外，現在／未来における数論／保型形式

論のもっとも深い部分のすぐ隣にHeckeはいたかもしれないのだ．’'（引用終）
若い頃（若くない今でもですが），こういったコメントに元気づけられたものです．

3 対称行列の分割数

実二次体の(rp(s,u)は少し違うが同じ議論が適用可能）

ぶ (v+1ゾ）s' 1 

¢(s,u) = --~（元＋ゾe-U)S
vEO，砂cO
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の行列類似というのが考えられている．三井，江上•佐藤， Duke-Imamoglu に依れば，行列類似として

どtr(})S'
TELi 

1 
¢(s, W）＝どtr(TW)S

TELt 

が妥当である．ここで Ltは2次実対称行列の部分格子 L2のうち正定値なもの全体， W (det(W) = 
1)は正定値実対称行列で追加パラメータに相当するものである．表題にある三井ディリクレ級数とは
冗TELよtr（行を指す．三井先生はこの級数の解析接続の問題を提起したが，その動機は行列の分割理論に
あるという．（行列の加法的理論， 1983年度学習院大学講義録．g(te叉te―u)のメリン変換がr/>(s,u)にな
ることから，rf>(s,W)の由来も想像がつく．）行列の分割数は耳にしないので， Ozeki(J.Combin.Theory. 
36 (1984))から例を引用してみよう．ここでは Ltとして 2次正定値半整数対称行列全体をとり，同じ
タイプの行列の和へ分割する仕方の総数を考えている．

T := (~ ~) = (~ ~) + (~ ~) = (½ l) + (!ふー1})力)らp(T)= 3 
級数の(s,W)の解析接続に関する先行結果を紹介する．証明の基本的方針は共通しており，の(s,W) 

が適当な離散群 rC Aut(L2) = {g E S12（良）；tgL凶＝ら｝の作用で不変なことと同一祝 {WE
Sym2（屈）； W は正定値，det(W)= 1}竺田＝ ｛TE(['.直(T)> Q}を利用し，関連するスペクトル理論を
cp(s,T) Eび(r¥ lHIりに適用することにある．実二次体の場合の単数群の作用 (logryの平行移動）は， r
の作用（一次分数変換）と読み替えられる．そして，フーリエ展開の類似がスペクトル展開というのであ

る．伊吹山先生が注意されたことであるが，この読み替えはヒルベルト・モジュラー形式／ジーゲル・モ

ジュラー形式それぞれの逆定理の定式化においても共通した原理である．

Duke-lmamoglu (Internat.Math.Res.Notices (2004)) : 3次元錐体に含まれる格子点の数え上げを動機
として，r＼口がコンパクトの場合に解析接続を得た動機については，前頁の余談，第2の表示を参照
（そちらは三角形に含まれる格子点の数え上げと関係している）．

Diehl（学位論文 (2011)) : Duke-Imamogluの一般化を意図した研究で，らは半整数対称行列全体，
r = SL2(Z)でr¥記はコンパクトでない．この場合，スペクトル展開にアイゼンシュタイン級数から
の寄与が生じる．その部分に関連して現れる新谷ゼータの解析的性質を仮定したうえで解析接続が得ら

れている（条件付きの解決）． https://www.research-collection.ethz.ch/handle/20.500.11850/153492

Egami (RIMS Kokyuroku 886 (1994)) :三井の問題を動機としてDuke-lmamogluと同じ問題を解決．

Egami-Sato (RIMS Kokyuroku 1060 (1998))：三井の問題を動機としてDiehlと同じ問題を条件なしで
解決詳細は未発表

4 主定理と証明の概要

三井の級数をエルミート行列の場合に調べてみた自身のこれまでの成果が応用できそうであった

こと，余コンパクトでない場合をはっきり出来たらと思ったこと（と，久賀先生のコメントおよび風変わ

りなものへの強い愛着）による．実際，三井の級数はKoecher-Maass級数というものに近い対象である．
エルミート行列の場合の三井の級数を次で定義する（さっきはの(s,W)と書いたまた， sを2sに変え

た．） ： 

¢(W, s) = L tr(TW)―2s，勾＝｛T=  (,;;2 b~2); a,dEIZ>0,bEZ[i],4detT>O}. 
TELt 

ここで W は2次正定値複素エルミート行列， det(W)= 1, s E CC,況（s)~ 0（十分大きい）としている．

主定理 ¢(W,s)は全複素 s平面に有理型に解析接続される．

この場合も r= SL2(Z[i]) C Aut(L2)が SL2(CC)で余コンパクトではないので用いるスペクトル展
開にアイゼンシュタイン級数からの寄与が生じ，解析接続の問題はより難しくなる．
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4.1 3次元上半空間田とその上の保型関数

Elstrodt-Grunewald-Mennicke (1998)の教科書が基本的文献になる．田＝ ｛P = z+rj;z E C,r > O} 
({1, i, j, k}は四元数の基底）を3次元上半空間とする．g=（：り） ESL2(C)がP= z + rj E lHI3に

(az + b) (cz + d) + aでr2, r.  
gP = |cz + d|2 + |c|2r2 + |cz + d|2 + |c|2r2J 

で作用している． SL2(C)の作用で不変な]Hl3の体積要素と線素は， P= x+yi +rjとして

dxdydr d丑＋d炉＋dr2
dVJHI3(P) = T, dSJHI3(P)2 = ~ 

で与えられる． O=Z[i]をガウス整数環とする (2章の 0とは異なる）．関数U:]HI3→CがSL2(0)に
関する保型関数であるとは，次を満たすことをいう．

(i) U('YP) = U(P) (¥/1 ESL叩）），

(ii) U(P) はび級で，―△U ＝山（ヨ入 EC），ここで△＝ r2 （晶＋晶＋晶）—噂，
(iii) r→00のとき zについて一様に U(P)= O(rN)となる N>Oが存在する．

U がフーリエ展開の定数項をもたない(J。~f01 U(P)dxdy = 0)とき， Uをカスプ関数と呼ぶことにする．
田の他のモデルとして2次正定値複素エルミート行列全体 P2の行列式1の部分集合 SP2c P2があ
る．対応は

SP2うW = ((lzl2竺汀―1 r-1 1) り Pw= z + rj E lHI3 
zr 

で与えられる．そこで Y= (~ ~) E P2に対し，この対応を通して

U(Y) = U(Py), Py= b/d +（凶声/d)j

とおくことにより， UをS乃上の（より一般に P2上の）関数とみなすことができる． SL2(C)の作用は
次の意味で整合的である： P[g]Y= gPy (YE A,g E SL2(C)).ここで [U]Y=UY屯とした (Siegelの
記号）． SL2(0）＼四の碁本領域として

F = { P = x + yi + rj E lHI3; lxl :::; 1/2, 0 :::; y ::; 1/2,企＋炉＋r2~ 1} 

を固定しておく．

条件“fEび(lHIり，f，△fEび(SL2(0) ¥ lHIり，f(P)E(P,iTJ)は Fx[O,T] 上で絶対可積分 (VT~ O)" 
の下，fの（各点収束する）スペクトル展開が得られる：

f(P) = ~〈f，如〉叫P）＋よ！＿0000 〈f,E(, iTJ)〉 E(P,iTJ) dTJ. 

ここで怖(P)= ;r／い` 石`）は定数関数，｛如｝mENはカスプ関数からなる正規直交系（ヘッケ作用素

の同時固有関数に選ぶことができる），そして E(P,iry)はアイゼンシュタイン級数

E(P,u)=i呈 (|cz+d|2 r +|c|行2)l+u, 扮(u)> 1 
(c,d)=O 

を解析接続して得られ，内積

〈f,g〉=J f(P)g(P) d叩 (P)
子

は通常のものである．ラプラス固有値入m(―△Um=入mUm(m = 1,2,3,•••)) に関する事実として，
(a)ふ＜入2:S入3:S・・・（非減少） →oo, 
(b)心＞ 1 （よって Am=1―μぶ， μmE渾と表せる），
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(c) Weyl型の漸近公式

が既知である．

如 EN; 入m~X}~I丑叩~x3/2=上x3/2 as X→OO 
3召 3召

以上を基礎として三井の級数を考察する．空間JHI3とSP2の対応により

¢(P, s) = ¢(W, s) = L tr(TW)―2s 

TELt 

と表示して誤解は生じない．況(s)≫Oならの(W,s)は絶対収束し，の([U]W,s)= ¢(W,s) (VUE SL2(0)), 
即ち ¢(UP,s)= ¢(P,s) (VUE SL2(0))となる．さらにスペクトル展開の条件が満たされることも確認
できる．展開係数は UE {Um}m;:,-o U {E(・, i7)); 7) E賊｝，入＝ 1-厨（―△の固有値）に対し，

r(s -1/2 + μ/2)r(s -1/2 -μ/2) 
〈の(•,s),U〉= T D（訂，s)

r(2s) 

で与えられる．ここで D(U,s)はマースの量指標 L関数と呼ばれるものであり，以下の様に定義され
る．即上の定数関数と SL2(0)に関するカスプ関数全体の集合を Ao(SL2(0)¥ lHIりとおく．任意の
U E Ao(SL2(0)国） U{E(・, i7)); 7) E賊｝に対し，況(s)≫Oのとき

D(U,S） ＝こ贔畠s
TESL2(0)¥Lt 

と定める．ここでU(Y)= u(Y-1) (= U(Py-1))とおき，和の TはSL2(V)作用 T→[UJT= urtuの
代表系を渡り， E(T)＝じ{UE SL2(V); [U]T = T}はTの単数群の位数である． D(U,s)は況(s)> 2で絶
対収束し，そこで正則になる．詳細は Matthes-Mizuno(J.Math.Anal.Appl. 509 (2022))参照 D(U,s)
はヘッケの L関数と類似の役割を果たすこととなる．
マースの L関数をディリクレ級数表示すると

D(U,s) =48Lりり，
l;:,1 

如(l)= l―1 ど 竺信）
TESL2(0)¥Lふ4detT=l

を得る．（4detTは自然数なので，この値でくくるまた，如(l)= ba(l)を用いている．）以下に見るよう
に，このディリクレ級数は ro(4)のある実解析的モジュラー形式のメリン変換になる．負の番号 (l< 0) 
のフーリエ係数も自然に現れるため，如（l)の不定値類似物も準備しておく必要がある．

自然数 lENとUE Ao(S12(0) ¥ lHIりに対し，

如(-l)= (41r）ー1l-1 と！ U（P) der 
TESL2(0)\½ 4detT=-l J E(T）＼巧

とおく．ここでL2= { T = (7,;2 b~2) ; a, d E Z, b E 0}であり，T= (~ :), a, d E Z, b E炉， 4detT< 0 

に対しダTは

巧＝｛P= z + rj E lHI叫 a-b乏— bz+ d(I岨＋芦） ＝O} 

と定義され，また dcrはdsIHI3から誘導されるダTの面積要素，そして E(T)= {U E S12(0); [U]T = T} 
はTの単数群である．

カトック・サルナック型対応 (Matthes-Mizuno,Forum Math. 26 (2014)) 聟上の S12(0)に関する
任意のカスプ関数u(―△U= (1ー足）U)に対し，如（l)をフーリエ係数にもつ lHI2= {T = u+iv;v > O} 
上の実解析的なモジュラー形式Ju（重さー1,指標 X-4=(ユ),r。(4)に関するもの）が存在する．詳し
くは

Ju(:：二）＝い(d)~fu(T), (:c !) ESL紅），
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恥）＝ど如(l)W＿呼，告(41rlllv)e(lu).
吟lEZ

ここで e(x)= e21rix, Wa,f)(v)はWhittaker関数である．

上で見た実解析的なモジュラー形式Juから

を作ると

如（4r)= -2iど如(l)W_~-~(41rlllv)e(lu) 
2'2 O=/lEZ, 411 

i R Ju (-~) = 2如 (T/4)

が成り立つ．そこで況(s)≫ 0,符号を 6=+or t5＝ーとして付随するディリクレ級数を次で定める：

び(fu,s）＝ど悶l），び（!JU,s) = -2iど叩
6l21 6l21, 4|l 

スペクトル係数に現れたディリクレ級数との関係は D（訂，s)=48L+(J;訂,s)である．従って，スペクトル
係数を白上の実解析的モジュラー形式の保型性を利用して調べることができる．

関数等式と帯領域での評価 (Mi.iller,Monatsh.Math. 113 (1992)) Mullerの結果により， L土(Ju,s), 
L疇， S）は sの整関数として解析接続でき，次の関数等式を満たすことが分かる：

I戸(Ju,s) = 2i(1r/2)行（1/2+ μ/2 -s)r(l/2 -μ/2 -s) 

x (~sin 1r(s 干 1/2)正（囮—s) 十€（干1/2,µ/2)戸(gu,-s)).
7r 

また，任意の垂直帯領域Vを与えたとき，次を満たす (V,Uに依存する）定数M > 0, c > 0が存在する：

IL±(fu,s)I <:'. Mecl's(s)I, IL冨，s)I<:'. Mecl's(s)I (Vs EV). 

ここで E(a,p) =(「(a+1/2 + p)r(a + 1/2 -p)戸とした．

Phragmen-Lindeli:ifの定理を使いたいので，次を準備する．

補題 {Um}mENを田上のカスプ関数からなる正規直交系（ヘッケ作用素の同時固有関数から選んでお

く），—△如＝心如とし，如に対応する記上の実解析的モジュラー形式をfum とする．十分大きい
(]'≫ 0を固定する．このとき，次を満たす定数 M > 0, A>  0が存在する：

I庁Uu;;:,(]'+it) I <:'. M叫， VtE艮， VmEN.

証明の概要は次のとおりである． L±(f広―，び十it)の係数は， lENとして

に（l)＝l-1 と言：）
TESL2(0)¥Li, 4detT=l 

虹 (-l)= (47r）ー1l―lTESL2(0）＼ど4detT=-lL(T）＼ダT如 (P)dび

であった． Blomer-Harcos-Milicevic(Duke Math.J. 165 (2016))により， mENには依存しない定数

A> 0, C,。>0が存在して

sup IUm(P)I ~ C。入嘉
PESL2(0)¥JHI3 
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従って補題の証明は定数関数 1の場合に帰着する．そのうえ

補題（a) 任意の€＞ 0 に対し，

TESL叩）＼ど det(2T)-lふ＝喜（：XK(d)dl _:XK(l/d)d 1) = 0€(l1十€）
(b) 任意の€＞ 0に対し，

とJあ＝OE(z2+e).
TESL2(0)\½ det(2T)=-l J E(T）＼巧

(a)はMizuno(J.Number Theory. 128 (2008))にある．（b)の証明は不定値ジーゲル・ゼータを利用
する（サイズ 4,符号（1,3)).大雑把に言えば

J do至表現の体積，
E(T）＼巧

ど（ と ！E(T)＼ダTdび）「三不定値二次形式のゼータ関数．
12'.1 ¥TESL2(0)¥L2, det(2T)=-l 

従ってジーゲル・ゼータの収束性 (Siegel,Math.Z. 43 (1983), Sato, Tohoku Math.J. 35 (1983))から補
題が従う．

じ(fu;;;,S)の関数等式(―△Um＝心Umなら―△u;;;＝入mUmに注意）と上の補題， Stirling公式お
よび Phragmen-Lindeli:ifの定理により各垂直帯領域での評価が得られる．結果として次も従う．

命題任意のコンパクト集合 KcCに対し，次を満たす定数 M'>0, A'> 0が存在する：

IじUu;;;,s)I::::; M'入岱， Vs EK, ¥/m EN. 

カスプ関数からの寄与 部分和の方法を利用する．複素数列 a:N→Cとび級の関数g:［ふ叫→C,
および非減少な実数列｛入m}匹 1（入1::::;入2::::;入3::::;...→ oo)に対して

どa(m)g（心） ＝ (~~:(m)) g(x)-£: c~:(m)) g'(t) dt 

が成り立つ（松本先生の本， 33頁，補題3.1).命題と Weyl型の漸近公式 Blomer-Harcos-Milicevic評価，
Stirling公式など援用して，カスプ関数からの寄与である

00 

こ〈¢(・,s），止〉如(P),
m=l 

r(s -1/2 + μ/2)r(s -1/2 -μ/2) 
〈¢(・,s),U〉=T r(2s）心（f訂's)

は，各項の王則領域の共通部分に含まれるコンパクト集合上で絶対一様収束することが分かり，この級数

はその領域で正則である．（各項の極の和集合は集積点をもたない．）

アイゼンシュタイン級数からの寄与 の(P,s + 1/2)へのアイゼンシュタイン級数からの寄与は

00 

J(P,s) = 1伯(・,s + 1/2), E(・, i77)〉E(P,i77) d77 
-00 
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であった．

• E(P,u)の極は {uE CC;-1 <況（u)< 0, (<lJl(i)(l + u) = O} U {1}に含まれる．
•ヨC > 0 s.t. 

IE(P,u)|三計＋況(u)+ l~lrl遣(U) +C(|u| + 1)4 
u-1 浮(u)+2

(¥/z EC, ¥/r = r(P) > 0, Vu E (C ¥ {1},扮（u)2 0), 
およびく(s),L(s,x)のよく知られた評価を利用することになる．

命題積分J(P,s)は況(s)> 1で絶対収束し，そこで正則になる．そのうえJ(P,s)は全複素平面に有理
型に解析接続できる．

証明の概略スペクトル係数は

〈¢(・,s), E(・, irJ)〉=T「(s-l/2 +t嗜塁― l/2-in/2) と嘉塁＇e：昇
TES恥 (O)¥Li

であった． Mizuno(J.Number Theory. 128 (2008))を利用すれば((s),L(s,X-4)で表示できる．見やす
いように “S→s + 1/2"として

〈¢(・,s + 1/2), E(-, ir1)〉

=7r 
r(s + irJ/2)r(s -irJ/2) 4s+iri/2く(-irJ)

r(2s + 1) L(l -irJ, X-4) 

x(c(s+塁） Lし―塁，X-4)-L (s +塁，X-4)((s一塁））

従って
00 

J(s,P)= 1伸(・,s + 1/2), E(・, irJ)〉E(P,irJ)d'f/ = ~ (J+(P,s)-J―(P,s)). 
-OO r(2s+ 1) 

但し

J+ (P, s) = [:  r (s +塁） rし―塁） 1］:/2t:〔―x:'f)~((s+ 塁） Lし―塁，X-4)E(P, i'f)) d'f/, 
とおいた．J-(P,s)の定義も同様である．変数変換 (z= i'f))して

沢(P,s)=il況(z)=Or (s + ~) r (s -~) ~((s + ~) L (s -~'x-4) E(P, z) dz. 

この積分J+(P,s)の解析接続にはElstrodt-Grunewald-Mennicke(1998)の教科書 282頁， Proposition
4.5の証明（双曲距離関数から定まるポアンカレ級数を解析接続する方法）が適用できる．もうひとつの
積分J―(P,s)も同様である．

定数関数u。(P)= 7r／｛元｀｀五からの寄与 Mizuno（同上 (2008))による

ど €(T)(]et T)s ＝責（((s-l)L(s, X-4) -L(s -l, X-4K(s)) 
TESL2(0)¥Lt 

を使えば，スペクトル展開におけるこの部分も全 s平面に有理型に解析接続できている．

以上を併せて主定理が得られる． 口
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