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1 学習とランダムカ学系

ニューラルネットワークをパラメトリックモデルとみなした最小二乗法は，典型

的な機械学習論のスキームであり，最適化アルゴリズムとしては，最も単純な勾配

降下法がしばしば用いられるいま 0= (w1,W2,...）をニューラルネットワーク

のパラメーター， xを確率変数で表現される入カデータ，多層パーセプトロン1を

f(x;0)，ターゲット関数をT(x)，損失関数をl(x;0)= llf(x;0)-T(x)ll2で与える．

時刻tで入力される S個のデータを｛叩(t)h=1,...,sとすると，学習率nの勾配降下法

(gradient descent)は以下で与えられる；

1 
s 

0(t + 1) = 0 (t)―唸区叩（凸(t);0(t)). 
i=l 

(1) 

Sが有限の場合，（1)は確率的ダイナミクスとなり，確率的勾配降下法 (stochastic

gradient descent)とよばれる．
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1入力層，中間層，出力層からなるフィードフォワード型ニューラルネットワーク [1].
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S→ooの極限で平均損失Ex[l(x;0(t)］が存在する場合，（1）は

0(t + 1) = 0 (t) -ryV 0E』(x;0(t))], (2) 

で与えられる 0の決定論力学系となる．このS→00の極限で与えられる勾配降下
法は決定論的勾配降下法とよばれる．一方S→1の極限で(1)は人カデータを逐
次処理するアルゴリズムとなり，オンライン学習のモデルとなるこのとき（1)は

0(t +I)= 0 (t) -77▽ol(x(t); 0(t)). (3) 

という，確率変数xと決定論変数0からなるランダムカ学系となる乞

多層パーセプトロンは，中間層の素子数が十分大きい極限で関数近似万能性を

持つ［2].最もよく研究されている多層パーセプトロンは単一の中間層を持つ 3層

パーセプトロンである図本論文では力学系理論的視点から 3層パーセプトロンに

おける確率的勾配降下法のダイナミクスを考察する．確率的ダイナミクスに対す

るフォッカー•プランク方程式によるアプローチ [4, 5]とは対照的に，ランダムカ学

系に基づくアプローチによって，学習ダイナミクスのパスワイズな構造，ランダム

アトラクターの安定性，確率分岐などが議論できる．

2 勾配消失と過学習

多層パーセプトロンの勾配降下法については，準安定状態である局所最適解への

トラップ，という問題以外に，典型的かつより非自明な問題が二つあげられる．

1.勾配消失：学習過程で勾配が 0に近くなり，長時間の停滞が生じる現象

一般に多層パーセプトロンのパラメータが縮退した特異領域により勾配消失

(vanishing gradient)が生じ，学習が停滞する [6]．損失関数を時間の関数とし

て描いた学習曲線に停滞による平坦な部分（プラトー）が生じることから，プ

ラトー現象とよばれる4．この特異領域はアトラクター上に測度0で反発的な

2決定論的勾配降下法(2)は確率論的勾配降下法(3)のxに対する平均化ダイナミクスである．
3階層数の多い多層パーセプトロンをディープネットワークとよび，ディープネットワークに基

づく学習をディープラーニングとよぶ [3]．様々な実問題に対してディープラーニングが高性能を

示すことが近年認識されているが，そのメカニズムはよくわかっていない． 5階層程度の機械学習

系でもディープラーニングとよばれることがある．

4このプラトーはポテンシャル中の平坦領域とは必ずしも対応しないことに注意．
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点をもつという意味で，ミルナー型吸引領域である [7,8]．典型的には中間層

の複数のパラメーターが同期し，学習系の有効自由度が減少して勾配が0に

近くなる，この停滞状態から脱出し，再び学習を進行させるためには学習系

の有効自由度を上げる必要がある．

2.過学習：入カデータに過剰適合した汎用性のない関数が学習される現象

一般にニューラルネットワークの関数近似能力を活かすためには，ある程度

の数のパラメーターが必要であるしかし逆に多すぎるパラメーターを使っ

て関数を表現しようとすると過学習(overfitting)が生じる [6]．例えば極端な

場合，データ点をすべて補完する関数，つまり入出力関係の完全な対応表を

作ってしまい，汎化に失敗するこの過学習状態から回復するためには学習

系の有効自由度を下げる必要がある

この二つの間題を力学系的視点から分析するのが本研究の目標である．

3 Fukumizu-Amariモデルにおける雑音誘起縮退現象

中間層に 2つのニューロンを持つ3層パーセプトロン（図 1参照）がプラトー現

象を示すことがわかっている [8]．このミニマルモデルを Fukumizu-Amariモデル

とよぶ．

x
 

y
 

図 1：中間層に 2つのニューロンを持つ3層パーセプトロン： ノードは活性化関数

tanh（・）．エッジはパラメーター0= (w1,W2,Vぃ巧）による線形軍ね合わせを表す．

出力yは入力xとパラメーター 0の関数f(x;0)で与えられる．

同じ学習系でのオンライン学習を考えよう．モデルは以下で与えられる [9].
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0(t + 1) 0(t) -77▽0l(x(t); 0(t)), (t = 1, 2,...), (4) 

0 = (w1,W2,Vぃ四） ER4, (5) 
1 

l(x;0) = ;(f(x;0)-T(x))2, 
2 

(6) 

f(x; 0) = v1 tanh(w1x) + v2 tanh(w2x). (7) 

xはN(O，庄）に従うとし，ターゲット関数T(x)は以下で与える；

T(x) = 2tanh(x) -tanh(4x). (8) 

このモデルで損失関数l(x;0)を最小化する f(x;〇＊)は以下の〇＊で与えられる；

〇＊ ＝（1,4,2,-1), (-1,4,-2,-1), (1,-4,2,1), (-1,-4,-2,1), 

(4,1,-1,2), (4,-1,-1,-2), (-4,1,1,2), (-4,-1,1,-2). (9) 

図2はこのランダムカ学系のダイナミクスがプルバック・アトラクターに収束

していく過程（有限時間プルバック・アトラクター [10])をプルバック時間 T = 

1000,10000, 30000,100000について図示したものである．入カデータ xのゆらぎぴ

が大きいとき学習ダイナミクスの停滞が点線円内にみられる．詳細な安定性解析

は[9]を参照．プラトー現象は， S→ooの決定論勾配降下法より， S→1のオンラ
イン学習系の方がむしろ強化されることがわかったこのことは平均エスケープ時

間の計測により観察できる．ゆらぎ庄が小さいと停滞領域からのエスケープ時間

は大きいが，ゆらぎが大きくなるにつれて停滞から脱出しやすくなり，エスケープ

時間が小さくなる．ところがオンライン学習では C52'.:::'.0.07以上にゆらぎを大きく

していくと，エスケープ時間が再び大きくなっていく（図3参照）．エスケープ時間

を最小化する「最適な」ゆらぎサイズは”c:::0.07である．
この停滞の強化は，ノイズ同期 [11,12]に近いメカニズムにより，特異領域に直

行する方向のリアプノフ指数が負になるために生じる．この現象は決定論的勾配降

下法，あるいは確率的勾配降下法を決定論勾配系＋加法ガウスノイズで近似した系

ではとらえることができないエスケープダイナミクスであり，ランダムカ学系理論

的視点で分析して，はじめてその存在が明らかになったものであるこのようなオ

ンライン学習に固有の現象を，雑音誘起縮退現象 (noise-induceddegeneration)と
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図 2：有限時間プルバック・アトラクター： 学習率を TJ= 0.1とし，庄＝ 0.1,1.0 

の場合について，プルバック時間 T = 1000, 10000, 30000, 100000での軌道束を図

示した赤点が(w1，吟），青点が(v1心），灰点が最適解〇＊を表す．縮退部分空間

叫＝ W2,功＝ V2は対角線で表示されている数値実験では典型的なノイズ系列

{x(t)｝を固定し， 1炉個の初期値0(0)E [-1, lドから出発した軌道をすべて重ね書

きして観察する． 6 ＝1.0のとき，学習ダイナミクスの停滞が点線円内にみられる．
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図 3:平均エスケープ時間とゆらぎ： 0(0) E [-1, 1ドから出発した軌道が閉領域

[-2,2ドから脱出するエスケープ時間戸の平均をゆらぎサイズ庄の関数として

log-logプロットで表示したその他のモデルパラメーターは図2と同じである．

入力ゆらぎ庄を大きくするとエスケープ時間戸が大きくなることがみてとれる．

エスケープ時間を最小化するゆらぎサイズは u2'.::::'.0.07. 
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図 4：勾配消失，過学習と学習系の有効自由度の関係：外力により有効自由度の増

減が生じ，有効自由度が低すぎると勾配消失，高すぎると過学習が生じる．外力に

応じた 0の部分同期状態が多層パーセプトロンの学習を支えている．
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よぶ多層パーセプトロンの対称性と 0の状態空間の階層性より，この現象の普遍

性が示唆される [9].

一般の，より大きなネットワークもこの2素子3階層のパーセプトロンをモジュー

ルとして含むので，上記の性質を持つ停滞領域が状態空間内に階層的に存在してい

るこれが多層パーセプトロンの学習ダイナミクスの特徴である．このような結合

力学系に非自励的外力を加える（データを入力する）と，状況と文脈に応じて有効

自由度の増減が生じ，有効自由度が低すぎると勾配消失，高すぎると過学習が生じ

る（図4参照）．汎化にはある程度のネットワークの縮退が必要なので，外力に応じ

た0の「適度な」部分同期状態が多層パーセプトロンの学習を支えている，といっ

てもよいだろう．

4 結び

近年複数の分野で非自励力学系，ランダムカ学系の理論の重要性が認識されてい

る．本稿で議論した機械学習論の勾配消失問題のような古典的問題も，非線形確率

現象とみなして解析できることがわかってきた．ランダムカ学系で生じる様々な複

雑現象を理解するには，既存の力学系理論・エルゴード理論の概念を外挿するだけ

ではなく，新しい数学的・物理的な概念を構築していくことが必要である．
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