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l はじめに

揺らぎを含む物理現象の時間発展は確率微分方程式で記述される.確率積分が厳密に定式

化され,確率微分方程式の基礎付けがなされたのは1940年代のことであり,伊藤理論として

広く知られているが,半世紀を経た今日では,より無限次元解析としての色彩が強まりなが

ら様々に発展している.それらは,包括的に ｢確率解析｣と呼ばれているが,そこでは,ラン

ダム性を無限自由度に言い換え,確率的な対象を無限次元的な対象に変換して議論がなされ

る.この観点に立つことで,超関数論などの関数解析的手法が導入され易くなり,理論が大き

く発展するのである.無限次元解析は,理論構成上の自由度も大きく,何を礎とするかによっ

て様々な流儀がある.なかでもMalliavin解析 [32]やホワイ トノイズ(飛田)解析 [16日27],
【331は,特色ある理論体系として著名である.

ホワイ トノイズ解析は,ホワイ トノイズを独立な確率変数の時系列として取り出し,それ

を ｢素過程｣と位置づける理論である点が極めて特徴的である.Schwartzの超関数論によっ

て,それまでは意味が暖味であった Diracのデルタ関数が正当化され,計算ルールが厳密に

与えられたように,ホワイ トノイズに厳密な定式化が与えられ,文献に散見される ｢形式的｣

計算(通常の微積分と同様な計算)が,ホワイ トノイズ解析の枠組みで理解されるようになる･

多くの場合,形式的計算を結果的に正しいと認めることになっても,ホワイトノイズ解析が理

論として意味を失うものではない.'schwartz超関数論が,結局は,デルタ関数などの形式的

計算を追認することになっても,Schwartz超関数論が不要にはならないのと同じである,

ホワイトノイズ解析は,当初,伊藤解析の拡張としてスター トした 【15]ため,対象は ｢古

典｣確率論の範境を出るものではなかった.一方,量子確率解析は,その創始 t21]の頃から,

量子物理の問題意識からであろうが,ヒルベル ト空間論から離れずに発展してきたという経

緯がある.その両者のアイデアを融合して,さらなる展開を目指す試みは,ホワイ トノイズ

作用素論 [33]の一応の完成とともに,1992年ころから開始したが,目下の状況は発展の好機

を思わせる.本誌上においても,ホワイ トノイズ解析の基礎理論とともに,ホワイ トノイズ

による量子確率積分,量子確率過程のホワイ トノイズによる表示,量子確率微分方程式とホ

ワイ トノイズ方程式の関連などについて報告してきた [35],岡 ,【39]･本論文では,高次の
ホワイ トノイズ(ホワイ トノイズの非線形関数)をノイズ項として含む量子確率微分方程式

を, ｢正規積ホワイ トノイズ微分方程式｣として定式化し,解の一意存在を論じる.その際,

Cochran-Kuo-Sengupta[14】による一般的な枠組みが有用である.実際,これまでに,空間を

拡張して解の存在を保証するという形の定理(超関数的な解の存在)については十分論じてき

た[40],[41日43日44]ので,本論文では,解がいつ Fock空間の(非有界)作用素になるか(超
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関数解の正則性)について,最新の結果[13]に基づいて報告しよう.我々のアプローチは,多
方面から興味を持たれている確率解析の非線形拡張問題に直接関連してゆくものとしても期

待できる.下図は,われわれのアプローチを模式的に表したものである.

古典確率解析 量子確率解析

≡ + = 二 二

記号 位相線形空間 X,V に対して,Xからg-の連続線形作用素の全体をL:(X,g)で記

す.常に有界集合上の一様収束位相を考えるあわせる.Xが実ベク トル空間であるとき,そ

の複素化を王Cで表す.

2 量子確率微分方程式から正規積ホワイトノイズ方程式へ

伊藤型量子確率微分方程式

dX-(LldA+L2dA+L3dA'+L4dt)X, X -∫, (2.1)

を考えよう･ここで tAt),(At),(Al打 は,それぞれ個数過程,消滅過程,生成過程と呼ばれる,

基本的な量子確率過程であり,ホワイ トノイズ表示を用いれば,それぞれ

Al-fta;asds, At-J,'tasds, Al*-Lta:ds, (2･2)

と表される(ホワイ トノイズによる定式化は後述).一般には,Liは適合量子確率過程である

が,ここでは定数と考えておいて差し支えない.(典型的には,Li-Lt(S)㊧Iの形をもつ.こ
こで,Li(S)はシステム･ヒルベル ト空間上の作用素であり,IはI,(L2(R))上の恒等作用素で
ある.)定義として(2.1)は領分方程式

Xi-I+ (LIXsdAs+L2XsdAs+L3XsdAs'+L4Xsds) (2･3)
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の簡略形であり,この積分は伊藤型量子確率積分を意味する.さらに,方程式(2.3)は,指数ベ

クトルに関する行列要素(これを作用素シンボルという)に対する方程式に書き直せば,

《X擁,4,刀))- 《4,i,4,り)+/Et(《LIXsdAs4,i,¢り))+《L2XsdAs4㌧,¢り》

+((L3XsdA;宛,¢り))+《L4Xsds¢E,4･り))

となり,係数の適合性とdA等の定義によって,

くくX擁,4,7))- くく4,i,4,～))+辛

) (2･4)

i(S)17(S)《LIXs4,i,¢｡》+E(S)くくL2Xs4･E,¢n))

･7(S)((L3Xsb諭 ))+((L4XsQE,bn》)ds (2･5)

のように変形される.これに対して解の一意存在や付随する量子伊藤公式などを議論したのが,

Hudson-Parthasarathy[21]であった(なお,[30日46]も参照のこと).ここで,as4･E-E(S)¢E
であることを用いれば,(2.5)の積分は,

ft(くくLIXsasQE,as¢n),･《L2Xsas… 》+((L3XsbE,asPq))･《L4XsbE,bq》)ds

-Lt(((Llas･xsas¢諭 ))･くくL2Xsas¢諭 》.((L･3as･xsb諭 》+((L4X舶 》)ds
に等しくなる･したがって,(2.5)から作用素の部分だけを取り出せば,

Xi-I+/-～
となり,さらにtで微分すれば,

dXl
dt

(Lla:Xsas+L2Xsas+L3as*Xs+L4Xs)ds

-Lla;Xtat+L2Xtal+L3a;Xl+L4Xl, X

(2.6)

-I, (2.7)

となる･最後に,場の理論で使われる正規積(Wick積)を用いて書き直す.Wick積を◇で表
せば,

as◇at-asat,as*◇at-as*at,as◇a;-ai*as,as*◇al*-a;ai*･
また,一般の作用素Xに対しては,

(a;1･･･as*latl-･atm)◇X-a;1-･as*,Xatl･-aim

なる性質を持つ.したがって,(2.7)はWick積に関する線形方程式

(Llal*at+L2at+L3al*+L4)◇Xl, X-I, (2.8)

に帰着される･こうして,量子確率微分方程式(2.1)は,単純な線形方程式(2.8)と同値となる.
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ただし,式変形のうち,最初のもの(これは定義)を除けば,このままでは,意味不明な点が

多い.例えば,atや at*があからさまな形で現れてくるが,Fock空間に固執していたのでは,

作用素として捉えきれない.仮に捉えられたとしても,次に,そのような拡張された意味合い

での作用素に対して,Wick積が定義されなければ,方程式(2.8)は意味を失ってしまう･さら

に,そのような定式化の下で,作用素と作用素シンボルには一対一対応が存在するのか?も疑

問である.ホワイ トノイズ解析は,これらの要求をすべて満足し,上記の計算は全く正当化さ

れるのである.

ところで,単純な線形方程式 (2.8)は,量子確率微分方程式 (2.1)を本質的に拡張する鍵と

なる.まず,(2.8)において,係数は生成 ･消滅作用素に関して高々1次の項しか含んでいない

ことに注意しよう.このような特殊なものに限定する積極的理由は,(少なくとも数学として

の立場で言えば)見あたらない.むしろ,tL+Ltを任意の作用素値写像 (連続性くらいは仮定

する)とし,

箸 -Lt◇Xt, X -∫, (2.9)

を考えるのが理論構成上も自然である.本論文では,(2.9)について解の存在 ･一意性を論じ
て行くことになる.ここで注意してほしいことは,(2.9)は,単純な線形方程式ではあるが,量
子確率微分方程式の言葉で言えば,ホワイ トノイズの高次巾(つまりホワイ トノイズの非線形

拡張)をノイズ項として含むものに相当するから,すでに伊藤理論の枠を踏み出していること

である.そのようなノイズが自然界にあるかどうかは,大いに議論の余地があるが,ある種の

物理モデルのスケーリング極限の方法で導出される可能性がある(Volovich)ので,数学理論
の興味からだけでなく,何らかの応用上の広がりが期待される.

ついでに述べておけば,方程式(2.9)は(Wick積に関する)非線形方程式-と拡張され,少
なくとも形式的には見通 しが良さそうである.これは,量子確率微分方程式の非線形理論を

示唆するものと期待されるが,この問題に関しては,別の機会に論ずることにする.

3 荷重つきfbck空間

H を任意のヒルベル ト空間とし,その n重対称テンソル積を H壷nで表そう.ノルムは,共

通の記号 日 を用いる.正数列 α-(α(n))nu=Oが与えられているとき,

Tck(H)

とおくと,Ta(H)は,

～(fn)･,fn∈H呑n,∑ n!α(n)lfnL2<
& ,a(n,.fnL2<-〉

00
日射 2-∑n!α(n)unl2, ¢～ (fn),n=0

(3･1)

をノルムとするヒルベル ト空間になる･これを (α(n))を荷重とする荷重付きFock空間と

呼ぶことにする.ふつうの (Bosom)Fock空間は,α(n)-1の場合である.1

1そうすると,(3･1)の右辺にn!が残るが,これは我々の流儀である([33】など).物理学の文献では,n!をつ
けないが,理論的に本質的な違いは生じない.ただし,あとで導入する生成 ･消滅作用素や指数ベクト/レの定義
などが定数倍の変更を受ける.
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正数列の間に大小関係 < を導入しておくと便利である.2つの正数列 α-(α(n)),β-

(β(n))に対して,

ある正数 C>0が存在してβ(n)≦Cα(n) ⇔ β<α

と定義する.β<αならば,自然な埋め込み写像 Ta(H)リIle(H)が定義され,連続かつ桐
密な像空間をもつ.特に,1<αならば㍍(H)→ Il(H)･
なお,ここで導入した荷重付きFock空間は,相互作用Fock空間(【29]及びその引用文献を

見よ)の特別なものとみなせる.

4 ホワイトノイズ超関数論

量子系に付随して現れる作用素は,ヒルベル ト空間上の(しばしば非有界)作用素として研

究するのが本流であるが,一方で,非有界作用素の取り扱いを容易にし,新たな観点を発掘す

るために,Gelfandの三つ組を導入することも多くの文脈で試みられてきた(【6日7日48】な

ど).ホワイ トノイズ超関数論は,まさに,Fock空間上の(非有界)作用素に対して同じ精神で
対処することになる.

本来,ホワイ トノイズ超関数論は,古典ホワイ トノイズ(ブラウン運動の時間微分)を時

間パラメータ tをもつ確率過程として実現するための数学的枠組みとして提案された【15]･

(S′(A),p)を標準的なガウス空間とする.ブラウン運動は,L2(sI(A),p)に属する関数

Bt(I)-(I,1lo,t]), x,∈S'(A), i≧0,

として定義され,(BtIはガウス型確率過程となる･これを時間微分すると,

wl(I)-孟BJx)-(I,6t)

となるため,L2(S'(A),p)の範囲では意味を失う.そこで,L2(sl(A),FL)を拡張して,Wtをと
らえ直すことを考えることにする.空間を拡張する方法として,桐密かつ連続に埋め込まれ

た部分空間W ⊂L2(S/(A),p)をとって,共役空間を考えると,ヒルベル ト空間L2(S'(A),p)
は自己双対的であるから,

W ⊂L2(S'(A),p)⊂W*

を得る.ここでW*×W 上の標準双線形形式は,ヒルベルト空間L2(S'(A),p)のそれを拡張

したものになる.実際,W を上手に取れば,tLiBi∈W*が微分可能になり,tL+ Wt∈W*
が連続写像として実現される.

W の構成法として,現在のところ最も一般的な枠組みは,Cochran-Kuo-Sengupta[14]に
よって導入された.これは,後で議論するように,量子確率微分方程式の解を捕らえるのに都

合の良い空間を提供する･正数列 (α(n))nco=OがCKS条件をみたすとは,

(Al)α(0)-1かつ トくα;

(A2)対応する母関数Gα(i)-皇誓tnの収- 径は無限大である;㍑=0
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(A3)巾級数

aa(i)-真土㌍品〈皇n,S等)
は正の収束半径をもつ;

の3条件がみたされるときにいう.

S(A)をSchwartz空間とすれば,その双対空間S'(A)は緩増加超関数の空間である･この
とき,自然にGelfandtriple

E≡S(A)⊂H≡L2(R,di)⊂S'(R)≡F (4･1)

が得られる.空間S(A)が微分作用素 A-1+t2-d2/dt2を用いて構成されることを注意し
ておこう.つまり,p∈Rに対して,ノルムを

L引p-lAP引o≡lAPEL2(A) E∈E,

で定義すると,L引 p< ∞ をみたす Eの全体Epはヒルベル ト空間となり,

S(A)-projlimEp-nEp
p≧0

が(位相を込めて)成り立つ.さて,

Ta(E)-projlimTa(Ep)
P-}∞

とおくと,Fct(E)は核型空間になり,その位相はノルム族:

00
114日芸,+-∑n!α(n)Jfnl芸, ¢ ～ (fn), p≧ 0,n=0

によって定まる.よく知られた議論によって,

Ta(E)*望indlimTa-1(E-p)P-+00
が成り立つ.ここで,Ta(E)*は,いつもどおり強双対位相を考えており,空は位相も込めた

同型を意味する.最後に,複素化して,Gelfandの三つ組

W ≡ Ta(Ec)⊂Il(Hc)⊂Ta(Ec)*≡ W* (4･2)

を得る･これをCKS空間と呼ぶ.W*×W 上の標準的な複素双線形形式を《･,･》で表す.こ

のとき, (X)
くく¢湖)-∑n!(Fn,fn), ¢～(Fn)∈W , ¢～(fn)∈W, (4･3)n=0

が成り立つ.
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CKS条件をみたす くα(n))のうち,後で必要になるものを述べておこう･まず,α(n)-1

はCKS条件をみたすが,これに対応するホワイ トノイズ三つ組は,Hida-KuboITakenaka空

間 [26]と呼ばれ W-(E)で表す.次に,0≦β<1を定数として,α(n)-(n!)βに対応する
ものはKondratievIStreit空間 [23]と呼ばれ,W -(E)βで表す.最後に,母関数

k-times

GB｡11(k)(i)-
exp(exp(-(expi)･･･))
exp(exp(-(expo)-)) 至 等 tn,n=0

(4.4)

で定義されるk階級 Bell数列(Bk(n))に対応する空間をWBell(k)で表す･

5 ホワイ トノイズ作用素論

各点ごとの消滅作用素 alは,定義域を制限することで,Fock空間上の桐密な定義域をもつ

非有界作用素となるが,その共役作用素である生成作用素 at*は,同一の Fock空間上の作用

素として定式化できない.(非有界作用素に対する共役作用素の定義に従えば,at*の定義域は
(0)となる.)この困難を避けるため,多くの場合は,適当なテス ト関数 f(i)と積分して t､を
ぼかすことである.我々は,このようなアプローチを採用しない.CKS空間で考えれば,tを

ぼかすことなく,at,a;がL:(W,W)に属する作用素として定式化される･
今後は,(α(n))は次の条件:

(A4)適当な定数 Cl>0が存在してα(m)α(n)≦Clm+nα(m+n)が成り立つ;

(A6)(α(n))は非減少,つまり,α(0)≦α(1)≦α(2)≦･･･

もみたしているものと仮定する･(番号付けは,【13],【42】などによる)このとき,

定 理 5･1at∈L:(W,W)かつt巾at∈L:(W,W)は C∞一級写像である.したがって,a言∈
i:(W*,W')かつiL-->at∈i:(W*,W*)はC∞一級写像である.

次に,積分核作用素を導入するために,まず,テンソル積の縮約について思い出そう.Fc∈

(Ec@(l'm))*とf∈Ec@(n'm)に対して(右 m-)縮約が

K⑳-f-痛 くK,e(j,⑳e(i),〈f,e(k,⑳e(i),)e(j)⑳e(k) (5･1)

によって定義される.ただし,

e(i)-eil@･･･@ eim,e(j)-ejl@･･･@ ejl, e(k)- ekl@･.･@ ekn,

であり,これらはそれぞれHc@m,Hc@l,Hc@nの完全正規直交基底を与える･任意の fCl,m ∈
(Ec@(l'm))*に対して,

=l,m(ftl,m)¢～(n+m)!n! FCl,m ㊧mfn十m
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によって,=l,m(Kl,m)の作用を定義する.任意の Kl,m∈(Ec@(l'm))*に対して =l,m(Kl,m)∈

i:(W,W )となることが証明される･積分核として滑らかな関数はもとより,超関数をとる

ことも可能であることが,ホワイ トノイズ作用素論で本質的に重要である.

さて,=∈L:(W,W*)に対して

=(E,77)-《=(毎 4,り)), E,77∈Ec,

で定義される関数 含:EcxEcぅCを =のシンボル (指数ベクトルに対する行列成分)と
いう.指数ベクトルは W の中で桐密部分空間を張るので,連続作用素は,シンボルによって

一意的に定まることになる.さらに,次の特徴付け定理は基本的である.

定 理 5.2[12】関数 0:EcxEclCがある作用素=∈L:(W,W*)のシンボルであるため
の必要十分条件は,

(01)任意の E,El,71,r71∈Ecに対して(I,W)Lie(～re+El,Wr7+711)が,2変数複素関数とし
て,全平面で正則である.

(02)適当な定数K≧0,p≧0をとって

l6)(E,･n)l2≦KG｡(lfIZ)G｡(那 ), E,77∈Ec･

の評価をもつ.

定 理 5･3W ⊂L2(E*,p)⊂W を条件 (Al上(A5)をみたす くα(n))に付随するCKS空間

とする･このとき,任意の =∈i:(W,W)に対して,核超関数の族 Kl,m ∈(Ec@(l'm))S･ym(I,m)
が一意的に存在して 00

=-∑=l,帆(Kl,m),～,m-0
と表示される.無限級数(5.3)は,i:(W,W*)の位相で収束する.

(5･3)

L:(W,W*)に属する作用素は,Fock空間の立場から見れば,通常の作用素とは限らず,超
関数的な対象である.そこで,次は,I:(W,Il(Hc))について基本的な結果を述べておく.証
明は,新しいノルム

回 12,m ;p,q-∑腐 e(j)⑳ e (i))l2le(j) tZfe(i) ほ , FC∈(Ec@(l'm))*, (5･4)

ij

による作用素の評価などを用いる[13].

補 題 5.4FC∈(Ec@(L'm))*に対して,次の4条件は同値である‥

(i)FC∈Hgl⑳(Ec@m)*;
(ii)fC㊨m∈i:(Ec@m,Hc@l);

(iii)適当なp≧Oが存在して回 Ip"0,IP<∞;
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(iv)適当なp≧0,C≧0が存在して1(a,9⑫f)l≦C回 ｡Iflpが任意の9∈Hc@l,f∈Ec@m
に対して成り立つ.

Schwartz-Grothendieckの核定理によって,位相同型

(Ec@(l'm))*望L:(Ec@m,(Ec@l)辛)

が成り立つ.FC∈(Ec@(l'm))*に対応する作用素は,Kによる縮約作用素 K㊤mである･(i),(ii)
の同値性はこれに基づく.

定 理 5･5Fc∈(Ec@(l'm))*に対して,次の2条件は同値である‥

(i)=t,m(Jt)∈I:(W,T(Hc));

(ii)Fc∈Hc@l㊨(Ec@m)*.

そのときは,任意のp≧0,q>_0で回 れ ｡,_p<∞,P+q>0を満たすものに対して,

ll=lp(a)bll｡≦JV (p'q)/2(llmm)1/2D三/2DT/2回 棚 ,_冊 Hp.q,., ¢∈W･ (5･5)

ここで,e>0,e'>0はE+E′-P+qをみたすように選ばれている.また,定数 Dsは,

Ds-
p-S

-2selogp'
β>0,m≧0,

で定義される.

6 積分核作用素の Wick指数関数

Fc∈(Ec@(ll'ml))*,A∈(Ec@(12十m2))*を積分核とする2つの積分核作用素=ll,ml(a),=l,p2(A)
に対して

=ll,ml(Fc)◇=l2,m2(A)-=ll+12,ml+m2(rco入),
と定義する.ただし,K｡入∈(Ec@(ll'l2+ml+m2))*は,

Fc｡入(sl,･-,Sll+l2,tl,･-,tml+m2)

-fC㊧ 入(sl,･･･,Sll,tl,･･･,imユ,all+1,･-,Sll+l2,tml+1,･･･,tml十m｡)･

によって定義される.積分核作用素の有限和で表される作用素の全体をL:ffで記す.

補 題 6.1=∈L:ffとして
k
=-∑=t"mt(Kl"mi), Kli,mi∈(Ec@(li'mt))*EE:il

と表示しておく.このとき,

=◇n - ∑
rl+･･.+rk=n

n!

r l!･･･r k!=l(rl,-･,rk),m(,1,日･,,A)(KIOlr,lml｡･･･｡FCIOkr,kmk)･

ただし,I(rl,･･･,rk)-llrl+･･･+lkrk,m(rl,-･,rk)-mlrl十･･･+mkrkである.
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証明は容易である.さて,£1fによって,生成作用素を高々1個しか含まない積分核作用素

の有限和で表せる作用素の全体とする.したがって,三∈㌫fならば,

k

=-∑=Ll,ml(Kl"mt), 0≦ lt≦1, mi≧0･
乞=1

のように表示されることになる.

(6.1)

定 理 6･2任意の=∈i:lfに対して,Wick指数関数 wexp=はL:(WB｡11(2),T(Hc))で収束す

る･但し,WB｡11(2)は2階級 Bell数列に付随するCKS空間である･

証 明 以下では,W - W Bell(2)と書く･また,= は (6･1)で与えられているものとする･

まず,定数 p≧Oを,すべての iに対して IKli,miJli,mi;.,_P < ∞ となるように選ぶ･さらに,
r≧O,q≧OをCIP2r≦1かつ p+q>0であるように選ぶ.主張のためには,作用素のノ
ノレム

LJl=Mp,0-sup(ll=4,H.;¢∈W,IL4肱+≦1), =∈L(W,T(Hc)), p≧0,

を用いて,

主よ"=◇nMp.q.,,0<-,n=0
を示せば十分である.補題 6.1を用いた計算によって,

lll= ◇nlLIp.q.,,0≦ ∑
rl+･･･+rk-n

n!

rl!･･･rk!

(6･2)

k

Kl(,1,･･･,,A),m(,1,-･,,加 ′∩IKll,mllTii,m"0,_p, (6･3)
Fl≠il

を得る.ただし,e>0,e'>0,E+EI-p+qかつ

Kl･-;亡,亡′- J7p-(e･e/,/2(蒜 )1′2D!/2DeT/2

また,

- ax･(鋸 三･: ,ll'1.kr誓 'mk,k )･
n≧0, (6･4)

とおく･rl+-･+rk- nのとき,仮定 o≦ li≦1からl(rl, - ,rk)l(rl,'''･rk)≦ nnであるから,

n!

rl･!- ･rk!

k

Kl(,1,･･･,,A),m(,1,･･･,,A);C,e′Il偏,m帯m".,_pi=1

-J7p-(p･q)/2(蒜 )1′2

≦､巧√ (p'q)/2(nnRn)1/2

rl!･･･rk!

rl! ･ ･ ･rk!

k

Il(D!J2DETl/2fKl1,-もJli,miAIP)rii=1
k
Il(壁/2DET i/2FKli,mllli,m伽)r iE!+il
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したがって,(6.3)は

"=◇nMp+q.r,0≦√テp-(p'q)/2(nnRn)1/2
と変形され,

(メ)
主 よ "=◇n…p.q.,,0≦J7p-(p･q,/2∑
n=O n=0

k

∑ Dtt/2DTt/2IKli,miIll,nip,_p
か一日

a(nnRn)1/2
(套D!i,2DeTJ2･Kli,-I･l"-"0･-p)n

となる.最後の無限和が収束することを示せばよい.そのために,巾級数
>(nnA)i/2

(6.5)

の収束半径が ∞ であることを示そう.まず,2階級 Bell数列に対して,適当な定数 Ⅳ≧1,

C2>1が存在して

nn≦(C2logn)nα(n), n≧N

が成り立つ [14]･m*-max(m1,- ,mk)とおくと,

rmW
H(Ill)
≦(C2logm)㌍≦(C2log(m*n))m+n,

従って,

･iT.sSp三Rh'n≦uT.sSp 三 (C2log(-*n))-～-0･
これより,(6.5)の収束半径が ∞ であることが従う.

定理 6･2における=∈L:1fは緩められない･e∈Ecを Jel｡- 1を満たすものとして,
i;-e⑭Cとおく･FC∈月晋2であるから,定理 5･5によって,=2,0(FC)∈L:(W,T(Hc)).容易に
わかるように,wexp=2,0(pc)∈i:(W,W*).しかし,wexp=2,0(FC)¢i:(W,T(Hc))である.そ
れは,

IIwexp= 2,0(FC)¢ o 庸 -

からわかる.

裏L =2n,0(瑚 -慕 (2n,7･ISFo-裏豊--

7 正規積ホワイトノイズ微分方程式

問題を設定するためには,L(W,W*)に属する任意の2つの作用素に対してWick積 =1◇=2

を定義する必要がある･積分核作用素に対しては §6で論じた.実際,(α(n))が(Al上(A4),

(A6)をみたすとき,I:(W,W*)にWick積がシンボルによって定義される.すなわち,シン

ボルの特徴付け定理 (定理5.2)によって,任意の2つの作用素 =1,=2∈i:(W,W*)に対して
A ._.〈 〈

=(E,り)-e-(E,7)_=1(E,り)=2(E,q), E,り∈Ec, (7.1)
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をみたす =-=1◇=2∈L:(W,W*)が一意的に存在する.これをもって Wick積 の定義と
する.

さて,初期値問題:

些 =Lt｡=,
dt -∫(identity), (7･2)

を考えよう.係数 tL+Ll∈L:(W,W*)は,簡単のため連続性のみを仮定しておこう.さらに,

初期値として Iを考えることで,十分一般性を保っている.実際,=tが(7.2)の解であれば,
nl-=t◇noは初期値をnoとする同様の初期値問題の解になる.同様に,

雷 -Lt◇=･Mt =It-0-I, (7･3)

も通常の論法で議論できる.上記の微分方程式を正規積ホワイ トノイズ微分方程式と総称

する.

明らかに,(7.2)の形式解は積分方程式に逐次代入して:

･t- I･y dtlLtldi2･･･ftn~1
-I dinLtl ◇ ･･･◇ Ltn (7.4)

で与えられる･この場合は,(つまり,スカラー値ホワイトノイズ関数)のときは,Wick積は

可換であるから,(7.4)は簡単に

=t=W eXp

()〇

∑
n=0三 亘 iLsds) ◇n (7･5)

と表記される･したがって,(7･2)の解の存在は,係数(Lt)にしたがって適当な空間L:(W,W*)
を選んで(7.5)の収束を示すことに帰着される.これまでに,いくつかのケースについて結果

が得られている[40日41日42日43],[44].大ざっばに言えば,解の一意存在は,作用素の空間

が十分広くなるように,W を選ぶことによって,いつでも示される.

8 解が Fock空間作用素となる場合

なお,初期値問題

雷 - Lt◇= , - -I,

の考察を続けるが,(Lt)は,tL+Lt∈L:ffなる連続写像とする.このとき,

k

Lt-∑ =lいmt(KliPll(i)), 吋 0,T],
甘=1

のように表され,tLj Kll,mt(i)∈(Ec@(ll'mt))*が連続になる.さらに,

li(i)=.JfICE"mt(S)ds 0≦i_<T,
とおく.(和に現れる項の個数 kはtによらず一定とする,)
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定 理 8.1Lt∈L:1fであり,すべての 1≦i≦kとt∈[0,T]に対して AiEHc@ll⑳(Ec@mt)*
であれば,初期値問題 (8･1)は L:(WB｡11(2),Il(Hc))に一意解を有する･

証 明 仮定によって

ftLsds-套 =ll,mt(Ai(i))
が成 り立ち,定理6･2の=に対する条件を満たす･よって,(7･5)はL:(WB｡11(2),T(Hc))にお
いて収束する. 1

定理8･1の条件を満たす初期値問題(8.1)の例を挙げよう.まず,

雷 - cl=at･ C2al･=･C3at･=at･ C4=-(clat･C2a恒 3a;at･ C4)◇=, (8･3)

方程式 (8.3)は,Hudson-Parthasarathy型の量子確率微分方程式と同等である.より一般に,

00
雷-∑ (co誹 .cl榊 )◇三 (8･4)n=0

を考えることができる.ただし,係数 ckn は有限個をのぞいて 0とする,実際,a;a?-
=1,n(6t⑳∂t@n)かつ

(ft6S㊨∂S@nds,9⑳∫)-(1lo,t]7-;f,9), f∈Ec@n,g∈Ec,
となっている･ここで,7-n*:Ec@n→Ecは Tn*f(S)-I(S,-,S)によって定義される.
これらの例の次にくるものは,より特異性の高い係数をもつ方程式であろう:

(=1,0(6t'n')I=0,1(6t'n').=1,1(6t'n)⑳6t'n'))◇ = ,

雷-(at･2･aZ･at･at)◇=･
特に,ホワイ トノイズの高次巾を含む(8･6)は興味深く,新しい展開を見せている[1],[2].ま
た,ホワイ トノイズの微分は,ベクトル場のユニタリ表現などにも現れる[38].これらのケー

スは,定理 8･1ではカバーされないが,Fock空間 T(Hc)を拡大することで結果が述べられ

る.証明は,上記のものに類似であるが,より煩雑になるので省略する.

まず,K士をヒルベル ト空間で,

E⊂K+⊂H⊂K-⊂F

をみたし,埋め込みKI+｣⇒H は縮小写像であると仮定する.

定 理 8･2Lt∈L:1fであり,すべての 1≦i≦kとt∈[0,T]に対して 入i(i)∈(K:右)@lt⑭

(Ec@mi)*であれば,初期値問題 (8･1)はL:(WBell(2),r(Kc-))に一意解を有する･
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係数 Ltに生成作用素の高次巾が含まれる場合は,荷重付きFock空間の作用素として解が
得られる.

定 理 8.3LL∈L:ffであり,すべての 1≦i≦kとt∈[0,T]に対して入i(i)∈(A:a-)@ll㊥
(Ec@mt)*であれば,初期値問題 (8･1)は,i:(WB｡11(2),Ta-1(K:a-))に一意解を有する･但し,
α-(α(n))は2階級 Bell数列である.

(8.5)は定理8.2の条件を,(8.6)は定理8.3の条件を満たすことがわかる.付随する伊藤公

式についての研究も始まっている,[1日12日19]を見よ.
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