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概要

素数pが非正則素数であるとは， p円分体Q(<p)＝Q(Gm[pl）の類数がpで割り切れることである．本

研究では，非正則素数の楕円曲線の等分体に対する類似を考える．より正確には，有理数体上の楕円曲線E

の炉等分体IQ(Eゅ門）の類数のp可除性を研究する．西来路・山内，平之内，大下及びPrasad-Shekhar

らにより， Q（Eゅ門）の類数のp進付値の様々な下界が得られている．彼らの研究は， EのMordell-Weil

rankが2以上の場合に pn等分体の類数が多くの場合に pの正幕で割り切れることを示唆している．本

研究では，整数 s,tに対し，炉＝ x3-(s4＋柱）ェで定義される楕円曲線の族 {Es,t}を扱う．本稿の

主結果では，全ての素数p：：：： 5と自然数nに対し＇次の 2つの性質を満たす｛E“｝の無限部分族を構

成する： Mordell-Weilrankが1であり，炉等分体の類数がp2nで割り切れる．我々の構成した楕円曲

線の族はある条件を満たす s4＋柱型の素数でパラメトライズされているが，そのような素数の無限性は

Friedlander-lwaniecの定理により保証される．本研究は，嚢信直人氏，平川義之輔氏との共同研究である．

1 主定理とその背景

本節では本研究の意義を説明する．

まず，古典的な非正則素数の性質を振り返ることから始める．整数論において，イデアル類群は占くから研

究されてきた重要な対象である．イデアル類群は， Kummerにより Fermatの最終定理の文脈で研究された．

定義 1.1.素数pが非正則素数であるとは， p円分体Q(＜p)＝Q(Gm[pl）の類数がpで割り切れることである．

ここで，＜Pは1の原始p乗根， Gmは乗法群， Gm[p]はGmのpねじれ部分群である．非正則ではない素数

を正則素数という．

Kummerは，奇素数pが非正則であることと pがBernoulli数 B2,B4,..., Bp-3の分子のいずれかを割り

切ることが同値であることを証明した．さらに，［15]において奇素数pが正則素数のとき，方程式呼＋炉＝ zP

は正整数解を持たないことを証明した．

正則素数が無限に存在するかどうかは未解決であるが，非正則素数が無限に存在することはJensen[13]によ

り証明されている．その後， Garlitz[2]は非正則素数の無限性の簡潔な証明を与えた．また， GarlitzはEuler

数に対して非正則素数の概念を拡張し (E非正則素数）， E非正則素数の無限性を証明した．その後， Ernvall

[7,8]は，剰余指標xに属する一般Bernoulli数に対して非正則素数を拡張し (x非正則素数）， x非正則素数

の無限性を考えた． MEZ;,1と素数pに対し， hを{QI((Mp)の類数，かを {QI((Mp)の最大実部分体の類数と

する． h=h―いと書くと， h がpで割り切れることと， M がconductorで割り切れ， pがx非正則となる
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ような指標xが存在することが同値である．従って， x非正則素数の無限性から，以下の主張が導かれる：

各 MEZ21に対して， Q（G』Mp])の類数がpで割り切れるような素数pは無限個存在する．

任意の可換群スキーム Gと整数N に対して GのN等分体が定まるので， Gmをその他の可換群スキーム

に置き換えることで非正則素数の類似を定式化することができる．本稿では，代表的な可換群スキームである

楕円曲線の炉等分体に関する非正則素数類似を考える．

EをQ上の楕円曲線とする． Qの代数閉包豆を 1つ取り固定する． Eは炉＝企＋ax+b(a,bEIQ))とい

う方程式で定義され，右辺はC上に重根を持たない．また， Moredell-Weilの定理より， EのQ有理点全体
の集合 E(IQ))は有限生成 Abel群をなし， r(E):= rank(E(IQ)))をEのMordell-Weilrankという．楕円曲線

Eと自然数NENに対し， E（豆）の Nねじれ点全体のなす Eの部分群を E[N]で表す． EのN等分体とは，

QにEのNねじれ点の座標を添加した体であり， KE,N:= IQ)(E[N]）で表す． hE,NをKE,Nの類数とする．

このとき，以下の問題を考える．

問題 1.2.pが素数を走るとき，固定された Q上の楕P3曲線Eに対して， hE,pは平均して何回pで割り切れ

るか？

問題 1.2に関しては， Ray-Weston[20, Theorem 5.1, 5.2]が部分的な解答を与えている．一方， Gmの場

合と異なり Q上には同型でない楕円曲線が無限個存在するため，以下の問題も考えらえれる．

問題 1.3.EがQ上の楕円曲線を走るとき，固定された素数pに対して， hE,pは平均して何回pで割り切れ

るか？

問題 1.3に関しては， Ray-Weston[20, Theorem 4.4]がある予想のもとで部分的解答を得ている．また，小

さなpに関しては問題 1.3に関する無条件な結果も存在する．例えば， p=2の場合は Li[17, Theorem 1.4] 

とBhargava-Shankar[1, Theorem 1.1]を組み合わせることで無条件な結果を得ることができる．

問題 1.2も問題 1.3もhE,pのp可除性に関する確率論的な側面に関する問題だが，以下のような， hE,pnの

p進付値に関する決定論的な評価に関する結果も存在する．

定理 1.4([12, 18, 19, 21, 22]）．楕円曲線E,素数p, 自然数nに関するある仮定の下で，

ordp(hE,pn)2': 2n(r(E) -1) -(explicit term 2 0). 

ここで，左辺は hE,pnのp進付値である．

注意 1.5. 1.楕円曲線Eが与えられたとき，上記の (explicitterm)は計算可能である．

2.平之内は，任意の奇素数p< 106と自然数n2". 1に対して ordp(hE,pn)22nとなるような楕P3曲線E

の具体例を与えた ([12,p. 2, 3]). 

3. GoldfeldとKatz-Sarnakによる予想 ([10,14]）より，ほとんど全ての楕円曲線 E は r(E)~1 を満た

すことが示唆されるが， r(E)~ 1ならば，定理 1.4の不等式の右辺は 0以下になり， ordp(hE,pn)の非

自明な下界を与えることができない．

注意 1.5(3)を踏まえて，本研究では，次のような問題を考えた．

問題 1.6（今回の問題）．固定されたpとnに対し， r(E)~ 1かつ ordp(hE,pn)> 0となるような楕円曲線E

は無限個存在するか？

我々の主定理では，少なくとも p2 5の場合は上記の問題に肯定的な同答を与えた． hE,pnのp可除性に関

する結果はいくつか存在するが，著者達の知る限り， r(E)~ 1かつ ordp(hE,pn)> 0となるような楕円曲線

Eの無限族を構成した文献は存在しなかった．

以下では， p2 5 を仮定する．また， E(l) を炉＝丑— lx で定義される楕P3曲線とする．本稿の主定理を述

べる．
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定理 1.7([5, Theorem 1.3]). p 2> 5とする．このとき，以下の条件を満たすような素数lは無限個存在する．

l. r(E(ll) = 1. 

2. 0叫 (hE(l),pn)2>2n. 

2 証明の概略

この節では，定理 1.7の証明の概略を述べる．まず，定理 1.7を満たす素数lのレシピを与える．

定理 2.1([5]). p 2'. 5とし，以下の条件を満たす素数lを任意に固定する．

l. l =剥＋柱となるような s,t E Zが存在する．

2. t三土3(mod 8). 

3. s = 0 (mod pn+l). 

このとき， r(E(l)) = lかつ ordp(h E(l),Pn)2'. 2nが成立する．

注意 2.2. 1. lを素数とする． l= s4＋柱となるような s,t E Zが存在することを仮定すると， Ps,t:= 

(-s叉st)E E(l) ((QJ)は位数無限大の有理点である．これは， lが平方因子を持たないことと [26,

Proposition X.6.1 (a)］より， E（l)（Q)のねじれ部分群が

砂）（(QJ)tors=〈（0,0)〉＝Z/2Z

であり， lは素数より YPs,t= st =J 0であることから従う．ここで， YPs,tはPs,tの y座標である．
また， l三 9(mod 16)（例えば， t三土3(mod 8)）とすると， 2降下法 (cf.[26, Proposition X.6.1, 

Proposition X.6.2]）により， r(E(l))::;1となることを証明できる．従って，定理 2.1の条件を満たす

素数lに対し， r（E(l)）＝ 1である．従って，あとは ordp(hE(l),pn)2'. 2nさえ示せば，定理 2.1が従う．

2. Friedlander-Iwaniecの定理 [9]より，上記の 3条件を満たす素数lは無限個存在する．

注意 2.2(2)を踏まえると，定理 1.7は定理 2.1から直ちに従うことが分かる．

砂）は 2とlの外で良い還元を持つので， Neron-Ogg-Shafarevichの判定法より，以下の系が従う：

命題 2.3.n 2'. 1, p 2'. 5とし， l,l'を定理 2.1の条件を満たす素数とする．このとき， l=J l'ならば，

KE(l),pれ 7'KEC!'),pnである．

従って，今回構成した楕円曲線族の等分休を考えることで得られる代数体の族は，互いに同型でない無数の

代数体を含んでいる．

今回用いた Neron-Ogg-Shafarevich判定法は，以下のような主張である：

定理 2.4([23]). Vを素数， AをQV上の Abel多様体， AをAのZv上の Neronモデル， AvをAのspecial

fiber, A~ を人の単位元を含む連結成分とする．このとき，以下は同値である：

l. Aは良い還元を持つ．

2. Vと互いに素な任意の NEZに対し， AのN等分点のなす群A[N]は不分岐である．

3. gcd(N, v[Av : A~]) = 1かつ A[N]が不分岐となるような NEZが存在する．

命題 2.3の証明． EをE(l)のZl上の Neronモデル，＆を 5のspecialfiber,絆を＆の単位元を含む連結成

分とする． E(l)の極小判別式は26l3であり， l=J 2なので，［25,p. 365]の表より， Eの還元型はTypeIIIと

なる．従って［a:絆]=2である． E（りは lで悪い還元を持ち， lヂpなので， gcd(p叫2l)= 1である．従っ
て，定理 2.4(3)⇒ （1)より， (Q)(E(l)阿l)／Qはlで分岐し，定理 2.4(1)⇒(2)より， (Q)(E(l) [p門）／Qは2,
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l, p, ooの外で不分岐である．従って， l=J l'ならば， KE(!),pn'/:. K即 '),pれである． 口

以下では，定理 2.1の証明の概略を述べる．定理 2.1の証明の鍵は，棗信による以下の定理である．

定理 2.5([4]). pを素数， nE N, a, b E IQ), 4砂＋27b2=J 0とする． Eを炉＝丑＋ax+bで定義される p
で極小な楕円曲線とし，以下の条件を仮定する．

(Add) p ::>: 5. 

(Mult)任意の素数lに対し， ordz(j(E))< 0ならばpfordz(j(E)）である．ここで， j(E)はEのj不変塁

である．

(Irr) E加］は既約 Gal(ij/lQ))加群である．

(Res)が (KE,pn/IQ), E阿])= 0. 

(LG) o叫 (xp)< 0かつ 0叫 (xp/yp)::>:n+lとなるような有理点 PE E(IQ)) ¥ pE(IQ))が存在する．--

で， Xp,ypはそれぞれPのx座標， y座標である．

このとき， ordp(hE,pn)::>: 2nが成立する．

注意 2.6.定理 2.5の各条件の意味について説明する．

1. (Add)は，加法的かつ潜在的に良い還元を持つ素数での EのSelmer群 Sel(IQ),E[p門）の元の不分岐性

に関する条件である．

2. (Mult)は，潜在的に乗法的還元を持つ素数での Sel(IQ),E阿])の元の不分岐性に関する条件である．

3. (Irr)は，大域的な法pGalois表現 E[p]の既約性に他ならない．

4. (Res)は，制限写像

H1(1Q),E[p門）二H1(KE,pn,E[p門）Ga!(KE,pn/Q)= HomGal(KE,pn/Q)(Gal(Q/KE,pn),E[p門）

が単射であるという条件に他ならない．

5. (LG)は，大域的には「pで割れない」が局所的には「炉で割り切れる」 Eの有理点の存在を導く．

注意 2.7.棗信 [4]はp=3の場合も，追加の条件のもとで同様の結果を得ている．

定理 2.1の証明の概略を説明する．定理 2.1の通りに l,s, tを定め， Es,t:= E(l)とすると，これは

炉＝企— (s4 +t伽

で定義される楕円曲線である． Es,tに対し，定理 2.5の5つの条件は次のように確かめられる：

1. (Add)は定理の仮定p2'.:5に他ならない．

2. (Mult)はj(E叫＝ 1728E Zより従う．

3. (Irr)はDieulefait-Gonzalez-Jimenez-JimenezU rrozによる (Irr)の判定法 [6,Theorem 7]より従う．

4. (Res)はp2'.:5及び (Irr)より従う．ここで， Lawson-Wuthrichによる (Res)の判定法 [16,Theorem 

2]を用いる．

5. (LG)は後述の命題 2.8より従う．

命題 2.8(Cf. [5, Theorem 3.1, Proposition 3.6]). pを奇素数， nEN, Ps,t := (-s2, st) E Es,t(≪:l!)とし，以

下を仮定する．

l. sとtは互いに素である．

2. s4十住は4乗自由である．

3. s = 0 (mod pn+l). 

このとき， P= 2Ps,tは定理 2.5の条件 (LG)を満たす．
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ここで，定理 2.1の仮定を満たす s,tは命題 2.8の3つの仮定を全て満たしていることに注意せよ．従っ

て，あとは命題 2.8さえ示せば，所望の定理 2.1が従う．

命題 2.8の証明の概略を述べる．

P := 2Ps,tとおく．

まず， 2倍点公式より，

xp = （2s42s] t2)2 
であり， sとtは互いに素， pは奇素数かつ s三 0(mod pn+l)なので

0叫 (xp)= -2 ordp(st) ::;ー2(n+l)<O

が従う．よって，

3 
0叫 (yp)= ~o叫(x危ー（企＋ t2)xp) = ~ o叫 (xp)=-3o叫 (st)<0 

2 2 

となる．以上より，

0叫 (xp/yp)= o叫 (st)こn+1 

が従う．

また，以下の主張より P:= 2Ps,t (J pEs,t(IQ))が従う：

Ps,t = mQとなる m2> 1とQE E.,t(IQ))が存在するならばm2= h(Ps,t)/h(Q) < p2である．

ここで， PEE(IQ))に対し， h(P)はPのcanonicalheightである．これは， Silvermanによる h(Ps,t)の

上界の評価 [24,Theorem 1.1]とVoutier-Yabutaによる炉＝丑＋ax型の楕P3曲線に対する凧Q)の下界の

評価 [27,Theorem 1.2]から従う．

3 今後の課題

最後に，今後の課題を述べる．

本研究では， Mordell-Weilrankが1であり，炉等分体の類数がp2nで割り切れる楕円曲線の無限族を構成

した．我々の構成した楕円曲線の族はある条件を満たす s4＋柱型の素数でパラメトライズされているが，そ

のような素数の無限性は Friedlander-Iwaniecの定理により保証されるそこで，定理 1.7をその他の 2パラ

メータの素数でパラメトライズされた楕円曲線族に拡張することが今後の課題である．より具体的には，以下

の問題について，現在調査中である．

c(l）を炉＝x2-3lxで定義される楕円曲線とする．

著者達は， MAGMAによる数値実験により，以下を予想した．

予想 3.1.lをl= 2 (mod 3)を満たす素数とすると， rank(C(l)（Q)）＝ 1である．

予想3.1は一般Riemann予想のもとでl< 1000に対して検証済みである．

l=s3+3校を s三 2(mod 3)を満たす素数とすると， C（l)は位数無限大の有理点 Qs,t:= (3s汽ー3st)を

持ち， rank(C(l)（Q)）:::, 1となる．設＋3校型の素数の無限性はHeath-Brown-Moroz[11]により保証されて

いる． c（l)の3ねじれ有理点は (0,0), (3l, 0)のみであるので， rank(C(l)(Q)）＝ 1を証明するためには， c（l)

の3-Selmer群のlF3-rankが2になることを証明すれば十分である． 3降下法 ([3]）を用いて C(l)の3-Selmer

群の応—rank が 2 になることを証明できるはずであり，本研究と同様に，楕円曲線上の加法定理や canonical

heightの評価を用いて (LG)を満たすような sとtの条件を見つけることで所望の楕円曲線の無限族の候補を

得られると期待している．
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