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1 はじめに

Schur関数やその関係式は，一般線型群・対称群の表現の解析において某本的な道具となっ

ているだけでなく，標準盤や半標準盤などの組合せ論においても重要な役割を果たしてい

る．例えば， Jacobi-Trudiの等式を用いることで与えられた枠をもつ標準盤の個数に関す

る鉤公式を導いたり，分割の長さを制限した Schur閑数の総和に対する Gordon-Bender-

Knuthの等式を用いることで高さに制限を課した標準盤の個数に関する情報を引き出した

りすることができる．標準盤や半標準盤の一般化はさまざまなものが知られているが，本稿

では円筒型標準盤を扱う．円筒型（平面）分割の組合せ論の研究は Gessel-Krattenthaler

[7]に始まるが，円筒型標準盤，円筒型半標準盤の概念はそれぞれ [19](1のべき根におけ

るA型 Hecke環の表現論），［3](Grassmann多様体の量子コホモロジ一環の理論）に現

れており，円筒型 Schur関数は量子コホモロジーを動機として Postnikov[16]によって

導入されている．本稿の目的は，円筒型 Schur関数に関する Gordon-Bender-Knuth型

の等式（アフィン版 Gordon-Bender-Knuthの等式）とその円筒型標準盤の組合せ論への

応用を与えることである．

非負整数の広義単調減少列入＝ （ふ，入2,．．．)でこご1入2が有限となるものを分割 (par-

tition)という．分割入に対して， 1入I=区ご凸i,l（入） ＝＃｛i :入， =J0}とおき，それぞれ
入の大きさ，長さと呼ぶ．また，入の Young図形 D（入）を

D（入） ＝ ｛（i,j) E Z2 : 1：：：：： i ：：：：：い）， 1：：：：： j ：：：：：い

とおいて定め，格子点の代わりに単位正方形をおいて図示する．分割入とその Young図

形 D（入）を同一視することも多い．分割全体のなす集合を Parと表し，

とおく．

Parn =｛入 EPar:入|＝n}, Par(m)=｛入 EPar: l（入） ：：：：： m}, 

Parn(m) =｛入 EPar:|入|＝n, l（入） ：：：：： m} 

＊本稿は， J.Huh, J. Kim, C. Krattenthalerとの共同研究 [12]に基づくものである．
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分割入の Young図形の各正方形に正整数を 1つずつ，次の 2条件 (i),(ii)をみたすよ

うに書き込んだものを，入を枠とする半標準盤 (semistandardtableau)という：

(i)各行の成分は広義単調増加である．

(ii)各列の成分は狭義里調増加である．

半標準盤は D（入）から正整数全体のなす集合 lP'への写像ともみなすことができる．例えば，

/ 
は，分割入＝ （4,3,1)を枠とする半標準盤である．分割入を枠とする半標準盤全体のな

す集合を SSTab（入）と表す．

可算無限個の変数 x= (x1,x2,...）に関する（完備化された）対称関数環を入と表す．
つまり，入はのに関する形式的べき級数で変数の憤換に関して不変なもの全体のなす環

である．分割入に対応する Schur関数 (Schurfunction) s入(x)EAは，入を枠とする半
標準盤の母関数として

s心）＝ど ”T

TESSTab（入）

として定義される．ここで，ェT= IT口）ED（入）行（i,j)である．このとき，分割入の長さを
制限した Schur関数 s入(x)の総和に関して，次の Gordon-Bender-Knuthの等式が知ら

れている．

定理 1.1.(Gordon [9], Bender-Knuth [1]）正整数 m に対して，

こ料(x)
入EPar(m)

= ｛昇正）．det(9-t+J(X) -gt+J（エ））ピt,Jこh (mが奇数 2h+ 1のとき）， （1) 

det (9-i+jは） ＋9i+j-1位））因，j:s;h (mが偶数 2hのとき）．

ここで，加(x)= B(k)(x) (k < 0のときは加(x)= 0と約束する）は K次完全対称関数
であり，

g心）＝こいx)hい（x)
kEZ 

である．

この等式を利用すると，高さを制限した標準盤の総数に関する組合せ論的関係式を得

ることができる．分割入に対して，入を枠とする半標準盤のうちで， 1,2,...,n（ただし

n=|入|)が 1回ずつ現れるものを，標準盤 (standardtableau)と呼ぶ．標準盤 Tに対し

て，その枠である分割入の大きさ I入I,長さ l（入）をそれぞれ， Tの大きさ (size)，高さ
(height)と呼ぶことにする．入を枠とする標準盤全体のなす集合を STab（入）と表し，

STabn = lJ STab（入）， STabn(m) = lJ STab（入）
入EParn 入EParn(m)

とおく．このとき，
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定理 1.2.非負整数 hと正整数 nに対して，次の個数は互いに等しい：

(a) # STabn(2h + 1)，つまり，大きさが nであり高さが 2h+ 1以下である標準盤の

総数．

(b) 長さ n の揺動盤（灼））~=0 で l （入（i)) :::; h (0 :::; i :::; n)をみたすものの個数．
(c) [n] = {1,2,...,n}上のマッチングで (h+l)次以上の入れ子をもたないものの個数

ただし，（b),(c)に関する用語の定義は，第 2節を参照されたい．

本稿の目的は，定理 1.1,1.2の円筒型 Schur関数， P3筒型標準盤への一般化を与えるこ

とである．本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，定理 1.1と標準盤の数え上げ問

題との関係，定理 1.2の証明の概要について解説する．第 3節では，円筒型 Schur関数

を定義した後，円筒型 Schur関数に対する Gordon-Bender-Knuth型の等式（定理 3.3)

を与え，その証明について説明する．最後に，第 4節では，定理 3.3をP3筒型標準盤の数

え上げ問題に応用する（定理 4.6).

2 Gordon-Bender-Knuthの等式の組合せ論への応用

この節では， Gordon-Bender-Knuthの等式（定理 1.1)と標準盤の数え上げ問題との

関係について解説し，関連する組合せ論的主張を紹介する．

2.1 Gordon-Bender-Knuthの等式の応用

Schur関数，標準盤の定義から，分割入を枠とする標準盤の個数＃STab（入）は，対応

する Schur関数 s入（の）における X1X2・ ・ ・ Xn（ただし n=|入|）の係数に等しい，そこで，

写像 0：入→Q[[t]]を
tn 

0(f） ＝と（fにおける Xl四..・Xnの係数）ー (f Eふ
n20 n! 

とおいて定めると， 0は環準同型写像であり，

t|入|『
0(s刈＝ ＃STab（入） ·— 0(hr) ＝ -閻'r!・

この 0をGordon-Bender-Knuthの等式（1)の両辺に施すと，次の系が得られる．

系 2.1.(Gessel [6, §6]）正整数 m に対して，

L#SSTabn(m)巳
n20 n! 

= ｛が．det(I_t+J(2t)-It+J(2t)）因辱h
det (I→+j(2t) + Ii+j-1(2t)）印，j'.'oh

ここで， Ir(2t)は

(m = 2h+ 1のとき），

(m= 2hのとき）．

~ t2k+r 
Ir(2t) = Lr(2t) =~ ~ (r E Z2:o) 

k!(k + r)! 
k=O 

(2) 

によって定義される変形 Bessel関数（第 1種双曲型 Bessel関数とも呼ばれる）である．
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この系を用いると， mが小さい場合に＃STabn(m)の具体的な表示式が得られる．（m=

2, 3の場合は Regev[17, §4.5], m = 4, 5の場合は Gouvou-Beauchamps[10, Corollary 9, 

11]による．）

系 2.2.正整数 nに対して，

# STabn(2) = (ln~ 

#STabn(3) ＝ l:」I[：ぃ
# STabn(4) = q(n+l)/2」C「(n+1)／2l,

ln/2J 

#STabn(5) = 6 L (~:)ck n ¥,, (2k + 2) ! 
k=0い） （K ＋ 2)！（K + 3)！・

ここで，仇＝峠Tげ）は Catalan数である．

2.2 揺動盤

次に，高さを制限した標準盤と揺動盤との関係について述べる．

定義 2.3.非負整数 nに対して，長さ nの揺動盤 (vacillatingtableau)とは，分割の列

（入(0)，入(1)，．．．，入(n))で次の 2条件 (i),(ii)をみたすもののことである：

(i)入（0)=灼） ＝0. 
(ii)各 1::::;i::::; nに対して，次のいずれか 1つが成り立つ：

(ii-1) 灼—1) C灼であり 1入(i-1)1+ 1 =|灼|．
(ii-2)入(i-1)=灼．

(ii-3) 灼—1) っ灼であり 1灼—1)1 -1 =|砂|．

長さ nの揺動盤全体のなす集合を VTnと表す．また，

VTn(h) =｛（灼）~=OE VTn: l（灼）::;h (0::::; i::::;叫｝
とおく．

例えば，

(0，□，E]，□9E]9E]□[I]，□，0) 
は長さ 9の揺動盤である．このとき， Grabiner-Magyar[11, (38)]は，

tn 
こ＃｛（灼）見。 EVTn(h):入い1)ヂ灼（0：：：：： i ：：：：：り｝~,, l,.. Ji=u -. -,,,.,...'..,--. -.., J n! 

= det V-i十1(2t)-Ii+1(2t)）区i,j:s;h

となることを示している． Zeilberger[20]は，この等式と系 2.1から，次の定理の (a) （定

理 1.2の (a)= (b))を導いている．また， Eu-Fu-Hou-Hsu[5]は全単射を構成すること

で次の定理の (b)を証明している．
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定理 2.4. (a) (Zeilberger [20]) 

# STabn(2h + 1) = # VTn(h). 

(b) (Eu-Fu-Hou-Hsu [5, Theorem 1.3]) 

(3) 

# STabn(2h) 

=#｛（灼）立。 EVエ(h):入（i-1)=灼） ⇒ l （灼— 1l) < h(O::; i::; n)}- (4) 

注意定理 2.4は，直交 Lie代数 50m= 50m(C）の表現論を用いて証明することもで

きる．例えば，（3)は，一般線型 Lie代数 gl2h+lの自然表現（の E02h+lへの制限）を

V = c2h+I, E02h+lのスピン表現を Sと表すとき，重複度 [S181 VRn: S] を2通
.S02h+l 

りに計算することで導くことができる．まず，長さ h以下の分割μに対して，μ+1/2 = 
伽＋ 1/2,．．．判＋ 1/2)を最高ウェイトとする E02hョの既約表現を Uμ+l/2と表すと，

Uµ+1/2 ⑧ v~ 任 Uv+l/2

（ここで， vは vつμ,lvl = lμI + 1, あるいは V=μ,あるいは vC μ, lvl = lμI -1を
みたす長さ h以下の分割全体にわたる）が成り立つ（例えば [2,(2.7)］を見よ）．よって，

S=U0+1/2に注意すると，

[s⑧ VRn : S] ＝ VTn(h)． 
S02h+l 

一方，［2,(2.2)]より

1 （入＝ （1りのとき）

[S0U入： Sl502h+1 = ｛。 （その他）
であり，分割入 EPar2h+1に対応する g12h+1の既約表現を凡と表すと [15,Theorem 5.4] 

より

[Res！匂ぷV入： Um]502h+1 = ｛。 （その他）1 (r（入） ＝ Kまたは 2h+ 1-kのとき）

（ただし， r（入）は入の Young図形の長さ奇数の行の個数である）である．よって， g（2h+1
の表現として v®n~ ④ V.xE!l#STab（入）

入EParn(2h+l) 入 と既約分解されることを用いると，

[SRVRn : S] ＝ 
S02h+l 

入EParn(2h+l)
>] 
#STab（入） ＝ ＃STabn(2h + 1). 

等式 (4)は， S02hの半スピン表現生に対して重複度 [s+181 vRn: S門S02hを考えるこ
とによって，同様に証明できる．
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2.3 対合，マッチング

Robinson-Schensted対応を考えることによって，標準盤とマッチングを結び付けるこ

とができる．まず， Robinson-Schensted対応について思い出しておく．

定理 2.5. （例えば [18,Theorem 7.11.5, 7.13.1, Al.1.1]を見よ） n次対称群品と，同

じ枠をもつ標準盤の対全体の集合の間の全単射

RS: Sn→ lJ STab（入） xSTab（入）
入EParn

で，次の性質をもつものが構成できる：

(a) RS(w) = (P, Q)のとき， RS(w―l)=(Q,P).

(b) RS(w) = (P, Q)のとき， Pの 1列目の長さは， w(l),...,w(n)の最長減少部分列
の長さに等しい．

この定理から，

#STabn(m)→{ w E Sn: :21;；さ m+l以上の減少部分列をもたない｝ （5) 
となることがわかる．研＝ 1をみたす置換 WE品を対合と呼ぶ．対合は自然に [n]= 
{1,2,...,n}上のマッチングと同一視できる．

定義 2.6.正整数 nに対して，［n]の集合としての分割とは，［n]の空でない部分集合から

なる集合 7r= { 7rl'...'7rけで， 7rlLJ ・ ・ ・ LJ 7rk = [n]であり， 1rin巧＝0(iヂj)となるも
ののことである．このとき，町を T のブロックと呼ぶ．［n]上のマッチング (matching)

とは，［n］の集合としての分割 7r= { 7r1,．．．，冗｝で，＃7ri= 1または 2(1 ~ iさk)とな
るもののことである．［n]上のマッチング全体のなす集合を Mnと表す．

［川上のマッチング T を，｛1,2,...,n}を頂点集合とし， T を辺集合とするグラフとし

て表す．対合 WE品は， W を互いに素な巡回置換の積への分解したときに現れる 2サイ

クル (i,j)を{i,j}に， 1サイクル（固定点） （i)を{i}に置き換えることによって，［n]

上のマッチングと同一視できる．例えば，対合w=(1 2 3 4 5 6 7 8 9 
3 7 1 9 5 8 2 6 4)E S, 

は， w= (1, 3)(2, 7)(4, 9)(5)(6, 8)と分解されるから，マッチング

7r= {{1,3},{2,7},{4,9},{5},{6,8}} = ． 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

(6) 

と同一視される．

定義 2.7.マッチング 1rE Mnに対して，その K個のブロック {i1,J1},...,{ik,Jk}は，

釘＜．．．＜松<jkく・・・くれをみたすとき， T のK次入れ子 (k-nesting)であるという．

（［ （＼ ＼＼ 
釘砂 •..ik.K.．．. 2 J. 1 

k次以上の入れ子をもたない［川上のマッチング全体のなす集合を NNn(k)と表す．
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例えば，上の例 (6)のマッチング Tでは，｛4,9},{6,8}は2次入れ子である．減少部分

列と入れ子には次のような関係がある．

命題 2.8.対合 WE品がマッチング7rE Mnに対応しているとする．このとき，次の (i),

(ii)は同値である：

(i) w(l),...,w(n)は長さ 2k以上の減少部分列をもっ．

(ii) 71"しま k次入れ子をもっ．

この命題と (5)から，＃STabn(2h+ 1) = # NNn(h + 1)となり，定理 1.2の (a)=(c) 

が導かれる．

2.4 揺動盤とマッチング

Chen-Deng-Du-Stanley-Yan [ 4]は，［n]上のマッチングと長さ nの揺動盤の間に次の

ような全単射r.p:Mn→VTnを構成している．マッチング 1rE Mnが与えられたとき，
標準盤（ここでは，用語を乱用して，半標準盤で数字に重複がないものを標準盤と呼んで

いる）の列 T(n),T(n-1),..., T(l), T(O)を

T(n) ＝ 0, T(t-1) ＝ {；：:; ＼←J }悶：；［： ： ：： ：： ：く<J t :：: ： :: : 
T(i) ({i}E1rであるとき）

と帰納的に定める．ここで， T(i)←jはT(i)にjを行挿入して得られる標準盤であり，
炉）＼｛j｝は T(i)に現れている数字 jを削除してできる標準盤である．そして， r(ilの枠

の分割を入りとし， r.p(7r)=（入(i));=Oと定義する．例えば，（6)で与えられるマッチング

T に対して，上の構成で得られる標準盤の列は

(0，囚，量巳，〗］日，直巳，0)
であり， r.p(1r)= (0, (1), (1, 1), (1), (1, 1), (1, 1), (2, 1), (2), (1), 0)となる．

定理 2.9.(Chen-Deng-Du-Stanley-Yan [4, Theorem 3.2]）上で構成した r.pは Mnか

らVTnへの全単射である．また， r.p(1r)=（灼））n であるとき，次の (i),(ii)は同値で
i=O 

ある：

(i) 7fはk+l次以上の入れ子をもたない．

(ii)刈i)：：：：： K (〇：：：：： i ：：：：： n). 

よって，この定理（共役分割版を考える）から，＃VTn(h)= #NNn(h+ 1)となり，定

理 1.2の (b)= (c)の全単射による証明が得られる．

3 円筒型 Schur関数に対する Gordon-Bender-Knuth型等式

この節では， P3筒型 Schur関数を定義した後，円筒型 Schur関数に対する Gordon-

Bender-Knuth型の等式（定理 3.3)を与え，その証明について説明する．
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3.1 円筒型 Schur関数

正整数 m,wを固定する．分割入＝ （入1，入2,...)は，

l(入)~m, 入l —入m ~ W 

をみたすとき，（rn,w)円筒型 ((m,w)-cylindric)であるという．（m,w)円筒型分割全体

のなす集合を Par(m,w)と表す．（m,w)円筒型分割入に対して，（m,w)周期的 Young

図形を

fj[mゅ］（入）＝ ｛（i + km, j -kw) E Z2 : (i, j) E入， kE Z} 

によって定義し，円筒 z町Z(m,-w)の部分集合である円筒型 Young図形入[m,w]を

入[m,w]= 1r(f5[m,w]（入））

（ただし， T は射影 7r:z2→Z町Z(m,-w)である）とおいて定める．例えば，入＝ （4, 3, 2), 
m = 3, w = 2のとき，

jj[3,2l(4, 3, 2) = 

である（陰をつけた部分が D(4,3,2)である）．

一般には，入が (m,w)P3筒型であっても，その共役分割 t入が (w,m) P3筒型である

とは限らない．しかし，周期的 Young図形の転罹を考えることによって， Par(m,w)と

Par(w,m)の間の全単射が構成できる．

補題 3.1.(Goodman-Wenzl [8, p.253])全単射 T:Par(m,w)→Par(w,m)で，

jj[w,m](T（入））＝ ｛（j,i) E Z2: (i,j) E jj[m,w]（入）｝

となるものが存在する．

例えば，入＝ （4, 3, 2), m = 3, w = 2のとき， T（入） ＝ （5,4)である．また，ふく wなら
ば T（入） ＝t入である．

定義 3.2.入を (m,w)円筒型分割とする．入を枠とする半標準盤 Tは，

和＋km,j-kw)= T(i,j) ((i,j) ED（入）， kE Z) 
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によって定義される盤T:jj[m，切］（入）→『の各行が広義単調増加，各列が狭義単調増加と
なるとき，（rn,w)円筒型 ((m,w)-cylindric)であるという．入を枠とする (m,w)円筒型

半標準盤全体のなす集合を CSSTab（入［m,w])と表す．そして，その母関数を

s¥m，W]（叫＝ 区五
TECSSTab（入［m，叫）

と表し，（m，w)円筒型 Schur関数 ((m,w)-cylindric Schur function)と呼ぶ．

例えば，入＝（4,3,2)を枠とする半標準盤

T=  

は，（3,3)円筒型であるが，（3,2)円筒型ではない．

一般に，（m,w)円筒型分割入を枠とする半標準盤 Tが(m,w)円筒型であるための必要

十分条件は，

T(l,j + w) > T(m,j) 

（両辺が定義されるとき）が成り立つことである．特に， w>ふのとき，この条件は空な
条件となるので， CSSTab（入［m,w]) = SSTab（入）であり， s¥m,w]（x)＝料（の）となる．

本稿の主定理の 1つは，次の等式（アフィン版 Gordon-Bender-Knuthの等式）である．

定理 3.3.(Huh-Kim-Krattenthaler-Okada [12])正整数 m,wに対して， N=m+wと

おくとき，

L st言（尤）
入EPar(m,w)

＝ ｛苫心）．det(F]t+J,N(の)-F出，N（ェ））臼j<h

det (F二i+j,N(x)+ ~五l,N位））厨j~h
ここで， e以の） ＝s(1りは）は K次基本対称関数であり，

fr(x)＝と叫x)eい（x), Fふ(x)＝どfr+kN(x),
kEZ kEZ 

である．

(m = 2h+ 1のとき），

(m= 2hのとき）．
(7) 

F仄（尤）＝〉（一llfr+kN(x) 
kEZ 
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この定理で w→ooの極限を考え入の対合w(w(er) = hr)を施すと， Gordon-Bender-
Knuthの等式（定理 1.1)が得られる．

3.2 定理 3.3の証明

この小節では，定理 3.3 の証明の概要を与える．証明は，（7) の左辺の和を石川—若山の

小行列式の和公式（補題 3.6)が適用できる形に変形し，小行列式の和公式を適用して得

らえるパフィアンを Gordonの補題（補題 3.7)を用いて 1つの行列式に書き直す，とい

う方針で進める．以下，正整数 m,wを固定し， N=m+wとおく．

第 1段階 まず，円筒型半標準盤を非交差格子経路に翻訳し，［7,Proposition 1]の議論

を用いることによって，円筒型 Schur関数に対する次の形の Jacobi-Trudi型等式を示す

ことができる．

命題 3.4.(m,w)円筒型分割入に対して，

s謬言(x) ＝ L <let (eい＋J＋NK,(x)）戸，Jこm• 
kEQV 

(8) 

ここで， Qv= {k = (k1,..., km) E zm: k1 +・・・+km= O} (Am-1型ルート系の余ルー

卜格子）である．

第 2段階 次に，（7)の左辺を長さ m以下の分割にわたる和に書き直す．

X=｛（入，k)E Par(m,w) x Qv:入i+ m -i + Nki 2:: 0 (1 :::; i:::; m)} 

とおくと，命題 3.4より (7)の左辺は

となる．

ど <let(eい＋j+Nk;（x))l<;i,j<::m
（入，k)EX

Euclid空間 V=町m (内積を〈 ， 〉で表す）を考え，｛釘，．．．，％｝をその標準的正

規直交甚底とする． 0= ( = (m -1, m -2,..., 1, 0)とおく． Sm=Sm~ QVをアフィン対称

群（つまり A凰1型アフィン Weyl群）とし，

(a,k)・入＝ a（入十Nk+ o) -o (a E S加 K,E Qv,入EV)

で与えられる品の Vへのドット作用を考える．

M= ｛入 EV: 〈入＋鯰— E:j 〉(/. NZ (1:::; i < j:::; m)}, 

A=｛入 EV:0 <〈入＋8,ら一叫 <N(l :::; i < j :::; m)}. 

とおく．このとき， Aは某本アルコーブであり， An(Z~o匹＝ Par(m,w) である．整数

pをNで割った余りを RN(P)E {0,1,...,N-1}と表すと，

Mnか＝ ｛入 Eか：恥（入i+ m -i) (1 :::; i :::; m)は互いに相異なる｝
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となる．さらに，任意の μEMは， a=(cr, K,) E品と入 EAを用いて，μ=行・入の形

に一意的に表される（例えば [13,Proposition 4.3]を見よ）．この事実を用いると， X と

Y = {μ E Par(m) : RN(μi + m -i) (1 :Siさm)は互いに相異なる｝

の間の全単射を構成することができる．実際， μEYCMに対して，（び，k).μ＝入とな

る(cr,k) E瓦しと入 EAが一意的に定まるので，μに（入，k)EXを対応させることによ

り， X とYの間の全単射が得られ，

<let (eい＋j+NkJl'.'oi,j'.'om= sgn（(j) <let (eµ;—i+j)国J丘m • 

よって，（7)の左辺は

L sば言（x) = L u(μ) <let (eμ戸＋J属，j'.'om (9) 
入EPar(m,w) μEPar(m) 

と長さ m以下の分割全体にわたる重み付き和として表すことができ，係数 u(μ)は

sgn（ぴ） （μEYのとき）

叫）＝｛。 （μ¢Yのとき）

で与えられる．ただし， uESmは(u,k)・μEAで定まる置換である．

第 3段階 (9)の右辺の係数 u(μ)がある交代行列の部分パフィアンとして表されること

を示す．以下， m=2hが偶数である場合を扱う．奇数である場合もほぼ同様である．

交代行列 B= （加） i,j~l と正整数列 I= （釘，．．．，加）に対して， B から I に対応する
行，列を取り出して得られる部分交代行列を B(I)と表す：

B(I) = (bip,iq)l<::p,q<::m" 

また，分割μ E Par(m)に対して，

Im(μ)= (μm+l,μm-1+2,...,μ1+m) 

とおく．すると，対応μ→ Im(μ)は長さ m以下の分割と正整数からなる長さ mの単調

増加列の間の全単射を与える．

さて，数列（/3p)pEZを

卯＝ ｛；ー1)k :Pそ::也~+ r (k, r E Z), 0 < r < N と表されるとき）， (10) 

とおいて定義し，交代行列 Bを

B = (/3j-i)国 1 (11) 

とおいて定める．このとき，（9)の係数 u(μ)は次のように Bの部分パフィアンとして与

えられる．



251

補題 3.5.長さ m以下の分割μに対して，

u(μ) = Pf B(Im(μ)). 

略証．交代行列 Bの定義とパフィアンの性質を用いることによって，次の (a),(b), (c)を

示すことができる：

(a) (m,w)円筒型分割入 EPar(m, w)に対して， PfB(Im（入）） ＝1. 

(b)正整数の単調増加列 (i1,．．．，加）が im-i1 > N をみたすとき，

Pf B(i1 + N, i2,..., im-1, im -N) = Pf B(i1, i2,..., im-1, im)-

(iii).i.E整数の単調増加列 (i1,• • •, im)がある k< lに対して ik= iz mod N をみたす
とき，

Pf B(i1,..., im) = 0. 

このとき，補題の主張は，これらの性質と μ1-μmに関する帰納法を用いることによっ

て，証明できる． ロ

一般に，行列 T= (t 叫区i~m,j9 と正整数列 J= (j1, ・ ・ ・,jm)に対して， Tから Jに
対応する列を取り出して得られる正方行列を T(［叫；J)と表す：

T = (tp,j p,jq)区p,qs;m・

行列 Tとして

T = (ej→（x)) 1:,;i:,;m, j2:1 (12) 

を取ると， T([m];Im（入）） ＝ （e入，—i+j(x))l~i,j~m となるから，第 2 段階の (9) と上の補
題 3.5から，

L s塁州（x)＝L Pf B(J) <let T([2h]; J). (13) 
入EPar(m,2h) J 

ここで， Jは正整数からなる長さ m の単調増加列全体を動く．

第 4段階 次の石川—若山の小行列式の和公式を (13) の右辺に適用する．

補題 3.6.（石川若山 [14,Theorem 1]) m を偶数とする．交代行列 B=（加）i,j:::,1とm
行からなる行列 T= (t 叫函m,j:,;1に対して，

Lpf B(J) ・ detT([m]; J) = Pf (TBT). 
J 

ここで，和は正整数からなる長さ m の単調増加列 J全体にわたる．

この石川—若山の小行列式の和公式を (11) で与えられる交代行列 B と (12) で与えられ

る行列 Tに対して適用する．このとき， TBTの (i,j)成分は

ど％ーi(x)/3q-peq-j（尤）＝区0rと叫x)ek+r-j+i（の）
p,qEZ rEZ kEZ 
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で与えられるから， fr（尤） ＝区kEZek位）ek+r(x)を用いて

Zr=区/3pfp-r(x),
pEZ 

とおくと，

L sS(喜h](x)= Pf（い）臼j:s;2h'
入EPar(m,2h)

(14) 

第 5段階 最後に，次の Gordonの補題を用いて，（14)の右辺のパフィアンを行列式に

書き直す．

補題 3.7.(Gordon [9, Lemma 1]) Zp (p E Z)が Z-p= -Zpをみたすとき，

2min(i,j)-2 

Pf（い）因JS2h= det (と (-1)8(zt+J-1-s -Zi十J-2-s)）
1:<:'.i,j<:::h 

ここで，数列 ((3p)pEZの定義 (10)から

/3p -9p-1 = ｛；-1)K 
となることに注意すると，

(p= Nkまたは p= Nk + l (k E Z)と表されるとき）
（その他）

Zp―Zp-l=区（一1)K(fKN-r + fKN+1-r) ＝ F __ r +F_-r+1 
kEZ 

ここで， fr=f-rより Fr-＝ F_-rとなるから，

2rnin(i,j)-2 

区 （一1)8(zi+j-1-s -Zi+j-2-s) = Fi+j-l十杯:-J|= F丘1-1+ FJ=-i・
s=O 

よって，（14)の右辺のパフィアンに補題 3.7を適用することにより，

区 s［言（x)= det (F二i+j,Nは） ＋ F丘j-l,N(x)) 因，j~h
入EPar(m,w)

が得られる．これで定理 3.3の m=2hの場合の証明が完成した．

4 円筒型標準盤の組合せ論への応用

この節では，円筒型 Schur関数に対する Gordon-Bender-Knuth型の等式（定理 3.3)

の円筒型標準盤の数え上げ間題への応用を与える．
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4.1 円筒型標準盤と揺動盤，マッチング

まず，マッチングにおいて入れ子の双対概念である交差を導入する（定理 2.9,4.2を

見よ）．

定義 4.1.マッチング 1rE Mnに対して，その K個のブロック {i1山｝，．．．，｛ik,jk}は，

釘＜．．．＜吐くれ＜．．．＜狂をみたすとき， T のK次交差 (k-crossing)であるという．

2
 

.t 
ー.t 

2
 

.
J
 

ー.J
 

k
 

.t 
]k 

k次以上の交差をもたない [n]上のマッチング全体のなす集合を NCn(k)と表す．

例えば，第 2節で挙げた例 (6)のマッチング Tでは，｛1,3},{2,7}は2次交差である．

このとき，定理 2.9の双対版として次の定理が成り立つ．

定理 4.2.(Chen-Deng-Du-Stanley-Yan [4, Theorem 3.2])第 2.4節で与えた全単射

r.p:Mn→V北の下でr.p(7f)=（灼）n であるとき，次の (i),(ii)は同値である：
i=O 

(i) 7fはk+l次以上の交差をもたない．

(ii) l（灼） sk (0 sis n). 

正撒数 h,wに対して，

VTn(h,w) ={（灼）~=OE VTn: l（入（i))sh,入ii)さw(0さiさn)}

とおく．すると，対応（灼））~=0 → (t灼）） ~=0 しま， VTn(h,w) から VTn(w,h) への全巣射
を与えるから，

# VTn(h, w) = # VTn(w, h). 

また，定理 2.9,4.2から，

系 4.3.非負整数 h,wに対して，

# VTn(h, w) = #(NNn(h + 1) n NCn(w + 1)). 

よって，定理 1.2を考慮すると，次は自然な問である．

問 4.4.非負整数 h,wに対して，大きさ nの標準盤からなる集合（つまり， STa加の部

分集合）で， NNn(h+ 1) n NCn(w + 1)と同じ個数からなるものは何か？

この問の答えが円筒型標準盤である．

定義 4.5.入を (m,w)円筒型分割とする．入を枠とする (m,w)円筒型半標準盤 TE

CSSTab（入［m,w])は， 1,2,...,n（ただし n=入|)が 1回ずつ現れるとき，（m,w)円筒

型標準盤 ((m,w)-cylindric standard tableau)であるという．入を枠とする (m,w)円筒

型標準盤全体のなす集合を CSTab（入［m,w])と表す．また，

CSTabn(m,w) = lJ CSTab（入［m,w])
入EParn(m,w)

とおく．
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次が，本稿のもう 1つの主定理である．

定理 4.6.(Huh-Kim-Krattenthaler-Okada [12]）正撒数 nと非負整数 h,wに対して，

CSTabn(2h + 1, 2w + 1) = # VTn(h, w) = #(NNn(h + 1) n NCn(w + 1)). (15) 

非負撒数 hを固定するとき，

LJ CSTabn(2h + 1, 2w + 1) = STabn(2h + 1), 
w:;:>O 

LJ VTn(h, w) = VTn(h), 
w:;:>O 

LJ (NNn(h + 1) n NCn(w + 1)) = NNn(h + 1) 
w:;:>O 

となるから，定理 4.6において w→00の極限を考えると，定理 1.2が復元できる．

4.2 定理 4.6の証明

系 4.3より (15)の 2番目の等号が成り立つから，定理 4.6を証明するためには，（15)

の最初の等号＃CSTabn(2h+ 1, 2w + 1) = # VTn(h, w)を示せばよい．円筒型 Schur関

数と円筒型標準盤の定義から，＃CSTabn（入［m,w]）は s¥m,w]は）における Xl四・・・Xnの係

数に等しい．そこで， Gordon-Bender-Knuth型の等式（定理 3.3)において， Xl四..・Xn 

の係数を比較する．より一般に，

定理 4.7. (Huh-Kim-Krattenthaler-Okada [12]) a = (a1,..., am) E Nmに対して，（7)

の右辺

こ心）.det (F~i+j,(2h+1)+(2w+l)(x) -F',ら，（2h+1)+(2w+l)(x))
k~O 

1::;i,j::,;h 

におけるかの係数は，次の 5つの条件 (i)~(v)をみたす分割の列（入(i)＼門。の個数に等

しい：

(i) 0 =入(0)C 入（1)つ入(2)C 入(3)つ入(4)C ・・・つ入(2n-2)C 入(2n-1)::J入(2n)= 0. 
(ii)各 i= 1, 2,...,nに対して，入(2i-1)／入(2i-2)，入(2i-1)／入(2りは垂直帯である．ここ

で，奎 Young図形 D（入）＼D(μ)の各行に高々 1つの正方形しかないとき，入／μは

垂直帯であるという．

(iii) i = 0, 1,..., 2nに対して， l（灼））::::;h. 

(iv) i = 0, 1,..., nに対して，入i2i)::::;w. 

(v)各 i=l,2,...,nに対して，（I入(2i-1)1-|入(2i-2)1)+(1入(2i-1)I-|入(2i)I) E { °'i, °'i -1} 

である．

定理 4.6 の証明．まず， S~m,w](x) における ”1四・・心n の係数は＃ CSTab（入［m,w]) であ
る．また， TECSTab（入［m,w])に対して， jj[m,w]（入）上の周期的標準盤 Tの転置をとり，
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D(T（入））に制限することにより，自然な全単射 CSTab（入［m,w]）→ CSTab(T（入）［w,m])が

得られる．よって，（7)の左辺における x立2・ ・ ・Xnの係数は，

区＃CSTab(T（入）［w,ml) = L # CSTab（入［m,w])= #CSTabn(m,w) 
入EParn(m,w) 入EParn(m,w)

に等しい．

一方，定理 4.7において 0:1= ・ ・ ・ = O:n = 1のときを考えると，条件 (v)から，次のい

ずれか 1つが成り立つ：

(v-1)入(2i-2)＝入(2i-1)＝入(2i).

(v-2)入（2i-2)＝入(2i-1)であり， 1入(2i-1)I =|入(2i)I + 1. 

(v-3)入（2i-1)＝入(2りであり， 1入(2i-1)I =|入(2i-2)I+ 1. 

よって， 0:1= ・ ・ ・ = O:n = 1のときは，定理4.7の条件をみたす分割の列は，入(0)，入(2)，入(4),

...，入(2n)から定まり，（入(2i)『 E VTn(h,w)である．従って，（7)の右辺における
i=O 

Xげ2 ・・ •Xn の係数が VTn(h,w) に等しいことがわかる． ロ

最後に，次の問題を提示して本稿を終える．

問題4.8.定理4.6を組合せ論的に証明せよ．つまり， CSTabn(2h+l,2w+l)とVTn(h,w) 

あるいは NNn(h+ 1) n NCn(w + 1)の間の全単射を構成せよ．
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