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量子ホール系のプラトー問転移

- グローバルな対称性による考察一

広島大学 工学部 谷口伸彦

1 はじめに

2次元電子系に強磁場をかけると､ホール伝導度がe2/んの整数倍または分数倍

に正確に量子化される(量子ホール効果)｡このことは絶対零度において､外部パ

ラメータ (=磁場の強さや不規則性の大きさ)を変化させると､数多くの基底状態

が存在し､これらの量子ホール状態間を遷移する数多くの量子相転移(プラトー間

転移､量子ホール転移と呼ばれる)が存在することを意味する｡ 1｡

本研究では､グローバルな相図に存在する近似的な離散対称性を利用し､量子

ホール系のプラトー間転移を考察することを目的とする[1】｡以下では､スピン自
由度が無視できるスピン分極した状態のみを考え､スピン自由度の効果は考慮し

ない事にする｡

これまで蓄積されてきた実験結果[2]や数値計算の結果【3]をまとめると､以下

のようになる｡

1.観測されている相転移は2次的な量子相転移｡

2.整数量子ホールプラトー間でも､分数量子ホールプラトー間でも､相転移の

臨界指数は同じ値であり､"超普遍的"である｡

3.転移点における抵抗pgrやコンダクタンスの値亀 には､ある種の規則性があ

る｡例えば､o･呈T(1- 0),- gr(2- 1)符0･5,pgx(1- 0)Ft;P呈s(圭一 o)牝1･0
といった関係が存在する2｡

4.実験で観測されている臨界指数はfC-1/I/I FS0.42-0.48程度で､動的臨界指

数ZはzFt;1｡つまり臨界指数L'はl/Ft;2.ト2.4である｡

5.数値計算は､電子間相互作用のない乱れた電子系に関して行なわれており､結

果はl/-2.35±0.05およびirrelevant方向のスケーリング指数yirr-0.38を

与える｡ただし電子間相互作用がないのでZ=2である｡i/の値は実験値と誤

差の範囲内で一致するが､Zの値は異なる｡

1量子ホール系では､(乱れた)Wigner結晶への相転移もあるが､本研究 では考慮しない｡
2以下､コンダクタンスはe2/hを単位として無次元量で表す0
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2 2パラメータスケーリング理論と対応則

量子ホール系のプラトー間転移に関しては､観測されている多くの現象に対し

て､系統的な理解と解析手段を与える､2つの相補的な考え方がある｡1つが､整

数量子ホール効果を考察する際に導入された2パラメータスケーリング理論であ

り､他方はKivelson-Lee-Zhangらにより強調された､対応別と呼ばれる相図の近

似的離散対称性である｡以下では､これらの2つの概念が正しいと仮定し､その

帰結を考えることにする｡

2パラメータスケーリング理論[4,5】によると､繰り込み群(RG)のベータ関数

は(olxy,0･xx)の関数であり､その様子は図1のようになる｡複素化された無次元コ

ンダクタンスT-qcy+igxxを定義し､(qxy,C,cc)の代わりに(T,チ)の2パラメー
タを使い(デは丁の複素共役)､複素化したベータ関数β(T,千)を次式で定義する｡

β(T,千)≡品 畠 +i畠 (1 )

量子相転移近傍の臨界現象は､転移点(例えばTc≡(1+i)/2)の近傍におけるベー
タ関数の振る舞いから決定される｡実際､臨界指数Vとyi汀 は次式により決まる｡

β(T,チ);W -1Re6T-iyirrlm6T+･･･ (2)

Pruiskenは､トポロジー項を含む非線形シグマ模型においてインスタントンの寄

与を考慮することにより､ベータ関数をImT-gTr≫ 1の領域において求めた｡

その結果は次の通りである(C,Dは定数)0

β(T,千)光一壁 - ｣三一
Im T (Im T)3

- iD(ImT)ne-2iqf, (3)

他方､観測されている量子ホール状態の階層構造と､その間に起こる相転移の

超普遍性を説明するために､相図における離散対称性の存在の重要性が指摘され

てきた[6]｡特に､Kivelson-Lee-Zhangは､複合粒子措像における(1)偶数磁束の

付加､(2)Landau準位のシフト､という2つの(離散的)対称変換を､相図におけ
る状態間の対応別と考え､磁場と不規則性を変化させた時の相図として図2を得

た｡Tで考えると､この2つの対応別は､SL(2,Z)の生成元T:T-T+1､およ

びS‥T- -1/7-と次のように関係する[6]｡

T:T- T+1(Landau準位のシフト); ST2S:三一三-2(偶数磁束の付加)･

つまり対応別が示唆する(理想的な)グローバル対称性とは､TとST2Sによって

生成されるSL(2,2:)の無次元部分群のことであり､この部分群は､数学において､

ro(2)と呼ばれる【7]｡

-153 -



研究会報告

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Pxy

図 1‥(左)整数量子ホール効果の2パラメータスケーリングのRGAowsの様子｡㊨

は転移点､◎は安定相(量子ホール状態と量子ホール絶縁体)を表す｡

図2:(右)Kivelson-Lee-Zhangによるグローバルな相図｡横軸 pryは磁場､縦軸 pTX
は不純物に対応する｡

3 ro(2)一対称性的なRGaows

対応別による離散対称性が厳密に成立すると考えると､整数量子ホール効果の

RGRows((図1)をIlo(2)-対称化することにより､分数量子効果と整数量子効果の

両方を統一的に記述する繰り込み群の様子を措くことができる(図3)[8]｡整数量子

ホール効果の相転移点はTc-(1+i)/2であったので､等価な点TTc(但し7∈r｡(2))
はすべて相転移点になる｡図3が示すRGaowsは､最近の実験 [9】で観測されて

いる双対性や半円則をも自然に説明する｡

具体的に､ベータ関数が変換7-(霊)∈ro(2),により"不変である"ということ
は､次の関係を満たすことを意味する【10】｡

β(㍗,Tf)-盟 -(cT･d)-2β(T,千)･ (4)

一般にSL(2,Z)の部分群に対して､上記の性質を持つ関数を重さ(-2,0)の保型関
数と呼ぶ｡つまり､Kivelson-Lee-Zhangの対応別が成立するとの仮定の元では､量子

ホール系の繰り込み群のベータ関数を求める問題は､式(3)で与えられる丁-+∞

の挙動を持ち､T穴ゴ7-Cのまわりで式(2)と振舞う､r｡(2)の重さ(-2,0)の保型関数

を求める問題に帰すことができる｡

4 量子ホール系の非摂動的なベータ関数

興味深いことに､上述した量子ホール系のベータ関数は､最近素粒子の分野で

活発に研究されているⅣ-2超対称Yang-Mills理論における非摂動的な取り扱い

(Seiberg-Witten理論)と関係する｡ これは､この理論の低エネルギー領域に存在

する離散対称性が､ro(2)そのものであるためである｡Seiberg-Witten理論におい
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図3:r｡(2)対称化した2パラメータスケーリング理論のRG鮎wsの様子｡⑫は相
転移点｡

ては､Ⅳ=2超対称という非常に強い性質の帰結として､ベータ関数はTの正則

関数となる｡ この場合､繰り込み群関数はF｡(2)という離散対称性とT- +i- の

漸近形だけでほぼ決定してしまう｡一方､量子ホール系については､このような

〟-2超対称は存在しないので､式(3)から明らかなように､ベータ関数は正則関

数とは限らない｡しかし､式(2,3,4)を満たす関数は十分特殊なものと考えられる｡
以上の条件を満たす関数を具体的に求めるため､特にベータ関数に陽にImTが

現れないものを考え､次の形を仮定する｡

-i

β(T,千)-吉宗
石｡ p(f,ア)

(¢1+Ado)(亭1一頭｡)Q(f,7)'
(5)

ここで､関数f(T)-一明(OIT購(OIT)/19g(OIT)ばro(2)の元で不変である.40,1は､
重さ(2,0)の保型関数で次式で定義される｡

1 _芸 ne2in打丁
bo(T,千)≡三二+16打∑ImT■ー〉‥∠-1-C4inTT In=1

Cく)

姉 )≡1+24∑
n=1

ne2in汀丁

1+e2in灯丁

PとQはT-+i∞ でP/Q- 1を満たす多項式であり､その具体形は

ア(∫,ア)-J十ア+
2(∫-
7TA
ア) 1

ラ , Q(i,f)-i+I+
2(∫一′)
7rA

(6)

(7)

であるoi0,1は､保塑性より7--Tcで零点を持つので､式(2)の挙動と一致するた

めには､この零点をp/Qの零点によって取り除いてやらねばならない｡これより

A-2C｡/7TV1-77g(ただしC｡-I18(1/4)/647T4)と選ぶ必要があることがわかる｡

T宍ゴTcの周 りでのβ(T,千)の挙動を調べることにより

47TCo ,̂0.0. (C.-1)√了召
～～2.12; yirr-

(1+ co)訴了膏'Y~●▲~' ylrr- 47rC0
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という実験の観測値と誤差の範囲内で一致する値を得る｡

5 結び

本研究では､相図における離散対称性を利用することにより､非摂動的なベータ

関数を具体的に求める試みを行なった｡式(5)で与えられるベータ関数が式(2,3,4)

の性質を満たすことを直接示すことができ､また得られる臨界指数も妥当なもの

と考えられる｡しかし､この関数形が一意性的に決まるのか､また更に条件を課

さねばならないかなど､今後解決すべき問題も多い｡
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