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第 2章 BCS理論

§2.1 BCSハ ミル トニアン

Bardeen,Cooper,Schrieffer(BCS)1)は凝縮対の角運動量Pが 0で スピン
'}

一重項のみを考えた｡ここではあとで液体 JHeに応用するために2キ 0の場合 も含んだ

形のBCS理論を紹介するO弱い相互作用のあるFPrmi気掛 ま平面波で記述するのがよ

いO即ち-粒子状態はfly2exp(i土工)× (スピン函数)であるo

第二量子化の形で書 く｡ apo(ap+a) を上p)-粒子状態の消滅 (生成)演算子とする一ヽ■′ 一ヽ■′
と,反交換関係は

+
〔apo･ap′O,〕.- 6pp′βoo,～ ～ 一ヽ-～
lapo,ap,0,]+-lap+0,apt,0,]+-oiこ▼: i=■ウ :ia i=ウ

ノ､ミル トニアンは

<
I

H= 吾,ep apoapo
+

PO Y r一ヽ-1

+忘 晶 V(!'aE+･1,2 0 a;,Ty 2,0′ aヱ′･1,2,0′ aエーy 2,0
(2.i)
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但しcp- p2/2m, Vは運動量を保存する任意の弱い相互作用 (V≪ EF) とす■■ヽ-1
る｡

第二項において p, p′, q による和のうち運動量保存のため二つの和のみが独立にiこココ iこ:'ウ iこ=J
<

でき 0rfi2)の寄与を与える｡よって <H> ～ 0(fi)となる.

相互作用の内で正常相で寄与があるのは q-0(Hartree項)と p- p′(Foch項)i::▼コ :a iこコ｢

であり,相転移がおこると他の項がきいてくる｡例えば結晶では q-K,(K は逆格iJ a i;▼コ

子ベクトル), BCS状態では p- - p′ が大切である｡'～ ～

よってBCSハミル トニアンは

< < <

HBCS-T+ Ⅴ

<

T -kEoe k a～■■ヽ■′

十

a

kα kα
～ ～

< 1 +

V-甫 kEk′V(tk-k′Z)ak+o a一旦o′a-k′0′ ak′0
:ia i.=▼:

i刀 i=ココ ｣.::1;一ヽ】～
oo/

となる｡

相互作用項に寄与する粒子はm rmi 面近くのものであるから JkJ- Lk′J- kFiこ:▼: i=▼;

としてよい｡このときⅤは もegendre展開できて

CK⊃

Ⅴ - V(n･n′)- ∑ (22+1)vepL(cose)～ ～ i-0
(2.2)

但し cosO-三･5', ユ ニ i/ Ⅰ土Iである｡このVを evenpartと odd
partに分けて別々に考えよう｡

(i) evenpart (2- even)

董 veven'三･三′) a主oa-+皇0,-董veven (一三･E'' aI皇o a呈a,

- 君 Ⅴ｡ V ｡n (三･i' ) ak+q′ a二kg (反交換関係を用いた)n iこコ:一ヽ■′
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もし 0- 0′ならば 君 veven ak+a alk0,- 0･ よ-て 2-evenの場合に-一ヽ■′ 一ヽ■′■■ヽ.′
平行スピンのときのみ寄与する｡

(ii) oddpart (2-odd)

+

君Vodd(1･エ ′) aこo a一旦q′一ヽ■′ 一ヽ■′

1∩.__ ′ 一､ 十 十I l __ / Jヽ l I
一言若くⅤ｡dd(ェ･5')akoa_ko,+V.dd (-n･n')a_koako,I～ '～

十 十

-‡君tv.｡誼 ･エ′) ak+aa_ko,I(-1)(-1),V.｡d(T A,)ak'o′a_+koJ+

:a Gi;▼: iこ▼コ

-言責vodd(ェ･ヱ′)tai+a a-+io,･ ai+o′ a:ioI
こんどは o- o′も可能となる.

l (a呈↑ a-+!了 a之↓aニ皇↑)- S-1,Sz-0に対応
十 十
a

ak † - k †i■:::モ: m

+ 十

akJ a-kJiJ J

以上から次の事がわかる｡

‡

2- even: スピン一重項

2-odd : スピン三重項

⇔ S- 1'S - 1 に対応Z

⇔ S- 1･S - 1 に対応Z

これは Pauli原理の結果であり,直観的にも明らかである｡以下では煩雑 さを避けるた

め運動量 k のベ ク トル記号 を省略する｡一ヽ■ノ

§2.2 2-evenのときのBCS理論
2,3)

< <

大正準集団にうつ り Ld≡ H - pN を最小にする｡ (LLは化学ポテンシャルである｡)
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Ld - kEo㌔ ak+aako+去 Ek,Vkk′ak+↑a-+k↓a-k′↓早k′↑

但 し

一ヽ.′

ek - 〟 - ek,Veven(ェ･t')- Vkk′

と定義 した｡又,相互作用の項の塊 が消えたのはスピン和をとってしまったからである｡

(k†,-kり という平面波状態の対を考えると,自由Fermi気体の場合には次の

四つの状態が可能である｡ (表 2-1)

表2-1

表 示 エネ′レぎー スピン 運動量 熱平衡での存在確率

(1)bothempty (0,0) 0 0 0 1

(21kTfull,-klempty (1,0) ●■ヽ■′ek - 与 ,I)- ilk cxp(-～k/ kBT)

この四つの状態は二粒子の平面波状態を老えるときには完全系をなすから任意の状態を

これらの状態で展開することができる｡上に与えた存壷確率は熱平衡状態のものである｡

但 し規格化因子 (1+2exp(-㌔/kBT)+ exp (-2ek/kBT)i-1を落としてある｡
一ヽ■′

相互作用のあるときには

(k′†,-k′り - (k†,-kり

という散乱がおこる｡したがって

<nlak+Ta二k la _k ′lak′Trn> キ 0

であるためにはどちらの対状態も部分的に占有されていなくてはならない｡ (即ち,
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partlyfullandpartlyempty)｡ この相互作用によって (1'0)と (0'1)の状

態は影響を受けないが, (0,0)と (1'1)は大きな影響をうけまじり合 ってくる｡

BCS近似 (factorizati叩 近似),これはBogoliubovによって正当化された,を

用いると

<nlak'Tatkla_k′Jak′Tfn>- <nLak+Ta_+klln><nla_k′lak,TJn>
もしも粒子数保存があればこれは零となる｡しかし,今粒子数保存条件をはずし

て大正準集団で老えているので有限に残る｡

ここで△kを次の様に定義する｡

1

△k≡~盲 E, vkk′ `n Ja -k′ lak′Tln>

するとハミル トニアンは次の様にkについての面として書ける｡

(2.3)

LH - EoekakOakO - ∑(△ka+kTaIk↓+△k#a-k↓ak↑J = 烹Hk
～ +

k

Hk ≡ 8～k(a:↑ak↑+a二k↓a_kJト (△kak+Ta_k↓+A*ka_klak↑ ) √2･4)

一l■■′

(0･1)と (1･0)は Hkの固有状態でエネルギー Ekをもつ (自由気体と同 じ)o
(o･0)と (1,1)は Hkの固有状態ではないO相互作用があるため適当な線形結合が

固有状態になるo (0･0)と (1･1)を基底としてHkを行列寿声すると

(0,0) (1,1)

H k - ㍗ [ -: ∴ ; ≡ k ]

固有値をよとすると永年方程式は

Tl(2㌔-i)- J△kJ2-0
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これを解 くと固有値 と固有函数は次のようになる｡

′■ヽ■′

A - ek± Ek , Ek≡

♂ k
◎ 十 =

Ⅰ△kJ2+(6～k±Ek)2

～2
ek+Ⅰ△kI2

10,0>-

iJ

ek±Ek

l△kL2+(Ek±Ek)2
一ヽ■･

[1,1>

(2.5)

(複号同順)

～ ～ ～ ～ ～
ek-Ek< ek,ek+ Ek であ る か ら◎ - が基底状態になる0位相因子を除いて

Tk - +- ゐとき ◎- - Jo･0>

Tk - - 00 のとき ◎一 一 11,1>

となる｡つまりFermi面から遠 く離れたところでは自由Fermi気体 と同じになる｡

結果をまとめると表 2-2になる｡

表 2-2

エネルギー スピン 運動量 熱平衡での存在確率

(1)Gr′oundⅠ'air(G.P.) 一ヽ .′ek- Ek 0 0 1

(2)JBrokenPair(B.P.〕 一ヽ...′Ek 12 もk exp(-Ek/ kBT)

(3)BrokenⅠ)airrB.P.) ～ek 12 ' -ilk eXp(-Ek/ kBT)

但 し, GP,BPはそれぞれ◎ ◎+のことである｡ GPからBP-励起するときお声'~I

びBPからEPに励起するときには Ekのエネルギーが必要であることがわかるo 従 っ

て BP, EP を準粒子 と考えて良いように思える｡ しかしEPの状態は p- 0' S- 0
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ゆえ正常状態の性質 (二流体モデルの言葉でいうと常流体成分からの寄与による性質)に

は寄与 しないので準粒子 とみなさない方がよい｡

次に△kを計算 しようO そのためには期待値<nEa-k′ Jak/Tln> を知る必要があるo

△k′(Tk′-Ek′) △k′(Tk,-Ek′) △k′
<a-k′Jak′†㌔ p=~

<a-k′lak′†>EP

吉△k′J2+(㌔′-Ek,)2 2Ek′(Ek′一㌔′)2Ek′
●

△k′(㌔ ′+Ek′) △k′

JA k′f2 + (Tk′+Ek′ )2 2Ek′

<a-k′Jak′†㌔p=0

･ △k-一言E,vkk′ip｡p 'Ek′ト pEP'Ek,n

この式では熱平衡は仮定 していない (Pは確率 )0

熱平衡 を仮定すると

1

PGP

PEP

従 って

1+2e-E/kT+e-2E/kT

-2E/kT
e

1+2e-E/kT + e -2E/kT

1-e
-2E/kT

∴ ㌔ p ~ PEP
(1+e-E/kT) 2

･kニーiE,vkk′△k′

- tallh
E

2kBT

tanh(Ek′/2kBT)
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これをBCSのギャップ方程式 という｡

§2.3 S波のギャップ方程式の解

2- 0の場合を考えVkk′- COnSt--Voと仮定しよう｡
(i) T-0では tanh(Ek′/2kBT)- 0で奉るo V.>0(つ ま り引力) で
ないとギャップ方程式は0でない解 をもたないo弱結合の場合 (NoV｡<< 1)には

･･(o) ≡ 2 ec expト 読 )

となるo ここで N｡ - ‡ (豊 )で 亡｡~は k積分発散を止めるために入れた切断エネ

ルギーである｡

(ii) Vo>0 でもある温度 (転移温度 Tc)以上ではギャップ方程式は 0 でない

解をもたない｡ Tc は △-0とおいて求められる｡

1

1=盲 Vo誉t
tanh(Tk/2kBT)

これから

kB Tc- C･ec exp'-a )

C= 21 二 1.14 (γ≡ 1.78 Euler定数)
7Z'

ギャップのふるまいをまとめてお くと

7r
7 kB､T｡ ≡ 1･76 kB T｡

ここで ((x)は (函数である｡

(T-0)

直 言C ,y2≡3･2kBT｡(I-fc)y2(T≦T｡)
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§2.4 S波のBCS状態の物理的性質

(i)スピン帯磁率41
外部磁場HがかかったときGP'EPはスピンをもたぬので影響をうけない｡ (但 し一ヽ■..′

,o(H2) の影響はあるがここでは無視する｡) 一方BPは影響をうけエネルギー が変

わる｡

1

(2)Ek→ ･t;k一首 〟H -

1
(3)Ek→ Ek+言 岬

このため平衡状鹿の存在確率は

-(Ek-ipHIykBT
Pk(2)-

P k r3 ) -

1+{ (Ek-ipH)/kBT+ ｡-'Ek･ipH)/kBT.{2Ek,/kBT

｡-(Ek･i誓:VkBT

1+e-(Ek-i〟HレkBT.e-(Ek･ipH:VkBT.e-2E{ kBT

となる｡分母-の磁場の寄与は 0(H 2)となるので分母ではH- 0としてよい｡

分母 - (1+e-Ek/kBT)2

磁化 Mは次の線に求まる｡

･-∑tpk,2- pkr3)弓 〟k

･-∑

1
- IL
2

k (1+e-E{ kBT)2

(｡-(Ek-ipHIVkBT一 言 (Ek+÷pH:VkBTI
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1

- 吉 〟 2H君軒

1
ここで ∑→ -

k 2

1 2

I･･~~1"/i

-Ek/kBT

(1+e-Ek/kBT)2

.I-de として計算する と

⊥〟 2H∑

吉IT::de元 首 sech2-生
1

2kBT

CX3

- i p2(芸:)･lide ⊥ sech22kBT

第 1章の (1.6)式から

1 1

百2kBT cosh2(Ek/2短T)

(E ≡

xn - l p2 (票) (xnの nは正常相 を示す)

であるか ら,

I - xn f(T) (2･8) f(T)

1

Clこ)

f(T)- ./･de⊥
0 2kBT

E
sech2 -
2kBT

(正常状態では frT)-1)

frT)は Yosida(芳田)函数 とよばれる

(2-1囲)0

62+△ 2 )

T/Tc

2-1囲

(ii) 常流密度

Landauによるや り方で pn の式を導こうo今回転板 の速度 を vn とするo全運動量
一ヽ■′

が Pである状態の熱力学は 〟 - 〟 - v P とすれば記述できる｡ すなわち確率･_～ n一､一一ヽl■′

∝ expfJ FJ-Vn E)/kBTIo GPと FJPは ヱ- 0であるやゝらpnへの寄与は一ヽ■.′

ない｡̀ BPからの寄与を考えると

-300-



Fermi液体 ･非等方的超流動体 ･液体 3fleの新 しい相について I

E(2)→ Ek′- 1lvn土′■ー′

E(3) → Ek + 負 vn土■■ヽ._′

よって,

P(2) ∝ expf-(Ek一 色 vnk)/kBTI一ヽ.1■

P(3) ∝ expt-(Ek+ 負vnk)/kBT-iiこ:▼コ

以下の計算は xの計算と同様にできる｡

£ - ∑輿 (vn･土 )両 sech2(是 )

2

k ～

2-0のときには Ekは等方的ゆえ角度平均ができて

£ - 言 V～nh2kF2{E右 sech2(蓬 ‖-i vR (bkF,2(慧)f(T)
1 っ .,, 2 .,.1Jk､. 1

P

pn ≡ iた -義 (負kF)2(意 )f,T)
n′ヽ■′

自由Fermi気体の式 (1.8)を用いて

N
p = - m f(T) = p f(T)
tl i'1

すなわち,

〟

n = f(T)= X

(2.9)

/J XI)

Fermi液体効果を老えるとこれは正 しくない (- §3.3)0

§2.5 2キ0の一重項ペアリング

2 - 0の場合にはギャップ方程式は△- const と仮定できて 1つの自明でない解が

求まった (- §2.3). 2キ0の場合には,ギャップはFermi面上での kベ ク トルーヽ■.′

の方向 n の函数とな り (△ 〔n))ギャップ方程式の解は一意的に定まらない.一番安定i.こ▼: i=■■ヨ
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な状態は自由エネルギー最少の状態であるから,以下では自由工未ルギーを考えること

にす る｡

F ± E- TS- Ek- TS+V

(i) 相互作用項についてはBCS近似を用いて

】

Ⅴ-盲 kEk, <ak+Ta-+kla-k′Jak′T>Vkk′
1

一 石 kEk′<ak'.alk↓><a-k′↓ak/↑>Vkk′

以下では△kを変分パ ラメタ･◎kを試行函数 と考えるo §2･2の結果を用いると

<ak+Ia-+kJ> -
△『 Ek
tanh

2Ek 2kBT

･ Ⅴ-去 kEk,Vkk′(完 tanh碁 H k tanh意 )

(ii) 運動エネルギー項については

E k -∑(nk † + n -k J ) ekk

B.P.:

G.P.:

E.P.:

nk† +∩-kl= 1
ek

nk† +∩-k1 - 1--lll._

nk† + n-kJ- 1

PG
P{∑

kニk
mh

･1寺 + 2PBP+PEP (1+か Ek

8k

= 君 gk(1-両 tanh
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(iii) ェントロピー項

S-誉sk

SkニーkB∑PnPnPn≡-kB(PGPPnPGP+2PBPPnPBp
∩

+ pEP‰ PEP)

-ik(tanh蒜 - 1)+ 2kB 瑞 (1+{ Ek'kBT)

ここでQkを次のように定義 しようo

Qk
△k Ek

㌻打 tanh-2 k13T

自由エネルギ-は次のように書ける｡

F･- cons.+立て△kQk*+△芸Qk- Ek- 2kBTPn(1+eTEk/kBT)1k
1

+盲 kEk′Vkk′QkQkX′･

また

f-Ek+ 2kBT Pn (1+e-E{ kBT)

∂f

とお くと 句 -Qk* から

f- J●(Q『d△k+ Qk d△『 )

･ F- const+∑t△kQk#+△k*Qk-IQk*d△k-k
1

- JIQkd△k*巨 石kEk′Vkk′QkQ芸′
部分積分を行な うと
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F- const+∑tI△kdQk隼IAk*dQkI･去kEk′Vkk′QkQk#,k

∂Q苦
からBCSのギャップ方程式

1

△k +盲 E,vkk′ Qk′=0
が求まる｡

以下では次のように書きかえる｡

誉-'i (豊 ) J deI器

I莞 p- ermi 面上での曇 の方輿 に1-いての角度平均

Qk- Q(n･e)一■l.∫

△k - △rn)一■■■ノ

Vkk,- V(n･n')一ヽ-′一ヽ■′

またV(n)を次の様に定義するo一ヽ.∫

v(n)≡‡ (詰 ) I °eQ(n･E ) ≡ 居.Q k～ ′ /1l- ～

これを用いて自由エネルギ-を書きかえると

F- const+(./霊 J(△(n)dqf#(n)+A*(n)dV(n))一ヽ■′ 一ヽ-′ 一ヽ■′

･ 去.rJ 莞 S 'V(h･n′)4'n'謡 (n,)′■-′一ヽ-′ 一ヽJ (2.10)

Tc- T≪ Tcのときには △ が小さいからV (n) を△-で展開して･△ 3のオーダ一一ヽ.′
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E｡ tanh(Er且,e)/2kBT)

2 ､de/一 一ニーJ-Ec 2 E(且･e)

- KlrT)△ rn)- K2(T)(△(n)J2△(n)i:Ft :a iこ▼:

までとる｡

V ,i)≡‡ (票 )△ (n)Jc～ _6

ここで,

Kl,T,≡ ‡ 農 )Ie

K2rT)≡ ‡ (富 )

ectanh (e/ 2kBT) 1
26 2

2 ーdE′(2kBT)2

de

･窯 )･Ah(蒜 )> o

B,B-･t∞dTxト fx(等 土)I,0

これを (2.10)に代入すると2≒0の場合にはⅤ(n,n/) の項がめんどうになるので一ヽ■′■■■■.′

逆に△ (n)を V(n)の函数として解き,自由エネルギーをV(n)を使 ってあらわそうO■■-.1 一ヽ-′ 一ヽ■′

Vに関する積分を実行して

F--ICOnSt･所 信 ･V(i"2･‡ 器 願 ,i,L4

1

･去 jJ.'= 3 '叛 ,V ,1,,V,三･t,)

米
(2.ll)

Kl,K2>0だから Ⅴrn･n′)の Legendre展開 (202)の係数 Vl の中に負のもの一ヽ■′′ヽ■■
があればV の二次の項が負になりうるo 以下ではあるPに対 してVz<0として他の

2'(辛 2) についてはVc′- 0とおこう｡ (一番引力的なところのみ考えるO) する
と V (n)を球函数で展開したとき, V(n,n′)の項に寄与するのは2番 目の部分波成【■;::▼:iこコ:

分のみであるoそこでV を次の形に仮定する｡
I

V(n)- V i fL(ユ)一ヽ■′

但し,
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fL(ェ)- fL(e･甲)-∑-am Yem (0･甲)
iii]

IlfL(C,P)(2慧 - 1 (規格化)

これを代入すると自由工東ルギーは

メ

F - const･(哀毒 + vi )町 2･-

1

2

K2(T)

町 T)4

zvLf2 の係数を 0とおけば,転移温度 Tcがきまるo

Kl(Tc)- 葦 (･:vZ<0)

･'･Tc- 1･146cexpt-
N(0)押jJ

(2.12)

町 4.rL･fe(ユ)r4些47T
(2.13)

I , N(0)-去 (豊 )
(2.14)

T≦Tcで(Tc-T)による展開を行なうと･ lyL12の係数は

(T-Tc)diT (読 )-

T~㌔

TcKl(T)2

ユ (in-)
2 dE

となる｡

Kl(㌔)-Kl,K2rT｡)- K2 とおけば

rI'~rTゝ

F- Fo(T,I-一 ･‡ (: )fVL .2･甘 ve肋 fe(1"4dRTcX12 4W
ここで

EL- pnu
聖
d(
-丁 軋.J勘と定義すると,

F- F o(T ) +等 卑 2･i

K2

三 二‡:f二
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これは一般的なGinzburg-Landauの自由エネルギーの形

1

F - Fo(T)+a(T)JEJ2 + T b(T日 E L 4

になっている｡ただし

arT)-
T-T

Tc

b rT ) - (訂1
(2kBTc)2

BIJfc(a)f4

(2.16)

普通は場の理論の手法を用いてGinzburg-Landatiの式を導くことが多いが,ここでの

べた方法は2≒ 0のときに便利であるo特に b(T)の中に.l･lfe(e･p)14dq/47Tが

入 っていることに注意してほしい｡

この結果を用いてT一㌔ での熱力学的性質を調べよう｡

(a) T>Tc のとき

E8- 0が自由エネルギー最小を与える｡つまり正常相であるo
(b) T<Tc のとき

JELl2--a/b が自由エネルギー最小を与え･
1 a2

F (T )- Fo(T)-- -2 b

となる｡Tcでの比熱の飛びは

△cv-cs-｡n-Tc‡ (詰 )2-ユ ニ (豊 )竺誓bTc'

但し

2
7T

C -
n 3

△C

k孟 T｡(%), に I･fe,i))4莞

v 12 1

C 7r2B G
n

二日
= 1.420-

応
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応が大きいほど自由エネルギーは大きくなるから 応 が小さい方が安定であるo (つま

り比熱の飛びが大きいほど自由エネルギーは小さくなる｡)また規格化条件 ｢2･12)が

あるから, n ≧ 1であるo

次に色々なPの値について考えてみる｡
(D P-0rBCS)のとき fC-1であるから ぷ=1となるo

(ii) 距 0の場合には一般に fLが複素数の方が E は小さくなる｡

(a) 2- 2のとき

2

m--2 am Y2mf2 - ∑

とおいてどのような tamJに対 して 応が最小になるか調べてみるoAnderson と

Morel3)によると表 2-3の様になる｡

表2-3

-f2(エ). 応

(1_) Y22.∝ (nX+ iny)2 10/7

(2) n三十 e2打in;+e4打in…(cubic) 10/7

K= 10/7を与えるようなD波の函数は他にもたくさんあって,簡単なBCS理論か

ら導いた自由エネルギー (2.15)では安定状態は非常に縮退している｡もう少し一般的

な立場から老えると,安定状態はほぼ伽 か (2)に決まることがわかっているo

(b) 2≧ 4のとき K の計算は複雑なのでどの状態が安定になるかはまだ解決して

いない｡

液体 3H｡の場合,2-evenならば 2- 2 の可能性が最も高いと考えられているO
(せいぜい2-4まで考えればよいと思われる｡)

最後にT-0の場合に触れておこう｡内部エネルギー
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E- 君(Ek寺 +去 kEk′QkQk" kk′(Qk-完 )

を計算すると

.r-△(E,)122nLA(i)Ldfi

を最小にすればよいことがわかる0 2- 2のときにはT～Tc では (1)と(2)が縮退 して

いたが, T-0では(2)が最も安定になる｡.(Andersonと Morelが T-0 の議論も

詳 しくしている｡)

§2.6 三重項ペアリング (2- odd,S-1)

(k†,-kl)の対だけでなく rk†,-k†), (kJ,-kl)の対もあらわれる｡まず

EqualSpinPairing(ESP) と呼ばれる状態を考えよう｡2･3主の状態は.S =±1Z

の対のみをもつ｡

S-1･ Sz-1 : (k†,-kり

S- 1･ Sz--1: (kJ,-kl)

簡単な理論では二つの対は独立と考える｡ V†(ェ〕～ <a-k†ak†> 甘心(p,) ～I

<a-kJakJ> とおくと自由エネルギーは

F-FtVTミ vTI･ FtVJミ町

の形になるから,一重項の場合 と同様な議論ができるo即ちT～Tcでは

応- Jlfi(ェ)l4d比/47Tを最小にすればよい0 2 - 1ならば fl としてYIO∝ (nx

+ il一 )をとれば 応- 6/5 とな り自由エネルギーが最小になる｡しかしスピン帯磁率
y

は一重項のときと全 く異なる. S'-0のときにはGP,EPはどちらもスピン零 であ っ

たのに対 し, S-1のときは 10,0>はスピン零, Il,1> はスピン 1だからLG.P.

も 且.P｡もスピンをもつ｡つまりGPも EPもともに分極に寄与する｡ そ の結果スピ

ン帯磁率は2-2図に示す様に正常相 と同じになる｡詳 しくは §2.8を参照｡

以上が E,SPの場合であるが･ 鮎 1ianと Werthamer6)によるとS-1,Sz- 0

なるクーパー対ができた方が自由エネルギーが低 くなる可能性がある｡少なくとも2-1
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のときにはそうである｡そこで次のように Z/xn

Vqo,(ユ)を定義するo

VH(p,)≡ ∑<a_ k †ak †>
fkl

VJJ(1)≡ ∑ <a-klakJ>
lkf

VH (1)≡ ∑ <a-kJak†>lkI

- VJ†(ユ)

(2-.18)

但し <a_klak†> は 2-odd の部分

波成分のみとっているから

2-2図

<a-k↓ak†>ニー<akJa-k†>

なる性質を使 った｡

(これと対比させて書けば一重項のときには

甘†Jrユ) ≡ ∑<a-kJak†> = - V J†(i〕lkJ

である｡)

<

V を二行二列の行列 として次のように定義する.

<
V (n)-
一■■′

VH (ェ) 甘†J(i)

V =(i) VJJ(i)

(2.19)

r2.20)

<

V は対称行列であるが複素行列である｡これを用いて相互作用項を書きかえよう｡

･-忘kEk′Vkk′i<ak+Ta-+k隼k′↑ak′↑>+<ak+la-+k↓a-k′Jak′↓>
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+ 2<ak+I a-+kJa-k′Jak′†>l

二去J.r慧･d4-g'Ⅴ(ユ,1,)(VH,ェ)軒 1,)+ 町 1,軒 1,)

+ 2VT血 )棉 (n～')I

< <米

21Q .r.rd4-S･d4-S'V,n･n′)T,tV ,1)V (n,"～ .～ 1 ～ ～

<

V (n)は対称行列であるからスピン座標系を適当にとることにより対角化できる｡ 新 し一ヽ■′

い表示で

輿 (甘↑1.㌦ ∴ ))

但し固有値は一般には複素数である｡

この形を使えば自由工東ルギーは 2- evenの場合と同様に計算できるO特にEkと

S-の寄与はFermi面上の各方向 nでの値の和になる｡一ヽ■′

Ek(ユ)-TS(ユ)- ∫(Ek†,Ek†)+ f(Ekl､,Ek上)

但 しFermi面の各方向ごとにそれぞれ別のスピン座標軸をきめなくてはならない点は不

便である書) T≦ T｡ では簡単化されて

2 1 K2(T)

Ek'!ト TS'E)=‡{毒 JVH(E''･盲KTJ vITJ41

･iホ ･V血 )･2･l X 4'町 4,

註) Fermi面のあらゆる方向に対して共通のスピン座標を選び,なおかつあらゆる方
A

向でVが対角的であるものをESPと呼んだo
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-言 K弄 {仲 H (1'12+,V↓↓̀l''2}

1 1

･lKS '･再 ↑,i,･4° vll,i,･4,

1 1 ^ 1 K2(T) 1 ^

- 7 可 否 Tr 仲 'n)'2+ 7 両 i TrlV'n)I4
■■ヽ■′ ′ヽ...′

ところが トレースは座標系のとり方によらず不変である｡よってこの最後の表式はスピ

ン座標系のとり方によらず一般的に成立する｡ したが って

1 <

F-Fo(T)+ Id4警 吏k ,TtTrJv(ェ)J2
1
+-
2

1

+ 盲

Id4-S 器 iTr ･V(A,f4

<

.I./ 4diwi･d4-g′V(A,A ,)‡ T,甘(A,V (i,)

< <米

(2.21)

この式は一重項のときの自由エネルギー ｢2.ll)において

EV(裏 12-‡ T,li(A,Ⅰ2, fV,A,Ⅰ4 - ‡ Tr･&,A)l4,

1 <

V,n)折 n,)一言 T,V(n)鎖 n,)～ .･～ II I ～ ～

とおきかえたものになっている｡実はこの表現は⊥重項の場合にも使える｡一重項のと

きには

<
せ =

であるから

0 V†J

VJ† 0

0甘†1
-V H 0
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可 'V : L2 .V: い 2

‡T,鎧 米 - L町 2 , ‡T, 16,4 - LV↑↓･

-

とな り (2.ll)に帰着する｡

また一重項と三重項がまじりあっているときにも使える｡こ･のような状態が自由エネル

ギーを最小にすることはないと思 うが, この間題は目下議論されている段階である｡

一重琴の場合と同様にV(且,1')の Legendre展開 (2･2)の係数Veの中に負のも

のがあれば･恥 0となるこ とによって自由エネルギーを下げ うる｡以下でtîVeく 0

となる2のみとり出して考えるo (2′≒PについてはVj ′ - 0とするo) V も球函
数で展開し2番目の部分波成分のみ考えればよい｡

< <

V(n)- mE am Ycm(旦)ii:ヲコ

転移温度Tcは次の条件できまるo

l Ve

Kl(T｡)
+1手 = 0

Tcの近くで 1/宜 1(T)を展開すると･

1 1

Kl(T) Kl(T｡)･(- C)＼diT '& )

1/寵 1(T｡)の項と.V(n,n')の項は消し合 うので自由エネルギーは次の形になるo～ ''～

F- F｡(T)+ a,T)･l'4dS‡T,JV,ユ)･2+‡ β,T,.1莞 i-T,･V,A)･4
<

(2.22)

ここで a(T)∝ rT-Tc)であるO ((2･15)と比べよO)2- 1のときの安定状態

は,
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VH (ェ)∝ - nx+iny

VJJ(ユ) ∝ nx+in･y

V †J(ェ) ∝ nz

である｡もちろん空間座標を回転 してもかまわない｡たとえば Ⅹ軸のまわりに 600 回

転した函数

V..,A) - -nx + i(喜ny-､箭Z)

vli(ユ) - nx･ i(i ny一号 nz)

V′7,I i

V†J(A) ∝ す ny + 一 m2 Z

も同じ値を与える｡

<

行列V(n)はスピン座標軸の回転に対してあまり便利な表現ではないので, Balia,n一ヽ■′
と Werthamerによるもっと便利な表現を紹介しよう｡ (この表現は一重項と三重項の

<

混 じった状態にも使えるが,ここでは三重項だけを扱 う｡)V(n)は二行二列の対称■■■-～
行列であるからPauli行列を使って次のように分解できる｡

<

甘(ェ)- i∑ oiOydi(A ) - (
-dx(ェ)+ i dy(A) dz(丑)

dz(ェ ) dx(i)+idy(且) (2.23)

このように定義された drn)はスピン座標軸の回転に対してベクトルとしてふるまう｡J～～

一般に旦/は複素数であるoこのとき,

lTr･V(E),2 - 痩 ,i)

TrJV(i)l4 - 痩 (A)I4 + ぜ (且) × 旦 (且)12
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ちなみにェネルギー ･ギャップ△ も二行二列の行列にな り励起スペク トルは

<

E2(n)= 62 + tA (n)J2一ヽ-1 一ヽ.′

となる｡これは軸の回転で対角化可能である｡

§2.7 drn)の物理的意味71一ヽ■′一ヽ■′

(i) a(n)の大きさ:Cooper対の波動函数の振巾一ヽ■′一ヽ■′

(ii) d√n)の方向 : 適当なスピン座標系を選ぶことによって dz(且)-0とできるo:■.=■:iJ
すると,

<

V (n) - (i■■::■ウ

VH 0も
0甘JJ

(2.24)

即ち･ < a-k†ak†> キ 0, <a-kJakl>キ 0, and <a-kJak†> ≒ 0 となる｡

ペア リング軸 をこのように選んでやれば d(n)はこのペア リング軸に垂直である｡■▲Ji.=l■コ

これだけでは dの意味が完全に説明されたとは言えない｡ 大別すると二つの場合があ■■■■■ノ

るが,それぞれについてもう少 し詳 しく議論する｡

(a) d(n) × d米(n)キ0(ノン ･ユニタリー)の場合一ヽ←′■ヽ■′ 一ヽ■′ ■ヽ■′

(2.24)の表示 を使えば

JVH (且)J2-Jdx(a)J2+ Jdy(且)J2+ 2Imdx#(iL)･drn)y～'

Jv lJ(ェ)L2- Jd (n)12 +Jd (n)J2 - 2 Im d芸 (旦 ) ･d (n )X～ y～ y ～

上向きスピンと下向きスピンのCooper対の振巾はちがいその差は

叫 座 )12- 1V↓t,a)J2-4-㌔ d…,且)dy(1)- 2i(t,1)×㌔√旦))Z
最後の結果は寿示によらない｡つまりCooper対は d X d米 に比例するスピン分極 をも～ .～

つo

(b) d(n)×d米(n)-o (ユニタリー)の場合一ヽ■′一ヽ■′ 一■- ′■ー
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任意の位相因子を除きdは実ベク トルである｡よって軸の回転によりi:Fウ

Odz
<

甘 rn) - (iJ d 0Z

とおける｡この座標系では 日 ,JJの Cooper対はなく †↓+ J†の Cooper対のみ

存在する｡即ち S- 1･ Sz-0の状態のみが存在 していることになるo (この結果は

どのような表示でも同 じである｡)

LLたがって且の方向に対 して Cooper対のスピンは 0になっているO即ち S-.1,

S｡d- 0 である｡;■■こt :i=▼コ

ユニタリーの場合には自由エネルギーの四次の項は単に Id(n)[4 となるからFermii=l■i::■:

面で Jdl2をできるだけ一様にした方が安定であるo一ヽ■′

(例) P波イC- 1)のユニタリー状態註)

(1) d√n)- E会sinO ｡i¢(An d｡,Son-Brinkm｡n-M｡r｡1(ABM)i=±コi::▼: i::Tt

state)

<
Ⅹは空間に固定 した任意の単位ベク トルである｡一ヽ-′

<

t2) d(n〕- E zxn (Planarstate)a A iJ :a

(1)及び(2)の場合の自由エネルギーは

F- Fo,T)+a,T" f･2 + 吏 聖 ･‡ Lfl･42
(2.25)

となり,四次の項が大きいので次に説明するBW より不安定である｡ (fdrn)I4即ちi=:▼コi=:t:

sin40 の角度平均から 6/5がでる｡)

(3)A(ェl- Eェ (Balian-Werthamer(BW)state)

Jd(n)J2= lEI2 , Id(n114= fEl4～ .～ ～ ～

誌) §2.6で導入 した用語を使 うと,(1)と(2)は共にESPである｡
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F- F.,T)+ a(T)IEJ2 + 旦㌢ lE,4 √2･26)

td12が F｡rmi 面上で定数であり,1V12- ｡｡nst(一ヽ■.′
0

1

1

0
) である｡ かつ

E2rn)= 62+ J△(n)f2- 62+ ｡.ns12｡ つまり自由エネルギー,励起エネルギーーヽ■ノ ーヽ.■･

共にBCS理論と同じである｡

P波のときにはこの状態が一番安定である｡

状態 (2)から状態(3)-はユニタリーな状態のみを通 って連続的に移行することができる

が,状態(1)から状態(3)-行 くには途中で必ずノン ･ユニタリーな状態を通 らざるを得

ない｡この観点からみると状態(1)は他の二つと異なった状態である｡

以上を2-3図に示す｡

2≧ 3の場合にはどの状態が安定かについての普遍的な結果は知 られていない｡ ユニ

タリーの場合に限れば･ (一旦f2)2を最小にすればよい｡ (IdJ2が Fermi面上で定数■■ヽ■.′

になりうるのは2- 1 のときのみであるO)

2- 3については Bartonと Moore8)による議論があるが,多分 BW 状態 (即ち

日 , ll, 日 + 日 の三つの凝縮対がすべて存在する状態)が安定になる｡

§2･8 ス ピン帯磁率 x と常流体密度 pn

S波のBCS理論では x と Pn はそれぞれ (2･8)I (2･9)で与えられたo ここで

は 2キ0の場合を考えよう.

-(1) 2- even(キ0)のとき

E2- 62+ J△rn)J2■■ヽ.′

ここで△ (n)は複素函数でFermi面上の方向による｡従って′lヽ一･

l土(ユ)

ユ ニ f(T)≡ J意 j一毒 sech2-xn 2LkBT

一方 βn はテンソルとなるo
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Arrowsare

inplaneofpaper

Arrowsarepartly

perpendicularto

planeofpaper･

刀 ヽ

† 悠 :I: J l

(1)‖ABM‖

Ak)-蛋(nx+i-ny)

(Z成分を加えると

r)orlunitary)

(2)"planarJ'
<

d(n)-ヱXヱ J:i::▼:iこ▼一

(Z成分を加えても

unitary)

(3)"BW‖

d(n) - i一ヽ-′一ヽ■■

2-3図 Z軸方向からみたdrn) rFermi面をⅩy平面に射影 したもの)'～～

号 .r.rpo:rs言ah?:sdireecltioen.芸芸tar;espoe;ts 2tOa:dhisc: ･)
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･‡ )ij- 漂 竺 艮 ･r毒

β

2
V

<

βrl. 1 .〟
(プ)≡TTr(‡)-∫(T)

(2) 2q odd のとき

(a) ESP

d (n)-0 即ち †1+ J†-
Z 一ヽ_

す る｡従 って磁場をかけても対凝縮に影響

がない (2-4図)ので xzz=xnとなるo
ところで zxx はあまり意味がない｡その

理由は次のとお りである｡ Ⅹ軸に平行な外

部磁場をかけるとき,二つの可能性が考え

られる｡

千

(i) スピンの量子化軸を固定 して帯磁

率 を計算する｡

(iD スピンの量子化軸をかえてもよい

として帯磁率を計算する｡

(i)のように考えるとxzzと xxx は

ちが ってくる｡ しかし磁場をかけると量子

化軸は2-5図のように変化するのが自然

である.これが本当の基底状態になるd 従

って真の xは等方的である｡

ri)の方法で計算すると

H//d√n)なら x-XBCS-Xn:a i::▼:a

f(T) (x に対 してほ †J+ 日 と

†1- 日 は同じであるO)

H⊥d(n) なら x- xn:d :aiこココ

sech2
E(旦) pF

V = - n
2kBT, 一 m米 こ

(2.28)

0' よって 日 と JJ の凝縮対のみが存在

H- 0

宿

Hキ0

2-4図

日 日 -⇒

rH- 0)
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xii - .rXii(ェ )d4-g≡xn.r f ij (T ･･t ) 諾

〔1-J三 二 sech2

(2.29)

d芋(且)di (A)ド. , ｡ 6 . 2 E'丑)

fii(T･'n)-8･･- Re-J -～' lJ
Jd(n)J2 J2kBT -~~-L 2kBT一ヽノーヽノ

E(旦) - J亨 +､吟 (n)下 (2.30)

(b) BW state(2- 1)
(2.29)式はこの場合にも成立する｡ l△ rn)I2が n に依存 しないので～ ～ .p～

Si了 〔 1 - f rT )〕 ReJ 慧
d苧(n ) d.(n)
u i- EJi-

Jd(n)E2一■■′

d(n)-En ゆえ′■ヽノーヽ一1 ′ヽ■′

xi,-Xn∂ij ti +了 f/(T)戸)
1

つまりスピン量子化軸を固定しても等方的になるo Pn は (a)･ (b)いずれ

のときにも (2.28)と同じ形の式になる. 勿論E(n)としては (2.30) を用iこ丁コ

いる｡

但 し (2.29)(2.30)はユニタリーの場合にのみ成 り立っ式である｡ここで△ rn)はJ iJ
<

2×2行列 △(n)から一■■.′

<

△ (n) = i
一ヽ■′ ∑ oiOy△ i(ヱ) ((2･23)参照)

i-Ⅹ,y,Z

註)
特にT-0では gij-‡xn 6ijとなるo 一般に, rBW状態とは

Idf,A)di(A)/ 1班 )12 dQ/ 4W- 与 Sii となる状態である｣と定義すれ

ば,この性質はP波に限らず成立つ｡
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で決められるベク トルである｡

§2.9 双極子相互作用の効果

1

dD - す ifJP2t

ヱi･ヱj 13(li･ニij)(lj･ニij)

Jriif3 Jr i i f5

(2031)

ここで 〟 は磁気モーメントである0 3Heの場合双極子相互作用は熱エネルギー kBTに

くらべて非常に小さい｡

■-

2

･㌢ > ～ 10~23 erg～ 10~7K << kBT

Lか しこの項は系の状態に大きな影響 を与える｡ (特に第6章を参照)

二体問題のときLと Sをきめると LuDは次のように表現できるO

1
〟D - 〟2<->1=葛i,3nL (2L-1)(2L+3)tと･旦,圭･旦弓 )

(2.32)

1

一 丁 L(L+1)S(S+1)I
I

(n はL,S以外の量子数)

故に S-0(一重項)のとき-yD - O o S-1(三重項)のときはL⊥S とすれ一■ヽノ ■■■ヽ.∫
ば LdDが最小になる｡つまりJ-Lが一番安定であるO

この様子を2-6図に示す｡

E

dipoleあり

J-L-1

J-L+1

dipoleなし
(J-L+1,L,L-1は縮退)

2-6図 ･
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非等方的超流動体の場合にも

2- evenなら S-0 で dDの効果なし

2= odd なら S=1 でHDの効果は大きい

となるはずで卒るo 今度は多体問題であるから･LFD を第二量子化 して老えるo

Fourier変換 して d(n) であらわすとi=A

LH,-constI慧･慧′(班 )守 ,n～,,I3(q･drn))(;.d米(nつ)I
<

～ ～～ ～ ～ ～

^ エーエ′
ここに q-'～

In-n/I一ヽ-1一ヽ■′
である｡

(2.33)

もしd(n) - ∑ am Yen (ユ) の形であれば簡単化できて■■ヽ■′′ヽ■′ litl

LH,-const仁農 tJdrn)･2-3fn･d(n)･21), (const>o)～ ～ ～ ～ ～

(2.34)

よってできるだけ n ⊥d(n)とすると安定になる｡一ヽノ ーヽ■′一ヽ■′

LJUD が存在せずハ ミル トニアンが回転不変ならば drn)を d(n) を回転 した状 態hni:::■ウ aiこ▼:
< <

R旦(ェ), 旦(聖 ) はェネルギー的に縮退 している｡ -UD を老えるとこの縮退が少

なくとも部分的にとける｡例 を次に与える｡

(1)ABM state
<

drn)- 三(nx + iny)一ヽ■′一ヽ.-

回転 した状態として例えば

< <

Rd(n)- エ(nx+ iny )i=:▼:iZ

< <

d(Rn)- 三(ny + inz)～ 一ヽ■′

①

<

があるが LXDを考えると④ が一番安定であるo (●/ェ悠 )ヱ(nx+iny) も ②

と同 じェネルギーをもつが外部磁場H(♂ 2)があるときには不安定となる｡註1〕iこヨ i=▼コ
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(2)ESP state
<

drn) - z X ∩～ .～ ～ ～

す-でに d⊥nゆえ回転 しない方が安定｡i.=■▼コiこ:lウ

(3)BW state
< <

drn)- Roュ (Ro- rotationofcos-1(一射 aroundanyaxis)が一ヽ■′一ヽ■ノ

安定｡

この場合 には回転軸の選び方についての縮退が残 っている｡しか し外部磁場を

かけるとこ.q'縮退 もとける禦 )

この章ではV(n･n′)- VzPe(cosO) と仮定 してきたが一般にはV(n･n′)=～～ t/ t/ ～ ～
<

亨 vjPe(cose)であるから色々なPの成分がV(n) の展開叫 に入 ってくる可能一ヽ■′

性 もある｡一般には

< <

V (n) - ∑∑aim Y em(ユ)
～ Lm

一重項 と三重項が混 じることもあるかもしれない｡これはまだ議論されている段階にある｡

多分この様な状態は不安定であろう｡

註 1) 外部磁場の自由エネルギー-鴫 与は,磁場が弱いとき･一書聖x聖 の形に
なる｡ xは (2.29)で与えられるテンソルである｡したがって,外部磁場による異

方性の効果は ,

了 Xn.1莞

1
ld(n)･I-ll2

〔 1 - I 三 二÷ sech2
de ヮ E(ェ)

ldrn)12 ＼ ~ ■′ 2kBT 2 kB T

の形になる｡つまり,なるべくd⊥H となる方が自由エネルギーが低 くなる｡in iこ▼コ

註 2) 磁場によって drn) がゆがむ効果まで老兵ると初めてこの縮退が解けるoこのl～ ～

効果は小さいので,安定状態はゆらぎやすい｡
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第3章 寿命,強結合および甘ermi液体効果

第2章ではふつ うのBCS理論 (弱結合理論)について述べた｡ 本章ではBCS 理

論を越える効果を議論する｡すなわち,真のハミル トニアン (2.1) のうちペアリング

相互作用だけをとるBCS近似以上に進んだらどうなるか,という問題を老える｡この

間題を完全に解 くことは出来ないので,表題に掲げた三つの効果を現象論的に取 り出し

以下これらについて順に述べる｡ (この三つの効果だけで真の-ミル トニアンの性質を

尽 くしている訳ではないが,今までに老察されているのはこれだけである｡)

§3.1 寿命効果 1)

正常Fermi 液体のLandau準粒子は他の準粒子と衝突するため,有限の寿命 Tをも

つO準粒子のエネルギーを6,エネルギー巾をIl(～負/r)とすると,

千
6-kBT ならば r～T2/EF
E>> kBT ならば Il～62/EF

であるo詳 しく言 うと･相互作用 Vの大きさが EFの程度であるとして,次元解析によ
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