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1 導入

本論文では、バナッハ空間において一般化された直交性の一つである Birkhoff直交性に

ついて述べる。ここで述べられる主な結果は、 Komuro-Saito-Tanaka[12]に既に発表済み

であるため、詳しい証明等については参考文献に記載の論文を参照されたい。

さて、ヒルベルト空間における通常の直交性をバナッハ空間へと一般化する方法は数多

くあるが、本論文で採用される Birkhoffの方法は、特に、最短距離や接線等の幾何的な概

念との結びつきが強い。

定義 1.1.X をバナッハ空間とし、 x,yEXとする。そのとき、 xがyにBirkhoff直交す

るとは、すべてのスカラー入に対して llx 十入YII~llxll が成立することを言い、 X 上BY で
表される。

定義からわかるように、 X上BYは、 xを通る y方向への直線と原点との間の距離が、 X

において最短になることを意味している。また、 llxll= 1であるとき、 X上BYであるこ
とと、直線{x+入y:入はスカラー｝がXの単位球Bxの接線であることとは同値である。

さらに、バナッハ空間の単位球の接超平面 (supportinghyperplane)とバナッハ双対空間

内の接汎関数 (supportfunctional)とは対応しているから、 Birkhoff直交性はしばしば接

汎関数を通しても論じられる。

もちろん、ヒルベルト空間においては、通常の直交性と Birkhoff直交性とは同値とな

る。また、一般のバナッハ空間においても、 Birkhoff直交性は、次の点でヒルベルト空間

における直交性と類似している。

(i)すべてのxEX¥ {0}に対して、 Xl_B M となる Xの超平面M が存在する。

(ii) X l_B yならば、すべてのスカラー a,(3に対して、 axl_B (3yとなる。

一方で、 Birkhoff直交性は、直交性として持つべきいくつかの性質を持ち得ない。例え

ば、次のような点で、 Birkhoff直交性はヒルベルト空間における直交性と相異なる。

(iii) X上BYであっても、 y上BXであるとは限らない。
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(iv) x..lByおよびXJ_B Zであっても、 XJ_B Y + Zであるとは限らない。

Birkhoff直交性をはじめとしたバナッハ空間における直交性の諸性質については、 Alonso-

Martini-Wu [1]が詳しい。また、特に、 (iii)については、バナッハ空間Xにおいて、 dimX2: 

3かつ XJ_B Y⇔ Y J_B Xであるとき、 Xはヒルベルト空間となることが知られている。つ

まり、ほとんどすべてのバナッハ空間において、 Birkhoff直交性は大域対称性を持たない。

この強力な結果の存在により、近年に至るまで、 dimX= 2の場合を除いてBirkhoff直交
性の対称性を追究するような研究は行われてこなかった。しかし、 2005年に、 Turnsek[15] 

によってBirkhoff直交性の局所対称性の研究とその応用が論じられて以来、 Birkhoff直交

性の対称性が再び注目を集め、盛んに研究されるようになった。

最近の研究で用いられている次の概念は、 Sain[13]及びSain-Ghosh-Paul[14]において

尊入された。

定義 1.2.Xをバナッハ空間とし、 xEXとする。そのとき、 xがBirkhoff直交性に閑す

る左対称点であるとは、 yEXかつ XJ_B YならばYJ_B X となることを言う。

定義 1.3.Xをバナッハ空間とし、 xEXとする。そのとき、 xがBirkhoff直交性に関す

る右対称点であるとは、 yEXかつYJ_B Xならば XJ_B Yとなることを言う。

これらの定義は一見似通っているが、それぞれの持つ意昧は全く異なる。実際、次のこ

とが知られている。

定理 1.4(Turnsek [15]). Hを複素ヒルベルト空間とし、 B(H)をH上の有界線形作用素

の全体が成す環とする。そのとき、 AE B(H)がBirkhoff直交性に関する右対称点であ

ることと、 Aが等距離作用素または余等距離作用素のスカラー倍であることとは同値で

ある。

定理 1.5(Turnsek [16]). Hを複素ヒルベルト空間とする。そのとき、 AE B(H)がBirkhoff

直交性に関する左対称点であることと、 A=Oとは同値である。

他にも、 Birkhoff直交性及びその派生に関する局所対称性の研究は様々に行われており、

例えば、 Arambasic-Rajic[2, 3, 4, 5], Chmieli丘ski-Wojcik[7], Ghosh-Sain-Paul [8]等が知

られている。

本論文では、特に Turnsekの結果に着目し、より一般のフォン・ノイマン環において

Birkhoff直交性の局所対称性を論じることで、左対称点と右対称点それぞれの本質を探る

ことを目的とする。

2 準備

本論文で取り扱うバナッハ空間は、すべて複素バナッハ空間である。 Xをバナッハ空

間としたとき、 xiはXの双対バナッハ空間を表す。汎関数fEXハ{O}がXの単位球
Bxの接汎関数であるとは、ある xE Bxに対して Ref(x)= 11111となることをいう。ま
た、このとき、 fはxにおいて Bxに接するという。汎関数fがxにおいて Bxに接する

とき、集合x+kerfはxにおける Bxの一つの接超平面を与える。次の結果は、 Birkhoff

直交性と接汎関数とを関連付ける。
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補題 2.1(James [9]). Xをバナッハ空間とし、 x,yEXとする。そのとき、 X上BYであ

ることと、 f(x)= llxll及びf(y)= 0を満たすBxの接汎関数fE Xiが存在することと

は同値である。

この結果は、 Birkhoff直交性の幾何的な言い換えを与えるだけでなく、 Birkhoff直交性

に関する技術的な議論にもしばしば応用される。

本論文における主な対象は、フォン• ノイマン環とその前双対であり、フォン・ノイマ

ン環とは特殊なC*環である。バナッハ環辺がC*環であるとは、バナッハ環としての演

算に加えて対合A→ A*が定義され、すべてのAE辺に対して IIA*All = IIAll2を満たす

ことを言う。ここで、対合とは、すべてのA,BE辺及びすべてのa,b E (Cに対して

(i) (aA + bB)* = aA* +切＊，

(ii) (AB)*= B*A*, 

(iii) (A*)* = A 

を満たす写像を指す。 Hがヒルベルト空間であるとき、 B(H)はC*環の例を与える。ま

た、 Gelfand-Naimark-Segal表現により、すべてのC*環は、あるヒルベルト空間Hに対

して、 B(H)のC*部分環であると見なせる。

Hをヒルベルト空間とする。そのとき、 x,yEHに対して、 B(H)上の汎関数Wx,y(A)= 

〈Ax,y〉が定まる。これらの汎関数が成す族{wx,y:x,y EH}に関する弱位相は、 B(H)上

の弱作用素位相 (theweak-operator topology)と呼ばれる。 Hに作用するフォン・ノイマ

ン環とは、 B(H)のC*部分環であって、弱作用素位相に関して閉であるものを言う。フォ

ン・ノイマン環は、常に恒等作用素Iを含む。

Rをフォン・ノイマン環とする。そのとき、 X'=Rを満たすようなバナッハ空間X

が、等距離同型を除いて一意に定まる。このXを冗の前双対 (predual)と呼び、 Riで表

す。より具体的には、 Riは冗上の正規汎関数の全体とすればよい。ここで、 fE冗iが正

規 (normal)であるとは、それがB冗上で弱作用素連続であることを言う。

B(H)においては、 Birkhoff直交性はもう一つの有用な特徴付けを持つ。

補題 2.2(Bhatia-Semrl [6]). Hをヒルベルト空間とし、 A,BE B(H)とする。そのとき、

A旦 Bであることと、 IIAx』→ IIAII及び〈Axn,BXn〉→ 0を満たすH内の単位ベクト
ル列(xn)が存在することとは同値である。

この結果は、作用素の極分解を通して議論を正値作用素の場合に帰着する際に用いられ

る。ここで、 AE B(H)が正値 (positive)であるとは、すべてのxEHに対して〈Ax,x〉2':0 

が成立することを言い、 A2". 0で表される。これは、次の条件のそれぞれと同値である。

(i) Aは自己共役（つまり、 A*=A)で、び(A)c股＋を満たす。ここで、 O'(A)はAのス

ペクトルを表す。

(ii)ある作用素Bに対して、 A=B*B。

(iii)ある正値作用素Hに対して、 A=H凡
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この (iii)を満たす正値作用素Hは、正値作用素Aに対して一意に定まり、 Al/2と書か

れる。

各AE B(H)に対して、 IAI= (A* A)l/2と定められる。また、 VEB(H)はV*Vが直交

射影であるとき、部分等距離作用素 (partialisometry)と呼ばれ、 V*Vを初期射影 (initial

projection)、VV*を最終射影 (finalprojection)とそれぞれ呼ぶ。 E,Fが直交射影であり、

ある部分等距離作用素Vに対して E= V*V及びF= VV*となるとき、 EとFは同値

であると言われ、 E~Fで表される。 AE B(H)のとき、初期射影と最終射影がそれぞ

れA*及びAの値域射影 (rangeprojection)であるような部分等距離作用素Vを用いて、

A=VIAIと書ける。これを Aの極分解 (polardecomposition)と呼ぶ。冗がフォン・ノ

イマン環であり、 AERであるとき、 V,IAIERがわかる。その他、作用素環論の基礎事

項については、例えば、 Kadison-Ringrose[10, 11]等を参照されたい。

3 フォン・ノイマン環における局所対称性

ここでは、フォン・ノイマン環において、 Birkhoff直交性に関する左対称点と右対称点

の特徴付けを与える。いずれの場合も、作用素の極分解を通して議論の簡略化ができる。

そのために、いくつかの準備を要する。

補題 3.1.Rをフォン・ノイマン環とし、 AERとする。 AがVERを用いてA=VIAi 

と極分解されるとき、 IAI..lB BとA..lB VBとは同値である。

冗を環とするとき、 Rのすべての元と可換であるような Rの元の全体を、 Rの中心

(center)と呼ぶ。特に、 Rがフォン・ノイマン環で、直交射影PERがRの中心に属す

るとき、 Pは中心射影 (centralprojection)と呼ばれる。中心射影について、次のことが

成立する。

補題 3.2.Rをフォン・ノイマン環とし、 A,BE冗とする。 PE冗が中心射影であると

き、 AP丑 BとAP..lB BPとは同値である。

3.1 左対称点

フォン・ノイマン環における Birkhoff直交性の左対称点を研究する上で、 Arambasic-

Rajic [5]による次の結果が良い出発点となる。 （実際には、より広いC*加群の設定で示

されている。）

補題 3.3(Arambasic and Rajic [5]). Rをフォン・ノイマン環とし、 AERとする。も

しAがBirkhoff直交性に関する左対称点であるならば、そのとき、凶及び IAりはいず

れも冗の極小射影のスカラー倍である。ここで、 EERが冗の極小射影であるとは、

ERE=<CEを満たすことをいう。

この結果により、左対称点は非常に強い必要条件を持つことがわかるが、これが十分条

件とならないことは、定理 1.5から明らかである。つまり、 IAI及びIA*Iが極小射影のス
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カラー倍であっても、 Aが左対称点であるとは限らない。以下では、この極小性にどのよ

うな条件を付加すれば左対称点の特徴付けが得られるのかを述べる。このとき、次の結果

が重要な役割を果たす。

補題 3.4.nをフォン・ノイマン環とし、 AE'RはBirkhoff直交性に関する左対称点であ
るとする。直交射影E,FERがEF=O及びE+F=Iを満たし、ともに Aと可換で

あるとき、 EA=OまたはFA=Oが成立する。

命題 3.5.nをフォン・ノイマン環とし、 AE'RはBirkhoff直交性に関する左対称点であ
るとする。そのとき、 Rの中心射影P,Qで、 P+Q=I及び次の条件の一方を満たすも

のが存在する。

(i) IAI = IAIPであり、かつ、 1川はRPにおいて Birkhoff直交性に関する左対称点で

ある。

(ii) IA*I = IA*IQであり、かつ、 1馴はRQにおいて Birkhoff直交性に関する左対称点

である。

これにより、フォン・ノイマン環を中心射影を用いて分解した場合、左対称点はその構

成要素のうちの一つにのみ含まれることがわかる。一方で、すべてのフォン・ノイマン環

は、中心射影によって In型、 II型及びIII型のフォン・ノイマン環へと分解されることが

知られている。ここで、 In型と呼ばれるものは、可換フォン・ノイマン環を成分とする

n次正方行列の全体により表されるフォン・ノイマン環で、 nは任意の順序数である。ま

た、 II型と III型のフォン・ノイマン環については、極小射影を含まないように定められ

ている。従って、命題 3.5より、フォン・ノイマン環における Birkhoff直交性の左対称点

は、少なくとも II型と III型の構成要素には属さないことがわかる。あとは、 In型の部分

を調べればよいが、これについては定理 1.5(特に、 2次正方行列からなる代数M2(<C)の

部分）が本質的である。次の補題を用いて、 2次正方行列の場合に帰着してやればよい。

補題 3.6.nをIn型フォン・ノイマン環とし、 EER, を可換射影（すなわち、 EREが
可換環となるもの）とする。そのとき、互いに同値な直交射影の直交族(E:けが存在して

I~江恥を満たし、また、 EEb=Eとなる bが唯一つ存在する。

この補題を用いることで、すべての n;?:2に対して、左対称点がIn型の構成要素に属

さないことがわかる。従って、左対称点は自動的にh型の構成要素に属することになる
が、これは元の環の中心に含まれるから、左対称点は中心的極小射影であることがわか

る。一方で、中心的という条件を付加すれば、極小射影は常に左対称点となることが示せ

るから、結局、次を得る。

定理 3.7.nをフォン・ノイマン環とし、 AERとする。そのとき、 AがBirkhoff直交性
に関する左対称点であることと、 IAIが冗の中心的極小射影であることとは同値である。

3.2 右対称点

左対称点が極小性（と中心性）により特徴付けられた一方、右対称点はある意昧での極

大性を持つ。実際、次が成立する。



159

補題 3.8.Rをフォン・ノイマン環とし、 AERはBirkhoff直交性に関する右対称点であ

るとする。直交射影EE冗がAと可換であれば、 IIEAII=IIAIIが成立する。

これを用いることで、左対称点の場合と同様に、極分解を通した議論の簡略化が可能に

なる。

命題 3.9.Rをフォン・ノイマン環とし、 AERはBirkhoff直交性に関する右対称点であ

るとする。そのとき、冗の中心射影P,Qで、 P+Q=I及び次の条件の両方を満たすも

のが存在する。

(i) IAIPはRPにおいて Birkhoff直交性に関する右対称点である。

(ii) IA*IQはRQにおいて Birkhoff直交性に関する右対称点である。

辺を単位的C*環とし、 AE辺は自己共役であるとする。そのとき、 AとIにより生成

される別の可換C*部分環は、 Aのスペクトル上の連続関数環C(O"(A))と同一視される。

このことから、連続関数環においてBirkhoff直交性の右対称点を明らかにすることは、非

可換なフォン・ノイマン環における右対称点の必要条件を得る上でも有用である。

定理 3.10.Kをコンパクトハウスドルフ空間とし、 fE C(K)はllflloo= 1を満たすとす

る。そのとき、次は同値である。

(i) fはBirkhoff直交性に関する右対称点である。

(ii)すべてのtEKに対して、 lf(t)I= 1である。

Xをバナッハ空間とし、 xE Bxとする。そのとき、 xが単位球Bxの端点 (extreme

point)であるとは、 y,z E Bx及びある tE (0,1)に対して X= ty+ (1-t)zであるならば、

x=y=zであることを言う。また、 B(H)の元Aが等距離作用素であるとは、 A*A=I

となることを言い、 Aが余等距離作用素であるとは、 AA*=Iとなることを言う。

以上の準備の下、フォン・ノイマン環のおける Birkhoff直交性の右対称点は次のように

特徴付けられる。

定理 3.11.Rをフォン・ノイマン環とし、 AERはIIAII= 1を満たすとする。そのとき、

次は同値である。

(i) AはBirkhoff直交性に関する右対称点である。

(ii) Aは等距離作用素と余等距離作用素の直和である。

(iii) AはRの単位球の端点である。

フォン・ノイマン環の単位球の端点は、ある順序関係に関して極大な部分等距離作用素

であることが知られている。この意味において、フォン・ノイマン環における Birkhoff直

交性の左対称点と右対称点は、極小性と極大性という対極的な性質により特徴付けられる

ことが示された。これが、定理 1.4及び1.5で漠然と見えていた違いの正体である。
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