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本稿では，新しいproperジョルダン・スキームとその隣接ジョルダン代数の構造を紹

介する．詳細については，現在準備中の論文[3]を参照してほしい．

1 ジョルダン・スキーム

Xを有限集合とし， Mx(C)をXで添え字づけられた複素行列全体とする． I,Jをそれ

ぞれ，単位行列，すべての成分が1の行列とする．必要に応じて，添え字によって，これ

らの行列の次数を表すことにする．

S= {A。=I,A1，．．．，心｝ C Mx(<C)を以下の条件を満たす {0,1}—行列の集合とする．

(1) ~畠 Ai= J. 

(2)任意のiE {O, 1,..., d}に対して，tAi= Ai.となるが E{O, 1,..., d}が存在する．

(3)任意のi,j E {O, 1,..., d}に対して， AiんがSで張られる空間に含まれる．

このとき，（x,s)をアソシエーション・スキームという単に， Sはアソシエーション・スキー
ムであるということもある． Sのすべての元が対称行列であるとき， Sは対称アソシェー

ション・スキームであるという．また，任意のi,jE{0,1,...,d}に対して， AAj=AjA 

を満たすとき， Sは可換アソシエーション・スキームであるという．

[1]において， Cameronはジョルダン・スキームの概念を紹介した．彼は対称アソシエー

ション・スキームの定義の条件(3)における通常の行列の積を次のようなジョルダン積に

替えたものをジョルダン・スキームの定義とした．ここで，任意の同じ次数の行列A,B

に対して，ジョルダン積A*Bは

AB+BA 
A*B:= 

2 

によって，定義される．一般に，ジョルダン積は非結合的である．
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(X,S)をアソシエーション・スキームとする． AESに対して，

Ai (Ai=凶のとき）

At :={Ai＋凶 （それ以外のとき）

とおき， S:={人|AiES}とおく．このとき，（x,s)をアソシエーション・スキーム
(X,S)の対称化という．よく知られているように，任意の可換アソシエーション・スキー

ムの対称化はまたアソシエーション・スキームである．一方，非可換アソシエーション・ス

キームの対称化は一般にアソシエーション・スキームと限らない．しかし，それはいつも

ジョルダン・スキームをなす．こうして，あるアソシエーション・スキームの対称化である

ジョルダン・スキームをimproperといい，そうでないときにproperという． Cameron

はproperジョルダン・スキームは存在するかという問いを提示したが， Klin,Muzychuk, 

Reichardによって，properジョルダン・スキームが発見された [6].

本稿では，新たに2つのproperジョルダン・スキームとその隣接ジョルダン代数の構造

を紹介する．このとき，隣接ジョルダン代数の単純成分として，対称行列全体の単純ジョ

ルダン代数以外のものが現れる．このようなジョルダン・スキームは初めての例である．

また，今回の構成法からはこの 2つ以外のproperジョルダン・スキームは得られないこ

とも証明される．

2 ジョルダン代数

ジョルダン代数の一般論については，［5]や［7]を参照せよ．本稿では，脱上のジョル
ダン代数のみを考える．

Aを双線形な乗法＊をもつ恥ベクトル空間で，

1. a* b = b * a, 

2. a2 * (b * a) = (a2 * b) * a, where a2 =a* a. 

を満たすとする．このとき， Aはジョルダン代数と呼ばれる．

Remark. S をジョルダン・スキームとする．このとき，艮S:= ①A，€S良出にジョルダン

積を考えると，ジョルダン代数となる．これをジョルダン・スキーム Sの隣接ジョルダン

代数という．一部， C-ベクトル空間としてのCSを用いることがある．

Aをジョルダン代数とする． 2つの元a,bEAは，任意のXEAに対して，

a*(b*x)=b*(a*x) 

を満たすとき， a,bは可換であるという．ジョルダン代数Aの中心Z(A)を

Z(A) := {a EA：任意のbEAに対して， a,bが可換｝

で定義する．
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VをdimV> 1であり，正定値対称双線型形式fを持つ恥ベクトル空間とする．
トル空間罠①Vに， a,(3E脱，x,yEVに対して，

(al十x)* ((3l+y):=(a(3十f(x,y))l + ((3x+ay) 

ベク

で積を定義すると，（脱①V,*)はジョルダン代数となり，

は単純であることが知られている．

これを艮町Vとかく．賊町V

3
 
基本アーベル2ー群とある性質をもつ{1,-1}ー行列によるジ

ョルダン・スキームの構成

的：＝J2- 12とおく． Gを階数mの碁本アーベル2ー群とする． Gによって添え字づけ

られた {1,-1}—行列 M が次の条件を満たすと仮定する． x ヂyとなる任意の x, y,zEG

に対して，

Mx,xzMx,yzMy,xzMy,yz = -1 

が成り立っ．

XZ yz 

X 

y
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H := C2 X Qとする． ここで， C2:=〈h〉は位数2の群とする．このとき， 3IGI十 1個

の4IGI次行列を次のように定義する．任意の(t,s) EH=  C2 x Gに対して，

叩） ：＝：恥，g),(t,gs)R Lg,gs + ~恥，g),(ht,gs) R Lgs,g, 

ここで， E(t,s),(u,v)しまMH(C)における(t,s), (u, v) E Hに対する行列単位とする．
任意のx,yE Gに対して， Lx,yを

また，

Lx,y := 

I2 

J2 

I2 

K2 

(t = 1, s = 1), 

(t = 1, s -:/ 1), 

(tヂ 1かつ Mx,y= 1)' 

(tヂ 1かつ Mx,y= -1) 

で定義する．さらに，咋，s)を知，s)の定義における， Lg,gsとLgs,gをそれぞれ， Lg,gsK2と

Lgs,g的に置き換えたもので定義する．このとき， s#lなら，び（l,s)=外，s）であることに

注意する．

S := { CT(l,1)外，1)}LJ { CT(l,s)}げ sEGLJ { CT(h,s), CTい｝sEGとおくと，次が成り立つ．
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Theorem 3.1. Sはジョルダン・スキームである．

任意の CEGに対して，多項式fcを

fc：＝どMg,gcXgYgc 
gEG 

で定義すると，行列M の条件から

(~ヽ）（こYh2）＝ど”
が成り立つことが分かる．こうして， Hurwitzの定理 ([4,10.1 Theorem]を参照）より，

M の次数は2,4,8のいずれかであることが分かる．

Example 3.2.次の行列はそれぞれ，次数が2,4,8の場合の行列M の例である．
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GAPシステム [2]によって，それぞれの次数の可能な行列M をすべて見つけることが

でき，それらから上の構成法で得られるジョルダン・スキームはすべて組合せ的に同型

であることが分かる．こうして，この方法では本質的に位数が8,16,32の3つのジョルダ

ン・スキームを構成することができるが，位数8のものはimproperである．以後，構成

された位数16,32のジョルダン・スキームをそれぞれ，J16,J32とかくことにする．

4
 
J16，知の隣接ジョルダン代数

Theorem 4.1.ジョルダン・スキーム Sの隣接ジョルダン代数恥Sは形式的に実なので，

半単純である．

Mn(C)をC上の全行列環とする． TCMn(<C)に対して， Alg(T)をTを含む最小の結

合代数とし， WL(T)をTを含む最小のコヘレント代数とする（コヘレント代数について

は[8]を参照）．また，写像Sym:Mn(<C)→ Mn(C)をSym(a)=a+ taで定義する．定義

より，次の包含関係が成り立つ．

CS c Alg(CS) c WL(CS), CS c Sym(Alg(CS)) c Sym(WL(CS)). 

Lemma 4.2. [8, Proposition 1.6}ジョルダン・スキーム Sがimproperであることと

CS= Sym(WL(CS))は同値である．
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したがって， CS# Sym(Alg(CS))なら， Sはproperである． GAPシステムにより，
ジョルダン・スキームJ16とJ32はproperであることが分かる．

Theorem 4.3. Sをジョルダン・スキーム，恥SをSの隣接ジョルダン代数とする． 1=

釘十e2十・・・十erをAlg(CS)における 1の中心的ベキ等元分解とする． eiが恥Sの元なら

ば， eiE Z(IRS) である．特に，すべての eiが IRS の元ならば，恥S= 〶に。 ei＊屈S は比S

の直和分解である．

ジョルダン・スキームJ16の隣接ジョルダン代数艮J16の構造を考える．いま， dimAlg(CJ15)= 

24であり， Alg(CJ15)の1の中心的ベキ等元分解1=釘＋e2+・・・＋e,は，任意の eiが

恥Sの元となり，

dim己＊罠S=l (i=l,2,...,8), dim沢⑳ ＊賊S=5

を満たす．さらに， eg＊賊S竺罠町配，f(x,y) =ど立iYifor any x = (x1立2心3，四），y=

(Yi, Y2如山）であることが得られる．

Theorem 4.4.ジョルダン・スキーム加の隣接ジョルダン代数恥加の構造は，

罠Jl6~ 8艮①（恥①J配）

である．

同様にして，ジョルダン・スキームJ32の隣接ジョルダン代数恥加の構造も得られる．

Theorem 4.5.ジョルダン・スキーム如の隣接ジョルダン代数恥知の構造は，

艮J32竺16恥① （恥①J配）

である．ここで，任意の X = (x1心2,...,xs), Y = (Yi, Y2,..., Ys)に対して，f(x,y)= 

Li叩liである．

Remark.これらは，その隣接ジョルダン代数が良町Vの形の単純成分をもつジョルダ

ン・スキームの初めての例である．
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