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1 序文

原田予想IIと一般線型群

杉元最大 (MasahiroSugimoto)* 
筑波大学理工情報生命学術院数理物質科学研究群
(Degree Programs in Pure and Applied Sciences, 
Graduate School of Science and Technology, 

University of Tsukuba) 

Gを有限群， Gの既約指標全体をIrr(G)= {x1, ・ ・ ・, Xs}, Gの共役類全体をCl(G)= {K1,・・・,Ks} 
とする．有限群の通常表現に関する次の予想は原田予想IIと呼ばれている．

予想 1([3]).有限群Gに関して，

h(G) = pょ:t:2
i=l 

は整数である．

以下の場合については予想が成立することが確かめられている．

• ATLASにある群[3]

•対称群と交代群 [4]

• Gの全てのSylow部分群がアーベル群[7]

•幕零クラス 2 の群［8]

また， h(G)はGの交換子部分群の位数で割れるという，より強い予想もある．

予想 2([3]).有限群Gについて， G＇を Gの交換子部分群とすると，

h'(G) = 
h(G) 

IG'I 

は整数である．

例として， 3次対称群品の場合は以下のように予想が成立していることがわかる．

1. 3. 2 
h(S3) = ~ = 3, 
1. 1. 2 
3 

h'(S3) = ~ = 1. 
3 

本稿では原田予想IIを有限体上の一般線型群及びユニタリ群について考察し，その場合に予
想が成立することを述べる．

＊本研究は、JST次世代研究者挑戦的研究プログラムJPMJSP2124の支援を受けたものである。
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2 有限体上の一般線型群

GLn(q)をq元体恥上の n次一般線型群とする．瓦をモニックな恥係数既約多項式の全体か

らf(t)= tだけ除いた集合とし， Pを0を含めた整数の分割全体とする．整数nの分割入を
入＝ （ぶ• •ふ）のように整数の非増加列で表す．また，

叫（入)=|{j|Aj = i}I, 

s（入） ＝苫（叫().]+1),

叫）＝ど（i-1）入t
i=l 

とおく．入がnの分割であることを，入f--nや囚＝ nで表す． GLn(q)の既約指標全体と共役類全

体は以下の集合Mn（Fq)との間に全単射があることが知られている [2].

Mn（石） ＝｛u：瓦→PIllvll :=ど |v(f)I deg(!) = n} 
fE石

また， Mn（石）の元vに対応する共役類氏の大きさと既約指標ルの次数は，それぞれ以下のよ
うに表される．

ここで，

叩＝ q(；）叫(q)

rrIE瓦％（f)(qdeg(f)) 

degル＝四(q)II bv(f)(qdeg(f)) 
f€子.q

叫t)= t|入|+2n（入）一s(入)II虹，（入）（t),
i?:1 

l 

b刈t)= tn(入)Il(tいも＋J-1）IIゅぶーr+z(t)―19
i<J r=l 

虹(t)= (t -l)(t2 - 1) ---（炉ー 1)

である．

n = 2,3の場合はTable1,2のようになる．各行に注目すると，必ずしも行ごとに共役類の大
きさが既約指標の次数で割り切れているとは限らないが，qと互いに素な部分だけなら割り切れて

いることがわかる．このことは一般の nについて成り立つ．各vE Mn（瓦）について，

IKvl q(;) 
＝ 

degxv IT麿qav(f) (qdeg(f)) bv(f) (qdeg(f)) • 

である．分割の長さに関する帰納法から次の定理が証明される．

定理 3([9]).任意の分割入について，

(a>..(t)b入(t))―1E Z[t, t―1]. 
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Table 1: GL幽）の共役類の大きさと既約指標の次数

llvll 共役類の大きさ 既約指標の次数

1(1,l)I I 1 I q 
1(2)1 I q2-1 I 1 
l(l)l+l(l)I I q(q+l) I q+l 
21(1)1 I q(q-1) I q-1 

Table 2: GL3(q)の共役類の大きさと既約指標の次数

llvll 共役類の大きさ 既約指標の次数

31(1)1 I q0(q;J -l)(q -1) I (q-l)(q;J -1) 
21(1)1 + l(l)I 村(q3-1) I (q3-1) 
11(3)1 I q(q2-l)(q3-1) I 1 
11(2,l)I I (q3-l)(q+l) I q(q+l) 
ll(l, 1, 1)1 I 1 I q3 
11(2)1 + ll(l)I I q町q+l）（砂ー 1) 砂十q+l
ll(l, 1)1 + ll(l)I I q刈q2+q+l) I q(q2+q+l) 
ll(l)I + ll(l)I + ll(l)I I q3(q + l)(q2 + q + 1) I (q + l)(q2 + q + 1) 

系 4.任意のn2". 2と素数のべきqについて，

h(GLn(q)) E Z[q―1]. 

したがって， h(GLn(q))が整数であるためにはh(GLn(q))のqべきの指数部分が正であれば十
分である．加えて， h'(GLn(q))が整数であることを示すにはqべきの指数部分が付）以上である
ことを示せばよい．

分割や多項式の個数に関する考察によってn2". 6のときに以下の不等式が成り立つことがわか

る[5].

3ど（入）三ご）p(n)
入f---n

:S (;)p(n) + (n -l)2n-2 
:S (;) (p(n) + ~；古 1)

ここで石，n= {f E Fq I deg(!)= n}, p(n)はnの分割の総数である．これらの不等式を用いて
計算することで次の定理を得る．

定理 5.任意のn2':2と素数のべきqについて，

h'(GLn(q)) E Z. 

注意．どn（入）の具体的な数値から次の不等式が成り立つと予想されるが未解決である．

心叫） ：：：：：じ）p(n)for n 2': 7. 
入f---n
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3 ユニタリ群

GUn(q) = {(aij) E GLn侶） I(ai]戸＝ （研）｝を（一般）ユニタリ群と呼ぶ GLn(q)と同様に，
GUn(q)の既約指標全体と共役類全体は以下の集合Mn(Ff)との間に全単射があることが知られ
ている [1,6]. 

Mn（巧） ＝ ｛v:Ff→PI llvll :=ど |v(f)I deg(!) = n} 
fE碍I

ここで互『はlFq2係数の‘‘じ既約＇多項式の全体である． Mn（石）の元に対応する共役類の大きさ
と既約指標の次数から， GLn(q)と同様の議論によってユニタリ群についても原田予想IIが成立す
ることがわかる．

定理 6([5]).任意のn22と素数のべきqについて，

h'(GUn(q)) E Z. 
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