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乱流研究におけるコンピューターシミュレーション

広島大･理 八 幡 英 雄

流体運動をその基礎方程式であるNavier-Stokes方程式を計算機を用いて数値的に解き,気

象予報や乱流現象解明に役立てようとする試みは,Richardsonや vonNeumannに始まると

考えられるが,近年の計算機の高速化 ･大容量化によってこの方向の研究は近い将来相当の発

展が期待される｡勿論ただ単に計算速度の上昇だけによってその発展が可能になるのでなく,

実験測定技術の精密化による未知の物理機構の探索や,数学的あるいは物理的に新しい概念の提

起などが,これと並行して行われなければならないことは言うまでもない｡ここではこれらの

問題点を紹介しながら,乱流研究におけるcomputersimulationの役割について述べる｡

§1. カオス

一般に有限自由度の決定論的微分 (あるいは差分 )方程式の非周期的運動を示す解はカオス･

とよばれる｡確率論においては古くから例えば単位区間 [0,1)上で定義された写像xn- xn+1

-Txn-2xn(modュ)によって生成される数列 (xnIは一般に極めて不規則 ･乱雑であって変

換Tは混合的であることや,また負の曲率をもつコンパクト･リーマン多様体上の測地線に沿

う運動が混合的であることなどが知られていた訳であるから,1),2)ヵォスそのものは全く新しい

概念であるとは言えないであろう｡しかしこれもまた古くから研究されてきた非線型振動論に

おいてFj:,常微分方程式系の解として,定常解として現われる不動点 ･振動解として現われる

limitcycle･複数個の基本振動数を含む準周期的運動を現わす トーラス軌道が基本的であっ

た｡その際,準周期的運動は振動子間の相互作用がある程度強ければ,同期化 (synchroniza-

tion)して単純な振動になることが一般的と考えられ,確率論で知られていたような数学的模

型と同じように乱雑な挙動を示す解をもつ実際の常微分方程式系の存在は否定的に考えられて

いたように思われる.3)したがって体系の示す乱雑な振舞いは一般に非常に多数個の独立な(あ

るいは弱く結合した)振動数をもつ振動子が同時に存在することによると考えられた｡乱流発

生に関する有名なLandauの理論はその代表的な例であるき)この通念を打破したのがLorenz

で,彼は2枚の平行平板間に閉じこめられた液体を下から熟した時発生する対流(B6nard対

流 )を記述する偏微分方程式系において,速度場 ･温度場をフーリエ展開してそのうち3個の

フーリエ係数x,y,Zの満たす方程式
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dX dy dZ 8

- =-lox+10Y,芯 =~XZ + rX~Y,宕 =XY~~Zdと 3
(1)

(rは平板間の温度差を示すパ ラメタ)を考察した5.)この方程式の解はXYZ一相空間において,

o<γ<1の時熱伝導に対応する不動点 (0,0,0),1<γ<24.74の時定常対流解に対応す

る2つの不動点C,C′(±6√乞 ±6√訂,27)によって表現されるが, r -24.74で亜臨界

Hopf分岐が起って定常解は不安定化して振動解が発生する｡Lorenzはr -28の場合 (1)を

計算機によって時間積分し解軌道を追跡した｡図

1は変数Yの時間発展,図2はXY-および孝Z一
相空間における軌道を示す｡運動は不安定化した

2つの不動点C,C′のまわりの不規則回の回転と

相互の乗 り移りによって乱雑になっている｡この
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乱雑運動が数値誤差などの外的な要因によるものではないことを示すため,彼は数値解におけ

るn+1番目のZの極大値Mn十1をn番 目の極大値Mnに対して措き,それが一つの曲線上に分

布することを示 した (図3)｡運動y(≠)が周期的か非周期的かをみる最も簡便な方法は,高速

フー リエ変換 (FFT)を用いてパワースペクトル密度 (PSD)

p(W)-ElflI.TeiWiY(i)di12] (2)

を計算することであろう(ここでrは分解能Aa'-1/Tに応 じて十分長 くとり,Eは異なる初

期値をもつ軌道に関する集団平均とする )｡図4のLorenz模型に対するPSDは線スペクトル

を含まず運動が非周期的であることを示す6.)■

Lorenzの研究は気象学の分野で行われたため長く数学や物理学の研究者に知られず,少数

自由度系におけるカオスの存在を提示 した点ではRuelle-Takensの仕事が重要である7.)最初に

述べた負の曲率をもつ曲面上の測地流における特徴は軌道の双曲性で,これは接ベクトル空間

が指数函数的に増大する方向と縮少する方向に分解されることであり,微分方程式においては

初期値の微小な差がその後の解の時間発展につれて指数函数的に増大することを意味する(軌

道の指数函数的不安定性 ･解の初期条件-の敏感な依存性 )｡軌道が双曲的性格をもつより抽

象的な数学的模型の構成がAnosovやSmaleによって行われたが,Smaleの公理 Aを満たす

力学系は現在最も一般的なもので,strangeattractorとよばれる非周期的軌道をもちうるこ

とが知られているe)その結果有限自由度力学系が非周期的解をもつことが可能であることが明

らかになり,さらにRuelle-Takensは少数個 (2個は除く)の独立振動数からなる準周期的運

動は,一般的にはすでに strangeattractor上の不規則的運動として現われる可能性を示唆

し,これによって乱流発生を理解することを提示した｡これらの研究に刺戟 されて70年代後

半から,おびただしい量の少数自由度微分 (または差分 )方程式系の模型が多くの研究者によ

って構成され,その解の分岐とカオス発生の機構が詳細にしらべられるようになった｡その際

計算機を用いて解の時間挙動に関する知見を得ることは,ほとんど必須の手段であった｡また

カオスが流体乱流だけでなく,化学反応系 ･非線型光学系 ･回路系 ･生態系など広範な分野に

現われる現象として認識されるようになったのも特徴である｡

それらのうちここでは分岐のたびに周期が2倍になる遷移を経て,すなわち周期が1-2-

22一･･･-2n--と2倍になりながら,最後に遷移点が集積 した点でカオスが発生する場合に

ついて述べる(perioddoublingbifurcations)｡このような遷移を起す最も単純な模型は,

Mayが生態学における個体数 ynの世代nによる変動を記述するために用いた 1次元差分方程

式([1-γ/4,γ/4]から自身-の写像 )
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yn.1-9,(yn)-γyn(1-yn),2<γ≦ 4 (3)

あるいは変数変換y-(r/411/2)a+1/2,〟-γ2/4-γ/2により,[-1,1]上で定義され
た

xn.1- fp(xn)-1-pxn2,0<p≦ 2

である90)図5に分岐パ ラメタpの値

に対して,適当な初期値∬Oより出発

して数列 txnIの至闇汁 る値を示す三o)

pの値に対 してp個の異なった値が

存在する場合は,p周期軌道fP(a)

-x,fq(x)≠ x;q-1,-,p-1

を示す｡非周期軌道が軌道の指数函

数的不安定性と関係していることを

確かめるために,Lyapunov特性指

数

7(T,-ij$llogIDgr(9,,-1(0,)f
/log2 (5)

(4)
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(N-105)が計算された(R.Shaw,図6)三o)ここで7(γ)>Oが非周期軌道に対応している｡

(ただし2n分岐の集積点ra,において,全周期軌道は不安定化しエルゴ-ド的であるが,A(γ∞)

-0で軌道は混合的ではない｡)次に2n分岐が起る分岐点pnのfL∞-の収束に関して比 (pn-

pn_1)/(〟n.1-Pn)がnの増大と共に一定値 ∂-4.6692･･･に収束することが,Feigenbaum

らによって見出されたま1)っまりpntま

〟∞の近傍で漸近的に

Ipn-p∞ト∂pn (6)

であり,さらに∂は写像の種類によら

ず普遍的であることが提唱され,その

数学的証明が試みられた｡この例証と

して図7にいくつかの2n分岐を起す

模型に対して,loglpn- p∞tをnに

対して描いた図を示す010)

この節の最後に,流体乱流がstrange

attractorによって記述される可能性

について述べる｡非圧縮性粘性流体の

速度場 V,圧力場pの満たすNavier-

Stokes方程式は

聖 +V･gradvニーgrad里+yAv,
∂t u L' p

divz)-0 (7)

であり(ここでL,は動粘性率,pは密

皮 ),流体乱流がstrangeattractor

Navler-Stokeson

SIASl t5TbOdes)

F19.工.29. ResultJSOfvarlouSCOTnPuter

experlnJentS.Verucalaxisis

Const･･(PJpn) vitJIdifferent
cons.tentsfor亡ZLCh curveto
fltintooneflgure.

/ (;)-(i+073-xVx2巨 non

A- UXtl-x2)

x- pr1-2x2)

によって記述される場合には,そのattract｡rMの相空間における次元は有限である三2)これに

関してはまずHopfの仮説があり,それによるとReynolds数が十分小 (っまりレが十分大 )

であれば粘性項 L/AVの効果により解の高波数成分は時間と共に減衰して,相空間において有

限次元の多様体上に落込むであろうと推測されたま3)その後空間の次元d-2の場合については,

数学的証明が行われたが (Foias-Prodi,Ladyzhenskaya),a-3の場合については不明であ

る.14)
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§2.流体乱流の発生

この節では流体系の典型的な例のうち,開水路系としてTaylor渦流とB6nard対流,開水路

系として平板境界層流と2次元Poiseuille流をとりあげる｡開水路系に関しては,熱平衡状態

およびその近傍における相転移現象の非平衡状態における類似の現象として,装置も′ト規模な

ため従来の物性物理における実険家の関心を集めた｡ レーザー流速計 (LDV)による流速の直

接測定,測定データの計算機による自動処理,B6nard対流においては液体-リウムを流体と

して用い低温技術の駆使による低雑音測定などによって測定精度が非常に向上した｡それに対

応してこれらの観測結果の再現をめざす模型計算も試みられるようになってきた｡

§2.1 Taylor渦流

2つの同軸円筒 (内径Rl･外径R2･高さH)の間に流体を入れ, 内側の円筒の回転角速度

Blを次第に増加していく.以下BlをReynolds数R-BIRl(R2- Rl)/yにより表わし,ギ-Rl/R2,

ll-H/(R2-Rl) として,円筒座標を(r,0,I)とする｡Rが十分小の間流体運動は方位角方

向の一様定常流で,流速V(Vr,Vo,Vz)は

321R12
Vr-Vz- 0,Vo

R22-R 12 ＼ r

ト γ+ 早 ) (8)

で与えられる｡Rが臨界値Rcに達するとこの一様流に,水平なトーラスが垂直方向に一定の周

期で積重なった形状の新たな定常流 (Taylor渦流)が重畳する｡さらにRを増加させるとTaylor

渦流は方位角方向に伝播する波動を伴 うようになり,この振動は十分大きなRで乱れて乱流に

なる｡この体系に対して,LDVを用いた局所流速測定がSwinneyのグループによって行われ

た(ワニ0.875,ll-20)1.5)図8に結果をPSDによって示す｡横軸は321を単位 として測った

角振動数である. r-R/Rc-9.6では運動は1個の基本振動数 Q,1を含む周期的運動で,空間

的には方位角方向に波の数771-4をもった伝播波に対応している｡ r -18.1では2つの振動

数all,a,3を含む準周期的運動となり,a, ～0･4付近にバンド状の連続成分Bが現われ,さらに

γ -22.8では線成分は消失して運動は完全に乱流化している｡ただしこの場合時間的に運動

は不規則化しても,空間的なTaylor渦の トーラス状構造は残存している｡図9に2つの振動

数成分の比a'3/Q'.をrに対して措いた図を示す｡Q'3/a,1はrの増加にしたがってほぼ連続的に

値を変え,a'1,a'3が独立成分であることがわかる｡乱流の発生は,rの増大と共に独立振動

数成分比は無理数のまま非線型相互作用により不変 トーラスが次第に崩れることによると考え

られている305)Bがどのような流れの成分に対応しているか,現在のところ公表された報告は

ないようである｡また振動数成分α1およびα3の消失の機構も明らかにされていない｡方位角

方向の波の数仇の値によって,振動数の値a,1,a,3が異なるので, この実験ではrの変化によ
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って7nが変化しないような流れを生成する初期

条件を選んで実験を行っている｡したがって空

間的基本構造は定常渦流から乱流に至るまで同

じと考えられる｡これに対して縦横比の大きい

容器(I'-80)の場合の実験がDonnellyのグ

ループによって行われた.16)これによると図10

に示すようにTnの値はrの増加と共に不連続的

に変化し,しかもその中間の γの値ではTaylor

渦のトーラスに図11に示すようなdislocation

が入り結果として流れは乱流化する｡このよう

に流速場の空間的構造の苦し凝化に伴って時間変
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動が乱雑化する場合には,strangeattractorによって流

れを記述することは困難と考えられる｡

次にこの現象に対するcomputersimulationの一つの

試みを述べる1.7)基礎方程式(7)において,速度場t'･圧力

場pを一様定常流(8)の値 V,1Iとそれに対する乱れu,ap

の和として,V-V+u,p-1I+∂pとおき,乱れu,∂p

に対する方程式を得る｡ここでu(ur,uo,uz),apをTaylor

渦の空間周期性を考慮して次のようにモード展開する:

図11

ur(r,0,I,i)-呈I等.n=EI諸 E''lE',i,-'j(t'61,j'r)ei甑 (I)

uo(r,0,Z,i)-ESi∠Fw.珊=EI∞gf''26!Z,-'j(i)62･,(r)ei-O毎 (Z) (9)

ここでれ ∠(Z)ニー√rcoszaz,軋,i(I)-√FsinZaz,41,,,¢2,ノ･は固有値方程式∂三41,,-

a,461,j,b･C･:61,j(±1/2)-∂xQ1,j(±1/2)-0;ax262,j--P,?42,ノ･,b･C･:62,j(tl/2)
-0の解より定める｡円筒は軸方向には無限に長いと仮定し,Taylor渦の軸方向の波長を27r/a,

方位角方向の波の数をmとし,各モー ドを記号(6,i,77L)jによって指定する｡展開(9)を

Navier-Stokes方程式に代入し,Galerkin法によ-てモード変数EIT(i),p-1,2;j-1,

2,-,N;i-(e,i,7n)に対する非線型常微分方程式系

£呼+qPkC緑 qk)-pFp〝朋 〝Ulだ17,"""j"El'Fj','EiE,'･',2 (10'

を導びき,各Reynolds数に対して計算機を用いて時間発展を追えば,解の挙動を知ることが

できる｡実験によると速度成分uzは,渦の流入 ･流出水平境界での進行波の位相差のため,

uz～sina[Z-bsin(7n0-0･257ccOSaZ-a,i)]の形が示唆される(Q,は波の進行速度 ･A

は定数 )｡これはフーリエ分解すれば,空間的高調波成分sinaz,｡i2k7nOsinZaz,ei(2k~1)7nOcos

zaz(k,/-1,2,･-)を含んでいる｡そこで7n-4の基本波動を考え,モー ド変数 (+,1,

0)j,(+,2,0)j,(-,i,4)j,(+,2,8)j,(j-1,･･･,6);(+,0,0)j,(j-1,

-,8)からなる全体で82変数の切断された方程式系の運動を,局所流速u,((Rl+R2)/2,i)

のPSDにより図12に示す｡ γ の増加と共に周期運動が準周期運動になり,さらに雑音が増加

して流れが乱流化している｡ただし実験では低調波分岐p2/2は起らず,この点この模型は不満

足である｡

最近モー ド展開法を用いモード変数 104程度の方程式系を,CRAYlによって時間積分する
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ことが,2つのグループ(MITのMar-

cusとStanfordのMoser)によって

行われ,現在までのところ Taylor渦

の準周期運動までは,実験結果をよく

再現する結果を出しており,今後この

種の大規模計算は盛んになる傾向がう

かがえる｡

§2.2 B6nard対流

Lorenz模型のところで述べたよう

に,水平な2つの平板間に閉じこめら

れた流体を下から熱した時発生する対

流を,B昌nard対流とよぶ｡対流の速

度場をu(ux,a,,uz),垂直方向に一

様勾配をもつ定常温度場からの乱れの

温度場をβとすると,無次元化された
o !u/A A

2 bL･/n `

運動方程式はBoussinesq近似で,
図12

∂弼 -OAu乙-OliO+∂乙(ap/p)--uj∂jui, (a- x,y,Z),

∂tO-AO-Rlj当･一一uja]0,

aju] -0 (ll)

と書かれる｡ここでユニ(0,0,1)で,無次元化尺度は長さd,時間 d2/K,温度 ky/9αd3

である｡ただLdは平行平板間の距離,Kは熱拡散率,αは熱膨脹係数,9は重力加速度を示

す｡(12)は2つの無次元パラメタ:Rayleigh数R- 9αd3Td/Ky, Prandtl数 O -y/応を含む｡

ただし花は平行平板間の温度差である｡ さらに体系を特徴づける量として容器の縦横比があ

るo直方体であれば,Lx,L,を水平方向の辺の長さとして,IIx-.Lx/a,I',-L,/dにより,

円筒であればその水平直径をDとしてI'-D/2dにより定義される｡

まず最近の乱流遷移実験を列挙すると,

a)Willis,Deardorff(1967-70) 空気 6-0.7

b)Krishnamurti(1970-73)

C)Ahlers,Behringer(1974-) 液体-リウム
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d)Gollub,Benson(19781) * 0-2.5,5.0

e)Libchaber,Maurer,Fauve(1978-) 液体-リウム･水銀

f)Giglio,Musazzi,Perini(1981-) 水

となる｡ これらの実験により明らかになった一般的結論は,定常対流からRを上昇していくに

っれ乱流になるまでに経る遷移の類型は,体系のPrandtl数6,縦横比Il,さらに対流の初期

設定がどのようになされたかによって

著しく異なるということである｡ それ

に従って現在きわめて多様な遷移の類

型が知られるようになった｡次にそれ

らのうち代表的なものをいくつか挙げ

る｡矢印-はRを増加していく時に起

る運動状態の遷移を示す｡

i)周期的 (振動数fl)一周期倍分

岐 (fl/2,fl/4,..･)-乱流｡

図13にGollubのグループがrx-2,

Il,-3･5の直方体容器内で,6=2･5
の水で行った実験結果を,LI)Vで測定

した局所流速のPSDによって示す三8)

(T
ZH
ZJ
tuJ37

100

10-7

io一一

100IIO~l

l0-2

10~1

100110-1

10-2

10~1

10~●
0.0 0.1

Rcは熱伝導状態から定常対流状態に遷

移する点のRayleigh数を表わす｡Rの増大と共に基本振動

数f2の1/4までの分岐が起って,その後乱流化しているこ

とがわかる｡図14にLibchaberグループの液体-リウム

を用いた実験の結果を示す三9)基本振動数の1/16まで観測

されているが,1/8と1/16成分の出現は再現性がないと

報告されている｡ 図15にGiglioグループが水を用いて,

laser_beam-deflection法によって測定した局所温度勾配

の時間変動をPSDによって示す.20)R/Rc-62･6ではfl/4

まで現われている｡しかしR/Rc-66･2で右 /8が現われる

LMGa

0.3tO.0 '0.1 0.2 0.3

((Hzl

巳8 に 5弘 田 JL

図14

ps,間隔がfl/38の分裂した2本線として現われ,R/R｡-67･4でJl/16が現われる時には,

間隔右 /19の2本線として現われ両者の間隔はほぼ同程度となり,これによって乱流化が始ま

る｡これらの実験結果は,現実の体系では周期倍分岐が§1に述べたように理想的には起らな
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いこと,多自由度系の運動の1次元写像-の還

元が集積点に近づくにもかかわらず破れること

を示している｡この破れ方に何か規則性が存在

するのか否かは興味ある問題である｡最近Lib-

chaberは水銀に対し,水平方向に磁場をかけ

Taylor-Proudman機構によるロール運動の安

定化を利用してJl/16低調波分岐までの測定に

成功している306)

ii)周期的 (fl)-準周期的(fl,f2)-fre-

quencylocking(fl/f2-有理比 )-周期倍分

岐またはlockingの破れ-乱流｡

図16にLibchaberグループが測定した液体

-リウムの局所温度の時間変動をPSDによっ

て示す≡1)R-29800で2つの振動数 fl,f2を含
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む準周期的運動が,R-33000ではfl/f2-7に同期している｡R-33800で低調波長/2,f2/4

が観測され,乱流化が始まるo図 17にGollubグループがIIx-2,I',-3･5の直方体容器に

入れた水に発生した対流において,LDVによって測定した流速 uyの等値線を示す22)(a)はα

-2.5,R/R｡-17.1で定常対流であり,(b)は6-5,R/Rc-65･4で乱流であるが両者 とも

空間的には2個のロールが存続 していることがわかる｡

この体系において, 0 -5の場合Rを増大させた場合

のu,の挙動をPSDによって図18に示す｡2つの振動

数成分fl,f2を含む準周期的運動がR/R｡-45･2では

f2/f1-9/4に同期しているが,Rをさらに増大させ

ると同期が破れて線幅が拡がり乱流化する｡ この場合

の乱流化の機構にっいては円周から自身-の1次元写

像系による説明がある｡

iii)周期的 (fl)-準周期的 (fl,f2)-準周期的(fl,

J2,J3)-乱流｡

Gollubのグループは,基本流が3個のロールの場

合にこの遷移を観測したが,乱流化の機構は明らかで

ない22)Libchaber達は,水銀 (6 -0.031)において

この遷移を観測し,3個の基本振動数を含む準周期的

運動は,低周波部分に連続スペクトル成分を伴って現

ゎれ,すでに乱流化していることを見出している2.3) J

この遷移はRuelle-Takensの乱流発生理論との関連で

興味深いが,それ程詳細に究められていないようであ

/一ノ ー 一f2 fM cl31.0叫JJ 叫■l■

拙 A/Rc-35.0

rcJ ,2 R/BEI45.2

fLflLd 蹴 高

rdJ ,2 8/Rc.46.8

肘 叫

/{e4'J yW rw tR/Rcl65.4l t

(
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E

?
)

が

M
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が

叩

M

I

1

I

l

1

1
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10-7Q.

10~3

101'$

10~7

10-3

lot

10~7
0 0.1 0.2 0.3

ftHzl

図18
る｡

iv)周期的 (fl)-準周期的 (fl,f2)-共鳴またはmode-softening(Ⅱ,Ll,n2eZs.t･nl

fl+n2f2-0)- 乱流

これは準周期的運動の独立振動数 fl,f2が,整係数で1次従属(rationallydependent)に

なって乱流化する場合で,ii)のように同期状態を経ない｡AhlersグループがIl-2の円筒に

入れた液体-リウムにおいて,垂直方向に流れる熱量測定から求めた温度場の時間変動をPSD

によって図19に示す24)このPSDの詳細な解析により,彼 らは乱流化がこの機構によること

を示した｡

他にも幾多の遷移類型が見出されているが,ここでは省略する｡ここにやや詳しく実験結果
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を紹介したのは,解明を要する広範な現象が提出されて居 り,

computersimulationはその最も有力な手段となることが期

待されるからである｡特に多自由度系の乱流化の機構は,strange

attractorで記述可能な本質的に有限自由度系の問題であって

も,1あるいは2個の自由度の問題-の還元の機構やどの程度

完全に還元されるのか不明の点が多い｡次に現在までに行われたcomputersimulationのうちか壁 上28)2例を簡単に紹介する｡
i)LippsはWillis-Deardorffの空気のB6nard対流実験
を再現する目的で,simulationを行った2.6)0-0.7で,R-4000,

6000,9000,25000に対して計算を行い,直方体容器の縦横比

はIIx-2･0-4･0,I',-3･2-4･91の範囲の値から幾組か選ば
れている｡速度場 ･温度場に対して,水平壁面ではすべりなし･

伝導的境界条件,側壁では周期的境界条件が課された｡直方体

はR,IIx,T,の値に応じて7840点から32000点の格子点で近
似され,空間 ･時間に関して基礎方程式(12)が差分近似された｡

時間積分に関して各ステップごとに,(12)より導かれる圧力に

対するPoisson方程式

A∂p/p -oazO-∂k(a,aj払k)

IItJ■一
lIJqt一lIt一一一lIt一LL7-13

+tlJ
+Ill+LII+t
AttIA

J
4'aO

t
J
J)
1
-
t一
5

-1Iq仁一lIt一

I
+

J
f
I

tIIItt
l

(12)

を解きながら,a,0の時間発展が計算された｡R-4000においては縦横比の小さい方の辺に

平行な軸をもっロールが現われた｡R-6500では ロールの辺が波打って伝播性波動が現われ

ることが,図20(a),(b)に示した垂直速度 払Z,温度 Oのxy面 (高さd/2)における等値線に

よってわかる｡同様の現象は同じ量の等値線図,図21(a),(b)にも現われている｡さらにR

を上昇し,R-25000における同様な等値線図を図22(a),(b)に示す.これと図中のA,B,C

I)におけるuz,0の局所的時間変動から,Lippsはここでは流れが乱流化していると結論した｡

simulationの時系列が十分長く計算できなかったためか,PSDの計算は行っていない｡最近

McLaughlin-Orszagによって,この方向の計算がさらに推進された2.6)この場合 3個の基本振

動数からなる準周期運動が乱流化している｡

ii)Gollubグループの実験結果図17でみたように,容器の縦横比が小さい場合には,ロー

ルの空間的規則性が十分大きなRkおいても存続していることがわかる｡そこで基礎方程式(12)
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図20

1 2･D-

2■ ○○

図21

1 10 )+
∫

図22

からGalerkin法によって,常微分方程式系の模型を導びくことを考える禦 IIx-2,Il,-3･5

の直方体中のα-2.5の流体を考え,速度場に対 しては各壁面ですべりなし境界条件,温度場

に対しては水平壁 ･側壁でそれぞれ伝導的 ･断熱的境界条件を課す｡基本流は∬軸に平行軸を

もっ2個のロールとし,これと振動流を表わすためのZ軸方向に軸をもつロールとの重ね合わ

せで流れの場を表現する:

u,a-ay¢z,uy--az¢1-ax@2,uz-∂y¢1;

･1(a,γ,I,i)-L昆fL',12,-(i)x乙(x/T3)Qk(y/F,)01;-(8,k'(I),
･2(x,γ,Z,i)-iEEi',2ln(i)02;"k"'(-/rx)Qk(y/F,)‰(Z),

o(a,y,Z,i)=乙昆oi,k･-(由 乙(x/rx)やk(y/Il)x-(I)I (13)

ここで,各展開函数は要求される境界条件を満たすように次の固有方程式(Jxl≦1/2)で定め
る:

∂三¢,nニーaS∂三転,∂三九 -一度鶴 ,∂三x,a--γ訊X,a,
2

(Dp;j,k)4%;n(j,k)ニー(lp;n(j,k))2(Dp;,,k)20p;孤(I,k)･

ここで,(Dp;j,k)2-(ax/G3-p)2- (rj/llp)2- (αk/T,)2,Gl-IIx,G2-1;境界条件は,
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鶴-∂x¢m-∂x転 - xm-Op;m(,,k)-axOp;孤(j,k)-0atx-±1/2とするoさらに小さな非

Boussineq効果を含む密度がp/p0-1-α･(T-T｡)-α2･(T-T｡)2で与えられる模型を考
え,ずれをh-(Ta)Cα2/αで特徴づける｡そこで展開(14)を用いて,Galerkin法により時間

係数EL(,P2,m(i),oi,k,孤(i)の満たす常微分方程式系を導びく｡モードfi(el,)10,1e,fi(02,)10,1C,EL(el,)10,10,

fL(0?10,.0,0乙β.,2e,1e,0乙e,2e,lo,OLe,1e,1C,0乙e,le,10,1<-i≦6(e,Oは函数 の偶奇性を示す)を含む
全体で48変数方程式系を,A-0･01の下に計算機で時間積分した結果を,fl(02,)10,1eのPSDに
より図23に示す｡rの増加と共に,周期的運動 (振動数pl)が周期倍カスケードにより,少く

ともpl/16迄発生した後乱流化している｡

2x13.1.{/F

(a)rT=22.宮3

2

(d)r=29.3タ

0 2 I

(bH㌔ 2占.o†

0 I 2

(e)指 3之 l̀

図23

▲0

0 2 i

(C)r=27.72

ち

I:.,-:-I.:-,I-I---I:--::i/-:-:I

0 I 2

(f)y7-_342年

B6nard対流に関しては,まだ述べるべきことが沢山あるがここでは省略する｡

§2.3 平板境界層流

一様流中に流れの方向と平行におかれた半無限平板に沿って生ずる流れはBlausiusによって

求められた(1908).一様流U｡の方向をx軸,平板に垂直方向をy軸とした時,平板の前縁か

らの距離xに対応するReynolds数Rx-xUo/yとすると,点 x,yにおけるBlausius流U-
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(Ux,U,,o)は相似変数 で-√亮y/xの巾級数の形で求められている｡いまU,tま小として無

視する近似 (平行流の近似 )を行 うと,このBlausius主流に対する微小乱れu-(u,a,a,,0)

の従 う方程式は,x方向に正弦波的伝播の形をもっ流れ函数 W(x,y,i)-?(y)ei(cLr-Pt)に対

して

(Ux - C)(D2- α2)9--i(αR)~1(D2-α2)29, (14)

となる(Orr-Sommerfeld方程式 )｡ここで C-♂/α,長さは境界層厚さ∂を用いて無次元化

され,R-Ux(a)♂/V｡この方程式を要求される境界条件のもとに解き,固有解の存在条件か

ら,実数の各波数αに対して,Im/ダニ0となるRの値が計算され,中立安定曲線が得られる

(Tollmien,1929)｡この際Imβ>0で生ずる2次元的線型増幅波はTollmien-Schlichting

波とよばれ,10年以上経た後 Dryden-Schubauer-Shkramstad(1943)により低雑音風洞を

用いた実験において初めて見出された｡図24はTS波の増幅 ･乱雑化の過程を示す彼らの実験
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図24

結果であり,図25はその後の実験によ し

り知られた遷移過程を示すWh iteによ

る模式図である2.9)㊤における2次元

的TS波は,③で3次元的となり縦渦

を生ずる｡ さらに㊤では波動にspike

とよばれる切込みが生ずるようになり,

①では空間的に速度乱れの激しい部分

が局在的に点在し,いわゆる乱流斑点

Jt<,～

図25

IultN̂d
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一 365 -



八幡英雄

体が乱流化していく｡ 図26に乱流斑点の観測例を挙げる㌘)横軸は時間 ･縦軸は∬方向の距離

で,乱流度の強さの等値線によって乱流斑点が示されている｡ この遷移過程の理論的理解は,

③までの弱非線型理論によるものを除いて,あまり進展していないようである｡

§2.4 2次元Poiseuille流

2次元Poiseuille流に対して,放物線型の主流に対する線型不安定性問題はOrr-Sommer-

feld方程式を用いて中立曲線が計算され (Lin,1945),対応する乱れの成長に関する精密な

実験も近年行われた (Nishioka-Iida-Ichikawa,1975)37)さらに最近Orszag-Kellsによりこ

の流れに対するnumericalsimulationが行われたのでそれを簡単に紹介する3.1)基踏方程式は,

(7)を変型して渦度a･-rotv,圧力1I-p+fvl2/2を用いて,

去 V(x,i)- V(x,i)xw(x,i)-vH(x,i)･ レAV(X,i),

▽･V(x,i)-o (15)

の形に書く｡流れの方向を∬軸,溝の幅 ･高さ方向をγ,Z軸にとり,流れは直方体 o≦∬≦x,

-1/2≦y≦1/2,-1≦ Z≦1中にとり,x,y方向には周期的境界条件を課す｡速度場をche-

byshev多項式Tp(I)-cos(pcos~1Z)を用いて

♪

I)(x,i)- ∑ ∑ ∑
l7n!<Mlnl<Ⅳp=ou(-,a, p,i)exp[i2打(貰 十号 )]Tp(Z) (16)

の形に展開し,成分u(7n,a,P,i)に対する方捉式系を導びき,その時間発展を初期速度はU

- (1-Z,20,0)とOrr-S｡mme,feld方程式解の重ね合わせとして,計算機を用いて追跡する｡

その際非線型項のたたみこみ和の計算にFFTが用いられた｡線型安定理論による微小乱れの

成長するReynolds数はR≧5772,2次元の有限振幅乱れの成長するR22800で,実測より
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もはるかに大きい値であることが長い間未解決の問題であった｡図27に流速場が2次元的(2M

-32,N-0,P+1-33)の場合,R-2935で行った計算結果を示す｡各モー ドは何ら乱流

的様相を示していない｡これに対して図28に示す3次元的乱れの場(2M-16,2N-16,P+

1-33)に対するR-1250の計算結果においては,ある時間を経た後乱流化開始の様子が現

われているようである｡

§5.発達した乱流

種々の与えられた境界条件のもとで,乱流場を効率的に計算することは,工学や気象学など

では重要な課題である｡速度場Z',圧力場pを平均量とゆらぎに分けて,V-5+V,'P-P+

p'とおくと,平均量訂(Tx,i,,Tz),p-の満たす方程式は,

∂tvi+vja,ui-aj(-∂ijP/p+リ8,ui-u:V,i),

a,vj-0 (i-x,y,I) (17)

となる(Reynolds,1895)oここでReynolds応力の項 Ti,ニーβu;V,'･bこ対して種々の近似式

を仮定して,平均量盲,p-に関して閉じた方程式を導びき,それによって乱流場を計算する試

みが数多くなされてきた｡最近急速に発展しつつある 1argeeddysimulationとよばれる方

法では,適当なフィルター函数r(x)を用いて,短波長成分を平均化した速度場変数

ち(x,i)-Jr(x-y)ui(U,i)dg

の運動を考える喜2)ここでr(x)としては例えば,

(18)

r(x,-I:''AxAyAz);ixlf '2'ly'≦Ay'2'fz匡Az/2 (19)

が用いられる｡Reynolds応力に対しては,例えば渦粘性係数Kを用いて

_ 1 _
vlu,I-一言∂ijuZui=-K(8,･Ti+∂乙7,) (20)

の形におき(Smagorinsky),方程式を閉じさせる｡Kは粗視化の格子尺度 Aiが慣性小領域に

あるとすると,次元的考察から,

旦 旦

K-C2(AxAyAz)3[8,7i(栃 +∂iTj)]2 (21)

の形に仮定される｡ここでCは経験的に適当に定める定数である｡Deardorffはこの方法を用

いて溝の流れの乱流場を計算した｡流れの方向を∬軸,横軸 ･高さ方向をγ,Z軸にとり,直方
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体 3hXO.7hXhを24×14×20の格子に分け,フィル

ター函数(19)による平均量方程式を計算機を用いて数値 r

積分した｡その際水平方向は周期的,垂直方向は対数壁

法則に合 うように境界条件が選ばれた｡水平面に関する ■
平均量からのゆらぎを〝で表わすと,xz平面での訪′訂,

丁,p-′′の等値線は図29のようになる｡ 最近この間題に対

する改良計算が堀内によって行われ,壁付近でのburst, -

sweepなどの現象が再現されている3.3),34)

f

§4.おわりに

以上乱流研究におけるcomputersimulationに関し

て粗い解説を試みた｡乱流発生の研究は,カオスとか

l'-▼て一~>l/+Iさも,AL..-.:.;:.-.;el,IL.カcL}'.i...･前..､六'i'モ転5.S-嚢溌藍≡≡⊆コI.'T'.
叫 'i'.TR&.I..jr-... V;il帯環11-'.ち..1:..::-..leg.三.?:､ '■.'諾う.●tit..I. '::J ヽ1●′ /+蔓

I, :- >f.L1...5.:uj').1=:-..

～-_:_.:..持 主三.I-:''.-A.◆ ..～il...

I一 ('i; ー ' 岩鷲,i:jJ'jJj.!..I,.'i..:..-5-T-
lIOpklhhl< r4aK ■tI--6･7I

図29

strangeattractorとかの概念の提出により著しく豊かになり,指標も与えられたと考えられ

る(例え乱流現象においてその有効範囲はいかに狭いものであるにせよ)｡数値計算の大規模

化 ･精密化は今後急速に進むであろうが,そうであればなおさら,それらを整理統括する有効

的な概念的枠組も相伴って進展することが期待される｡

付記 :本解説においては一様等方性乱流に関する研究 (closuretheory)など多くの乱流研

究の重要な側面について全く触れることができず,その点主題の選択は乱流研究の一部をおお

ったものにすぎない点をお断りします｡
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固体電子状態の研究-の計算機の利用

東北大･理 森 田 章

1.はじめに

これまでに,私の研究室では半導体,半金属,アモルファス系の研究に関係してかなりの計

算機利用を行ってきた｡半導体,半金属の研究ではこれらの物質のバンド構造とそれから導か

れる物理的性質,不純物準位,結晶構造の安定性に関する問題 (例えば,安定構造は何か,そ

の格子定数や弾性定数の値,圧力による相転移 etc.)などを問題にしてきた｡アモルファス系

の研究では不規則合金や液体金属中の電子状態と電子輸送係数の計算や2次元モデル液体金属

によるこれらのシミュレーションなどを行って来た｡ここではこれらの研究のうちで黒 リンに

関する研究を例にして我々の計算機利用の実態を次章で述べる｡つぎに第 3章で固体電子理論

-の大形計算機利用の現状 と展望にっいて私見を述べることにする｡

2.バンド計算

我々はこれまでSi,Geなどの†族半導体や,As,SbやSnTe,PbTeなどの†族半金属や

Ⅳ-Ⅵ族化合物半導体の電子構造の研究を主として擬ポテンシャル法を用いて行ってきた｡こ

の種の研究は一般にかなりの計算機利用を必要とするので,使用可能な時間と研究費の範囲に

収めるためにはしばしば計算精度を落したり,半定量的な計算で我慢する必要が生じた｡この

ようなことを行 うには勿論色々な物理的考察を必要とし,そのような努力は研究者にとって必

ずしもマイナス面のみでは無い｡しかし,現実にはこの様な努力によって得られた結果も,米

国などにおいて大型計算機のブル トーザ-的使用によって得られた成果の前では影が薄くなら

ざるを得なかった｡我々はこの様な過去の経験にかんがみ,現状で我々が取りうる方策の一つ

として,興味ある物質でしかも他所ではまだ手掛けていないものを取 り上げることを考えた｡

具体的には黒 リンを取 り上げた｡
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