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ー
::Iヒ早
自早

コンパクト Hausdorff空間Kに対して，その上の実数値連続関数の全体をC恥(K)で表

す． c艮(K)は各点での演算で実線形空間となり，さらにK上の最大絶対値をノルムとす
ることにより C艮(K)は実Banach空間となる． Banach[1]はコンパクト距離空間X,Y

に対して， C臥X)から伍(Y)への全射等距離写像の構造を解明した．ここで，実または

複素ノルム空問 (N,11 • IIN), (M, 11 • IIM)に対して，写像T:N→M が等距離写像である
とは

IIT(f) -T(g)IIM = Iii -gllN (f,g EN) 

が成り立つことである． Stone[15]は距離付可能とは限らないコンパクト Hausdorff空

間X,Yに対しても， Banach[1]の主張が正しいことを示した． Banach,Stoneが示した

上記の結果は，複素数値関数に対しても成り立つかは自然な問題である．この問題を肯

定的に解決した結果はBanach-Stoneの定理として知られている（たとえばConway[3], 
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Dunford and Schwartz [ 4]参照）．以下ではコンパクト Hausdorff空間 K上の複素数値

連続関数全体のなす複素 Banach空間を C(K)で表す． Banach[1], Stone [15]ともに，

線形とは限らない全射等距離写像 T:C臥X)→CJR:.(Y)の構造を解明している．実際，
Mazur-Ulamの定理 [8]により，任意のノルム空間の間の全射等距離写像T:M→Nは
アファインである，つまり T-T(O)は実線形であることが知られている．一方でいわゆ

るBanach-Stoneの定理は，複素線形な全射等距離写像T:C(X)→C(Y)を決定する定
理である．全射等距離写像Tの複素線形性は， Mazur-Ulamの定理が保証する T-T(O)

の実線形性と重複する．しかしながら， Banach空間上の等距離写像の研究は，全射性と

複素線形性を仮定した上で，その構造を解明するものが複数ある．本稿執筆者はこの不自

然さに疑問を抱き，これまでに幾つかの関数空間上の，線形とは限らない全射等距離写像

の構造を解明してきた．

閉区間 [O,1]上の連続微分可能な複素数値関数の全体を C1([0,1])で表す． C1([0,1])上

の複素線形な全射等距離写像は， Cambern[2]が

llfllc d竺•sup (IJ(t)I + lf'(t)I) (f E C1([0, 1])) 
応 [0,1]

をノルムとする Banach空間に対して，また Raoand Roy [14]が

||f||刃 d竺•sup lf(s)I + sup lf'(t)I (f E C1([0, 1])) 
sE[0,1] に［0,1]

をノルムとする Banach空間に対して，その構造を解明している．他方で， C門[O,1])上

の線形とは限らない全射等距離写像の構造は，［7,9]などで解明されている．

微分可能な関数に対する上記の結果が知られれば，正則関数のなす関数空間に対しても

類似の結果が成り立つか，は自然な疑問である．実際，そのような研究は Novingerand 

Oberlin [13]によってなされている．この結果について述べるため，記号を準備する．II})

を複素平面Cの単位開円板とし， H（]]}))によりII})上の正則関数全体を表す． H（]]}))の関

数で，さらにII})の閉包匝まで連続的に拡張できるもの全体を A（厄）で表す．このように

定義された空間A（匝）を円板環と呼ぶことがある． A（恥はD上の最大絶対値をノルムと

して Banach空間となる．また HP(]]}))をHardy空間とし， SPを次のように定義する：

SP咀.{f EH(]]})):J'E印 (]]}))}(1さp'.S叫

SPは各点での浪算で複素線形空間をなす． SPには幾つかのノルムが定義される．よく知

られているように，関数fEH(]]}))がf'Eが(]]})）をみたせば，fはII})の閉包目に連続

的に拡張される（たとえばDuren[5, Theorem 3.11]参照）．つまり S1c A（匝）である．
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したがって 1さp:s: 00のとき，fESPに対して I|f||OO哩・ supzEllll lf(z)Iが定義される．
SPは次のノルムに関して完備である．

||f||。 d竺• |f(O)I + Iii'||か ||f||刃 d塁• ||flloo + IIJ'llp (f ES門・

ただし II• llpは Hardy空間の通常のノルムである． Novingerand Oberlin [13]は，

(SP,||•|| O')と (SP,||•||i::)に対する線形等距離写像を，全射性を仮定せずに， 1 '.S'.p< 00の

ときに決定した．以下ではNovingerand Oberlinの結果を，全射性を仮定した場合につ

いて述べる．

Theorem (Novinger and Oberlin [13]). pを 1以上でpヂ 2をみたす実数とする．

1. T が (SP,||•|じ）上の全射複素線形等距離写像であるための必要十分条件は，定数

c E 11'= {z EC: lzl = 1}と等角写像¢:l]J)→]]J)が存在して

T(J)(z) = cf(O) + l属（())1/p『(¢(())dく(JESP, z E]]J)) 
[0,z] 

となることである．

2. T が (S丸 1|•|氏）上の全射複素線形等距離写像であるための必要十分条件は，定数

c E 11'と等角写像¢:lIJ)→lIJ)が存在して

T(f)(z) = cf(¢(z)) (f ES久zE illl) 

となることである．

Novinger and Oberlin [13]は， Banach空間 (SP,ll・lla)と(SP,ll・III;)上の，全射とは

限らない線形等距離写像を， 1::::; p < 00に対して決定しているが，p= 00の場合は言

及されていない．本稿執筆者の調べた範囲においては， S°° 上の等距離写像に関する研究

は見当たらなかった． Banach空間 S°° は，可換Banach環 H°°(lIJ)）に関連する重要な

Banach空間である．したがって SPの研究において，p= 00の場合が除外されるべきで

はなく，むしろ解決されるべき問題であると確信する． S°° に自然に定義されるノルム

llfllu d竺• |J(O)I + llf'II=, ll f ll~ d竺• ||flloo + llf'lloo (f E S00) 

および

llfllc ~竺•sup (I J (z)I+ lf'(z)I) (f E S00) 
zEIIli 

に対して， SOO上の全射等距離写像の構造が [12]において解明されている．この結果

をTheorem1として以下で述べるが，その前に Novingerand Oberlin [13]の定理の
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p= CX)の場合と， Theorem1との関係について触れておく．おおまかな言い方をすれば，

Theorem 1はNovingerand Oberlin [13]の定理の，p= CX)の場合にあたる．しかし正

確には次に意味で異なる．［13]では，全射とは限らない線形等距離写像が決定されている

が， Theorem1では全射性が仮定されている．この意味では， Theorem1は[13]よりも

強い仮定のもとで示されたことになる．他方において，［13]では等距離写像の線形性が仮

定されているが， Theorem1では等距離写像の線形性は仮定されていない．もちろん，

Mazur-Ulamの定理により，実線形性が実質的に仮定されていることにはなる．この意

味では， Theorem1は［13]よりも弱い仮定のもとで示されたとともに，異なるノルムに

関しても扱われている．

Theorem 1 (M. and Niwa [12]). 1. T が (soo,||•||a) 上の全射等距離写像であるた

めの必要十分条件は， co,c1,AE'TI'および aE][J)が存在して，次のいずれか一つが

成り立つことである．

T(f)(z) = T(O)(z) + cof(O)+[。,z]cif'(¥（二）必(fE S00, z E][J)), 

T(f)(z) = T(O)(z) + Cof(O)+[。,z]cif'(¥〈二）必(fE S00, z E][J)), 

T(f)(z) = T(O)(z) + cof(O)+[。,z]釘f'（＼く二）必 (f E S00, z E][J)), 

T(f)(z) = T(O)(z) + Zo](o)+[。,z]cif'(¥く口百。く）瓜 (f Es=, z E]D)). 

2. Tが (s=,11·11~) または (s=,ll·llc) 上の全射等距離写像であるための必要十分条

件は， C，入 E11'が存在して，次のいずれか一方が成り立つことである．

T(f)(z) = T(O)(z) + cf（入z)

T(f)(z) = T(O)(z) + cf（ぷ）

(j E S00, z E ill)), 

(j E S00, z E ill)). 

Theorem 1は直ちに得られた訳ではない．実際， Theorem1を得る前に，いくつかの

部分的な解決が次のステップにつながった．まず

SA 哩•{f EH(]]J)): f'EA（匝）｝

を定義したこのとき sAc s00である． SAに対しても， ll・llu,ll・lb ll・llcをノルム

とすることができる．fE SAに対して，定義よりf'はl]J)上の連続関数とみなすこと
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ができる．したがってfE S00に比べ，f'の振る舞いが制御しやすい．それにも関わ

らず，（SA,ll・III;)や (SA,ll・llc)上の全射等距離写像の構造を解明することは困難であっ

た．そのため，まずは (SA,||•||。)上の全射等距離写像を考察し，その形を完全に決定し

た．（SA,ll・lla)では，fEふの境界付近における挙動を気にする必要はないため，簡単

な関数によって等距離写像の振る舞いを調べることが可能である．一方で (SA,11・1応）や

(SA, ll・llc)では，fEふの境界付近での挙動も制御しなければならず，より適切な関数

を考察しなければ，等距離写像の振る舞いが解明することができなかった．このような

議論によって，（SA,11・1じ），（SA,ll・III:), (SA, ll・llc)上の全射等距離写像Tの構造を解明す

ることが可能となり，しかも TはTheorem1で得られた形で表現されることが示され

た．ふ上の全射等距離写像を考察する際，fEふに対してf'をlD)上の連続関数として

扱っている．これと同様にsoo上の全射等距離写像を考察するならば，fE S00に対して

f'E H00(lDl)を， HOO(lD)）の極大イデアル空間M 上の連続関数とみなすことは自然であ

る．しかしM¥lD)におけるf'の振る舞いは複雑であるため，それを慎重に議論する必要
がある．

このようにして，び([O,1])から SAへ，そして sooへと進み，これらの空間上の全射

等距離写像の形が解明されてきた．それぞれの空間で証明は異なるものの，主なアイディ

アはいずれも同一である．そこで，最も簡単な場合である C1([0,1])に対して，議論の中

核をなすノルム 1|•||こに関する全射等距離写像 T の構造を調べる際のアイディアを以下に

述べる．

•f E び ([O,1])に対して

IIJ III: = sup lf(s)I + sup IJ'(t)I = sup lf(s) + J'(t)(I 
sE[O,l] tE[O,l] (s,t,()E[0,1]2x1r 

となることが分かる．

• C([O, 1]2 X'IT')を，直積位相に関するコンパクト Hausdorff空間 [O,1]2 X'IT'上の複

素数値連続関数全体のなすBanach空間とする．

• U: C1([0, 1])→C([O, 1]2 x'IT')を

U(f)(s, t, ()  = f(s) + J'(t)((f  E C1([0, 1]), (s, t, ()  E [0, 1]2 x'IT') 

により定義し， B= U(C1([0, 1]))とおく．

• uは（び([O,1]),||•|| 刃）から (B, 11 • lloo)への全射複素線形等距離写像である．

＊ふやsooに対しても，適切なコンパクト Hausdorff空間kを定義することによ

り，考察すべき Banach空間を (C(K),II・ lloo)に埋め込むことが可能となる．
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• Mazur―Ulamの定理により， Tは実線形であると仮定して一般性を失わない．こ

のとき v= uru-1とおけば， Vは(B,II・ II=)上の全射実線形等距離写像となる．

び([O,1])二び([O,1]) 

叶 』u
B)  B 

• B*をBの双対空間とし， V*:B*→B*を

V*(r,)(a) = Rer,(V(a)) -iRer,(V(ia)) (r, EB*, a EB) 

により定義する．ここで Rez は Z€ Cの実部である．

• Arens-Kelleyの定理 ([6]参照）を用いて

叩｛入心：入 E11',x E [0,1]2 X 11'}) =｛応：入 E11', x E [0, 1]2 X 11'} 

となることが示される．ここに 8x:B→ Cは，心(a)=a(x) (a EB)により定ま
る有界線形汎関数である．

•この関係から V のみたす性質が分かる．したがって T=u-1vuが記述できる．
•ここで得られる T の形は， U: C1([0, 1])→Bを経由して得られたものである．そ
のため s,t E [0, 1], (E 11'を用いて表現される．

•得られた T の表現から不要な変数を除くことにより，（C1([0,1]), 11・111:)上の全射

等距離写像Tの形が得られる．

この議論を振り返ると， SAや S°° 上の全射等距離写像の構造は，ノルムに依らず同一

の手法で解明できることが分かる．このことは C1([0,1])とSAとS°° には共通の性質が

あり，逆にその性質をもつ関数空間に対しては，類似の手法によって全射等距離写像が決

定できることを述べているように思われる．

2 主結果

前節の動機にもとづき，全射等距離写像を調べる上での C1([0,1])とSAとsooに共通

の性質を探ったこのとき以下に述べる点分離性だけが，全射等距離写像を解明する際

に必要な共通性質であることが判明した．以下ではX,Yをコンパクト Hausdorff空間と

し， KをXの閉部分集合とする． AをC(X)の線形部分空間とし， BをC(Y)の閉線形

部分空間とする．また aA,aBをそれぞれA,BのShilov境界とする．このとき aA,aB

はA,BのChoquet境界の閉包と一致する．
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1.全射複素線形写像d:A→Bが存在する．
2.複素線形空間 Aは， IIJIIA= IIJIIK + lld(f)lly (f EA)で定義されるノルム ll・IIA
に関して完備である．

3. Aは定数関数 1を含む．

4. dの核ker(d)はker(d)= {zl EA: z EC}をみたす．

5. 8A x 8Bの桐密部分集合Dが存在して，次が成り立つ：

(a)任意のc:>0と任意の YoE oBである xoE 8Aに対して (xo,Yo) E Dをみ

たすものと，yo€ N。となる任意の開集合N。cYに対してJoEAが存在し

て， llfollK< c:, d(fo)(Yo) = 1 = lld(fo)IIY and ld(fo)I <Eon 8B ¥ Ni。が成

り立つ．

(b)任意の E> 0と任意の (xo,Yo) EDおよび XoE W。をみたす任意の開集合

W。cKに対してgoE Aが存在して， 9o(xo)= 1 = ll9ollK, l9ol < Eon 

8A¥W。かつ |d(go)(yo)I< Eが成り立つ．

6. k = 0, 1, 2に対して (x如 Yk)を8Ax 8Bの任意の点とする．

(a)もしも xotf_ {x1，四｝ならばh。EAが存在して，j= 1,2に対して ho(xo)= 1 

and ho（巧） ＝ 0が成り立ち，かつ k= 0,1,2に対して d(ho)(Yk)= 0が成り

立つ．

(b)もしも YotJ {y1,Y叶ならばh1EAが存在して， k= 0, l, 2に対して柘(xk)= 

0が成り立ち，かつj= 1,2に対して d(hリ(Yo)= 1 and d(h1)(y1) = 0が成

り立つ．

(c)加，h3E Aが存在して，加(xo)= 1, d（加）（Yo)= 0,加（xo)= 0 and 

d（加）（Yo)=1が成り立つ．

Theorem 2. A, Bを条件（1)から (6)をみたす複素 Banach空間とし， T:A→Aを
全射等距離写像とする．このとき CE 11',同相写像 ¢:8A→8Aと心： 8B→8B,連
続関数u:8B→Tおよび開かつ閉集合 8A+of 8Aと8B+of 8Bが存在して，任意の
f EA, x E 8AとyE 8Bに対して次が成り立つ：

T(f)(x) -T(O)(x) = {ef(¢(x)) X E8A+ 
c~ x E 8A ¥ 8A+' 

d(T(f))(y) -d(T(O))(y) = {u(y)d(f）（ゆ（y）) y E 8B+ 

u(y)d(f）（心（y)) y E 8B ¥ 8B+. 

逆に TとdoTが上の形で与えられるとき， Tは等距離写像となる．
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Corollary 3. A, BおよびTはTheorem2の条件をみたすとする． Kが1点集合{xo}

であるとき， cE'l1'と連続関数u:8B→'l1',同相写像ゅ： 8B→ 8Bおよび開かつ閉集合

8B+ of 8Bが存在して次が成り立つ：

T(J)(xo) -T(O)(xo) = cf(xo) (VJ EA) 

または

T(f)(xo) -T(O)(xo) = cf(xo) (VJ EA). 

さらに任意のfEAとyE 8Bに対して次が成り立つ：

d(T(f) -T(O))(y) = {u(y)d(f）（心（y）) y E 8B+ 
u(y)d(f）（心（y)) yE8B¥8B+ 

逆にTとdoTが上の形で与えられれば， Tは等距離写像である．
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