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投入産出構造 ・緩衝在庫 ・販売予測
一 数量調整過程の安定分析一

森 岡.真 史

.は じ め に

筆者はこれまで一連の論考(森 岡1991-1992a,1992b,1993,1996)で,過

去の販売実績の推移に基づき販売量を予測 し,品 切れや原材料不足を回避する

ように緩衝在庫部分を含めて生産量および原材料購入量を決定する多数の産業

企業間の相互作用からなる短期調整過程モデルの特質とその経済学的含意につ

いて検討してきた㌔ それらは,投 入係数行列の構造,緩 衝在庫係数,販 売予

測方法などによって調整過程の安定性が複雑に影響されることを示 している。

本稿ではこれらの論考,特 に森岡(1996)へ の補足 として,上 述のモデルか

ら導かれる連立差分方程式の固有方程式の解と各パラメータとの関係をより詳

しく明らかにする。部門間の相互作用と予測形成(フ ィー ドフォワー ド)を 伴

う調整過程の安定性の問題は,経 済の定常性を支える構造を認識する.うえで重

要な意味をもっている。本稿における検討はもっぱら技術的な性格の ものであ

るが.少 なくζも間接的にはこの問題の理解 に寄与す るであろう。

1数 量調整過程のモデル

モデルは,以 下のような状況および企業行動に関する仮定に基づいている。

1)本 稿 で は,Metzle■(1941),1でoveU(1962),Foster〔1963).Kπ,mai-Mart.,(1973),Komai

〔1931).塩 沢(1983),Manos〔1990>,谷 口 〔1.991)と と もに,短 期 的 な需 要 と供 給 が 在 庫 を

.緩 衝 装置 とす る企 業 の適 応 的 行 動 に よ って 調 節 さ れ る と想 定.し て い る。
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経 済 は π個 の産業か らな り,各 産業 に1つ の企 業が存在 す る。 各企 業は需要

制約 下にあ り2〕,生 産 と取引 には各1期 間が必 要で あ る。第 ∫企 業 にとって今

期('期)首 お よび来期首の2期 間を通 しての販売可能量 は,前 期末 の製 品在

.庫2メα一1),前 期 首着手 ・今 期首完 成の製 品 穿メ(の,今 期首 着手 ・来期 首完成

の製 品 嫉'+1)の 和 であ る。'期 首 におけ る1期 間あた りの販売量 の予 測 を

鍔(の とす る と,第 ゴ企 業 は来期 首 の販売 可能量 が,今 後2期 間 の販売 予測

2唱(の に緩衝製品在庫部分5βゴの κを加 えた量 鴫(の(2+碗 に等 し くな るよう.

にg;(t+1)を 決定す る。す なわ ち,

功('+1)軍 鵡(の(2十 島)一gノα一1>一 穿ノ(の.(.1)

今 期 の現 実の販売量 ∫∫(f)は.各企業の原材料.発注に よりて決定 されるので,こ

の時点で はまだ未知で ある。 第∫企 業に とって来期首に投入 可能な原 材料 は ,

前 期 末の原材 料在庫 ηメα一1)=[伽('一1),...,vi.('一1)],前 期 首発 注 ・.今期

首入荷 の原材料 鵬('一1).=[勘1('一1),...,鈎 。α一1)]お よ び今期首発 注 ・来

期首 入荷 の原材料 物(の か ら,(1)で 決 め られた今期 の投 入長 躯'+1)a;(α メ

=[α ル _.,α 司 は投 入係 数 ベク トル)を 控 除 した ものである。 第 ノ企業 は来

期 首 に着 手す る製 品の今 期 首時 点で の予 定 を,(1)式 を参 照 して暫 定 的 に

鴫(の に設定す る(最:終 的決定は来期首)。 したが って第 ゴ企業 は来期首 の投入

可 能量 が,予 定 投 入 量 ε駁のαノに緩 衝 原材 料 在 庫部 分Sε」(のσノ を加 え た量

鵠(の(1+'ノ)α ノに等 し くな るように発 注量 物(の を決定す る。すなわち,

p7多∫(')={5¢,(の(1十'ノ)十ヨ,('十1)}a;一vi('一1)一 η;∫('一1)・.(2)

消 費 需要 と投 資需 要は一定 であ る とし,第 ノ企 業へ の これ らの需 要の和 を4∬

.で 表す。他 の企業 も同様 に生産量 ・原 材料発注量 を決定す るとき,5メ(の は

S1(の=(mil(')+…+魏 。,(')}+φ.(3)

す な.わち各.企業か らの原材料発注 と,独 立需要 の和 となる。在庫の増 減は,

9ノω=9∫('一1)十 豊∫(の一s∫(の,

拶ノ('〉="ノ('一1)→一ητ∫('一1)一急白('十1)aj(4)

2)「 需要制約」型市場の特質については,森 岡(1991,PP.150-153)を 参照せよ。'
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によって示 され る。各企業の製品及び原材料 の緩衝在庫係 数の和 が同一,す な

わ ち 島+'ノ=κ+'U=1,_,π)で あ ると仮 定 し,(1)～(4)を 整 理す ると,

∫(')={38(')一58('一1)}(3十 κ十」)A一←s('一1)A十4(5)

を得 る。ただ し,3(の=[51(f),...,5.α)](58(の,4に つ い ても同様),Aは の

を第ゴ行 とす る投入係数行列。・4は分解不能で生産的(し たが ってAの フロベ

ニウス根 を2.と す る と,0く λ+〈1),ま た π個の異な る固有値 をもつ とす る。

3十 κ十∫の部分は,生 産 と取引に各1期 間を要 し,各 企業が製品 と原材料の双

方 について販売予測に比例 的な緩衝部分 を保有 しようとす る とい う仮定 を反映

してい る3)。仮定 の 一部 を,〔a)原 材 料 が発 注後 直 ち に納品 され る(L。vell

1962;塩 沢1983),(b).生 産 期間が2期 間以上 に渡 り,企 業が各生産工程間の

緩衝装置 と して仕掛品在庫 を保有す る(森 岡1992b),(c)企 業 が注文生産 を

行 う(Foster1963),な ど のよ うに変更 して も,得 られる式 は整数値 と緩衝 係

数の部分以外 では(5)と 同一であ る。

n移 動平均法による販売予測の場合

各 企 業 が 販 売 予 測 に お い て τ期 間 遡 及 す る 移 動 平 均 法 を 採 用 す る と き,

Se(の={S(f-1)十s('一2)十 一・十S(t一 τ)}/乞(6)

で あ り,こ れ を(5)に 代 入 す る と,調 整 過 程 の 安 定 性 は,方 程 式

』rτ+1一(く～十1)λjJτ 十q2;=0(ノ=1,...,π)(7)

の 重 複 を 含 め て π(τ+1)個 の 根 の う ち の 優 根 に 依 存 す るbこ こ で,ん はAの

第 ノ固 有 値(ろ=λ+と す る),を=(3+κ+'ソ τ。 λ,=0な ら ば 対 応 す る エ は ゼ ロ 。

こ の 場 合 を 除 外 し,2,=μ,(CosB,+isinB,)(o〈 μノ≦λ+),血=ψ ノ(cosω ノ+`

sinre);)と し て(7)を 書 き 換 え る と,.添 字 の'を 省 略 し て 次 の 方 程 式 を 得 る 。

(P*+'exp[am(τ 十1)ユ ー ψ「μ(σ十1)exp[i(ω τ十 θ)]十pqexp[iB]=0

(8)

3>よ り正確 には,さ らに,企 業力謡 期に原材料発注定のため に暫定的に立 てた生産計 画を,什1

期 の時点で.新 たに獲得 した情報 α期の販売量)に 基 づいて改訂す るとい うことに も基づいて

い る.こ の改訂を行わない場合 には,定 数部分 は2に なる(谷 口191の モデル}。
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(8)を 満 た すz十1個 の.ψ の 最 大 値 を Ψ とす る と,σ は θ,μ,脅,τ の 関 数 で

あ る 。

L投 入 係 数 行 列 固 有値 の 回 転 の作 用

N=O,1,_,2v-1と し,(8>で θを2Nπ/τ 一 θ,ω を22Vπ/τ 一ω に 入 れ 替

え る と,

exp[2藍1Vπ/τ]{ψ 士+Lexp[一 ∫ω(τ十1)]

一 ψτμ(9+1)exp[一f(ω τ+θ)]+μgexp[一io]}=0

ま た(8)で θ を θ+2n/r,ω を ω+2π/τ に 入 れ 替 え る と,

exp[2歪 π/τ]{ψτ+1exp[ゴ ω(τ+1)]

一 ψ「μ(σ十1)exp[ガ(ω τ十 θ)1十u4exp[∫ の}=0

こ れ ら の 方 程 式 の 解 ψ は(8)の 解 ψ と 一 致 す る 。 し た が っ て,τ+1個 の ψ は

全 体 と し てB=Nir/zに 関 し て 対 称 で あ り,θ に 関 して2a/τ の 周 期 を も つ 。 ま

た 複 素 平 面 上 で は,エVが τ に 対 称 な θ の2つ の 値 に 対 す る 解 は 扁 角Nπ/τ に つ

い て 対 称 な 位 置 に あ り,θ+2π/τ に 対 す る 解 は θに 対 す る 解 を2π/τ 回 転 し た

位 置 に あ る 。

命 題1ぴ(θ)は θ=(2N-2)π/τ で 最 小,(2N-2)a/r<0<(2N-1>π/τ で 単

調 増 加,θ=(2N-1)n/rで 最 大,2(坪 一1)π/τ<θ<21>π/τ で 単 調 減 少 と な

るP(N=1,2,,..,τ)

(証 明)(8)の 両 辺 にexp[一to)r]を か け る こ と.に よ り.,

,/,T+1cosω 一 ψτμ(9+1)CosB+岬c・s(θ 一w)=0
,

WT+isinm一 ψ「μ(哩十1)sinO十Ftqsin(θ 一 ωτ)=0.(9).

を 得 る 。(9)を θで 微 分 す る と

[:;‡::;::欝"富諸 鐙θθ一1::::謡⊥謬 論 銘]

・[灘]
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一[謡鴛謙 島 認==;;]...
、,。,

左 辺 の 行 列 の 行 列 式 をPと す る と,

1)=ψ2τ 』1[{(τ十1)ψ 一μτ((1十1)}2

十2ψ μτ(τ十1>(g十1){1-COs(θ 一 ω)}]≧0(11)

等 号 が 成 立 す る の は,m=Bか つ ψ=pr(g+1)/(τ+1)=ψ*の 場 合 の み 。 こ れ

を(8>と(9>に 代 入 す る と,CosBr=±1,複 号 に 対 応 し て ψτ+Lψ ㍗ 匂+1)

±μσ=u[一u`z「{(σ+1)/(τ+1)}τ+≧ ± の=0と な る 。 よ っ て1)=0と な る の は,

ω=θ,CosOr=1か つ μ=μ*=[(τ 十1)τ+i9/(σ 十1)τ+lt.9yrの 場 合 の み 。 そ れ 以

.外 で はP>0と な る の で,4ψ 〃 θ,4ω 雇 θ は 確 か に 存 在 す る。 な お,μ=μ*の

と き ψ*は 方 程 式,/,T+1一 ψ勉(g+1)+p4=0の 正 の 重 根 で あ る。(10)よ り,

D(4ψ 濯 θ)筥 ψτzプ穿(4+1)sinair.(12)

よ っ て,sg肛[4ψ/'dO]=sgn[sinwr】 で あ り,4ψ 忽 θ=0⇔sinmr=0。sinmz

=0の と き ,(Or=Nπ,COS60T=(一1)κ(N=0,1,...,2r-1)。 した が っ て,..

cos(B-mr)=(一1)κcosθ,sin(θ 一 ωτ)=(一1)"'sinO。 こ れ を(9)に 代 入 す る

と,cosrosinO=CosOwna),す な わ ちsin(O-W)=0。 そ れ ゆ え,d(P/dB=0

の と きsinω τ=0か つsin(θ 一 ω)=O。 こ の と き,θ=ハ 玩ん で,.m=Bま た は1ω

'一 〇1=π
qω1Vが 奇 数 でW-B,(ii)1>が 奇 数 で ゆ 一 θト π,㈹1>が 偶 数 で

W=B,(iv)Nが 偶 数 で ゆ 一 θ1=π,の4つ の 場 合 に 対 応 して,(9)か ら

(i)ψ τ+1-0'u(哩+1)一k9=0,〔ii)・,/,7+1+伽(σ+1)+u9=0

価)ψ τ+'一〇1(σ 十1)十 μ(～=0,(iv)ψ τ+1十ψ「μ((1十1)一k4=0

(13)

を 得 る 。 根 の 限 界 に 関 す る 定 理 よ り,(i)の 唯 一 の 正 根 ψ はmaxθ 蟹 〔θ)を 表 す

(高 木1965,p.105。 な お,ψ は 単 板)。 〔ii)は明 ら か に 正 根 を 持 た な い 。 ㈹ は

μ<μ*の と き に は 正 根 を も た な い 。 μ耳μ*の と き解 ψ=ψ*を 重 根 に もつ が,こ

の と きD=0と な り,4ψ 溜 θ は 確 定 し な い 。 μ〉μ*の と き,異 な る2つ の 正 根



投入産出構造 ・緩衝在庫・販売予測..(113)113

を もつ。(i・)は唯一 の正根 ψ を もち,こ れ は逆数 ψ一Lが 方程式4u(ψ 一りτ+一

μ(σ+1)(ψ 一1)τ一1=0の 唯 一 の正根maxθ ψ　1(θ)で あ るか ら,minσ ψ(θ)を 与え

る。以上 をま とめ ると,(8)は θ=(2N-1)π/τ で(ψ,ω)=(ψ,(2N-1)a/z)

を解 にもち,さ らに,τ が奇 数の とき θ=(2N-1)a/rで(ψ,(2N-1± τ)7f/7)

を,偶 数の とき θ=(2N-2)KITで(ψ,(2N-2± τ>ZIT)を 解 に もつ(N=1,2,

_,τ,複 号 は0≦ ω〈2nと な るように選ぶ)"〕。

次 に,θ の変化に伴 う ψの変化 について検討 する。θ=0の とき,(7)よ り.

∫用 一(9十1)μ 「十4k=0(14)

これ は(13)の 〔ωと同係 数の方程式で あ り,τ+1個 の根 の うち,μ ≧μ*の とき

のみ正根が重複 を含 めて2個,τ が偶数 の時 のみ負根が1個(一 ψ),他 はすべ

て共役 複素根 であ る。 ψは全体 として θに対 して2r/rの 周 期 を もつ ので,考

察 の範 囲を閉区間[0,2π ノτ】に限定 して も一般性 を失わ ない。

(a)μ 〉μ*の ときbθ=0に お い て ψが とる異 なる値 を大 きさの順 に ψ、,吻,

..,,と し,(θ,ψ)平 面において点(0,0N)を 轟,θ=r/rzに 関 してANに 対 称

な点(2がr,ON)を 疏 とす る。τが偶 数の ときの唯一 の実根 の絶対値 は ψ で

あ り,ま た これ は単根 であ るか ら,そ れ以外 の根 の絶対値 は ψ よ り大 きい。

したが って ψiは(14)の 共 役複素根 に対応す る。 共役 複素根 の正弦 は符 号を異

にす るか ら1(12)よ り,4ψ 曜 θは一方につ いては正,他 方 につい ては負。 した

が って θが増加 す ると,一 方 の根 の絶対値 は増加 し,他 方の根 のそれ は減少

す る。(θ,ψ)平 面で 砺 から右 に上昇 する経路 をAN↑,下 降す る経 路 をA謁

で表 そ う。A、,A2,...,を 出発 点 とす る最大 τ+1個 の経路 は全体 と して.θ=

πん に関 して対称で あ り,θ=π/τ で1つ の経路 が最大値 ψ を,τ が偶数 の場

合 には別 な経 路が最小値 ψ をとる。 それ以外 で は,0〈 θ<2π/τ でdry/dB≠0

で あ り,単 調増加 または単調減少 とな る。

4}例 え ば,τ=5な らば,ψ の θに 関 す る最 大値,最 小 値 は い ず れ も θ=π ノ5,3n5,π,7π/5,9a5

の と きに 与 え られ,r=6な らば 最 大 値 はB=rz/6,n/6,5n/6,7π!6,3s/2,11π/6の と き,最 小 値

は θ=0,π ノ3,2πβ,π,4x/3,5π β の と きに 与 え られ る。
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ム 「 は θ=π/τ に関す る対称性 か ら,B且.,B,,,..,の どれか に到達す る。.0

〈θ〈π/τではd(P/dB=0⇒ θ=s/rで あ るか ら,・4、↑はB=r/τ で 減少か ら増大

に転 じる。θ=π 々 に対応 す る値 は ψ で はあ りえず,し たが って ψ で あ る。

ψが単根で ある ことか ら,・41↑ は この経路以外 にな く,そ れゆ え ・41(お よび

.β、)は ただ ユ組 の共役 複素根 に対 応す る。(π々,ψ)をCと し,A、 ↑ が単調

増加でCに 至る ことをA、 ↑Cと 表そ う。 もしAN、BN(N≧2)が 存 在 し,こ の

経路が単調 減少 に転 じてか らB〃 に至 る,す なわちA↑C↓Bκ となった とす

れば、対称性か ら,'砺 ↑C↓B,な る経路 も存在す るが,こ れ はCに 至 る経路

は・41↑だけであ ることに矛盾。 したが って,A,TC↓B,で な ければ ならない。

τが偶 数の とき,(ψ,0)を ん とす ると,こ の点 でdψ 濯θ=0で あ るが ,ψ は

最小値であ るか ら,d20/dO2>0。 したが ってすべて のAN(1≦N≦Z)は 上 方へ

の経路ANを 持つ。.鰯 ↑(2≦N≦Z)に つ いて は,0<θ<2π 々 の全域で 単調 増

加。 したが って ・42↑8、,さ らに対称性 か らム ↓B2で あ る。41↓ は単板 に対

応 してい るので,A2↑ 、もや は り中根 に対応す る。 よって,も しA2↓ が存 在す.

れ ば,ん,B,も た だ1組 の共役複素根 に対 応す る。以下 同様 の推論か ら,共 役

複素根の絶対値 は重 複せず,Z=τ ノ2+1で,轟 ↓(1≦N≦ τノ2)に つ いて 噺 ↓

BN.L,Ax↑(2≦N≦ τノ2+1)に つ い て ・㌔ ↑恥 一Lで ある ことが言え る。τが奇数

の と き,ん 叶塊 ↓ は β〔τ+D/2に 至 る の で,θ 嵩 がτでd(P/dB=0と な っ て

C(π/τ,ψ)を 通 り,単 調 増加 に転 じる。す なわ ち,・4〔。+CU/2!(R/r,ψ)↑

β{.+D/2で あ る(図1一(1)～(3))。

そ れゆえ,Ψ(θ)は(2N-2)π/τ<θ<(2N-1)π/τ で単調 増加,(2N-1)π ん

くθ〈21Vπ/τで単調 減少 となる(N=1,2,_,τ)(図1一(4))。 θ;(2N-2)π 々

で は,Ψ(θ)は 連続で はあ るが微分可能で はない。 これ らは 妙(θ)を 与 え る経

路が入れ替わ る点 にあた る。

(b>μ ≧μ*の とき。μ=μ*な らば(14)は 正 の重根 ψ*を 解 に もつ。θ=(2ハ1-

2)π/τ(N=1,2,.∴,τ)でD=0と な るので,((2N-2)π/τ,ψ*)を 通 る2つ

の経路 はその点で微分係 数を もたない。 しか し,係 数に対す る根 の連続性か ら,
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(注〉(1)、(3}は 各経路 の大小 関係 のみを表 している。()内 の 目盛 は τ=3,5

の場合 に対応 し,点 線 はこれ らの場合の最下方の経路 である。(D一 ④ で,.

太線部分が ψ{の の動 きを示 す。

(θ,ψ)平 面 で(0,0#)か ら 出 る 経 路 も 一 方 は 上 昇 し,他 方 は 下 降 す る 。 し た

が っ て Ψ(θ)を 与 え る 根(お よ び 他 の 根 の)増 減 に つ い て 伺 の 場 合 と 同 様 の

推 論 が 成 り立 つ 。

(C)p=μ*な ら ば,(ユ4)は2っ の 異 な る 正 根 吻,砺 を も つ 。 ψ、>Oaと す る

と,ψ 。〉 ψ*=τ μ(σ十1)/(τ+1)>w9。 ま た(12)よ り[6ψ 忽 θ]θ一。=0で あ る が,

sgn[42ψ"θ2]=5$n[4(s王nω τ)濯 の=sgn[㏄os砂(dm/dB)工 。 一 方 ,(10)よ り,

D(dm/WO)=(1十 τ)ψ2τ{ψ一 〇*cos(θ 一 ω)}.(15)

で あ る か らO=w=0の と き[4ω 眉 θ]8.。=(1+τ)2rO(ψ 一 ψ*)。 す な わ ち,ψ 、に

対 して はsgn[42ψ 忽 θ2]>0,ψ6に 対 し て はsgn[ゴ2ψ 曜 θ2]〈0と な る 。 した が っ
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て.(0,ψ 。)か ら 出 る 経 路 は 上 昇 し,(o;03)か ら 出 る 経 路 は 下 降 す る 。.こ こ で

.次 の 補 題 を 利 用 す る 。

補 題 μ≧μ*の と き,ψ 、あ る い はOsFま(14)の 優 根 で あ る5

(証 明)(8)と(9)で θ=0の と き,ψsinω(τ 十1)=μ(g十1)sinmr,ψ τ+1

sinm=uqsinmr,ま た これ らか ら,Cu(9十1)sinw=μ σ.sinw(τ+1)。

9(ω)=μ(穿 十1)s㎞ ω τ酒sinω(τ 十1),

ぬ(ω)={qsinw(τ 十1)/(9十1)sino)}1/i

と す る と,g(21Vπ/τ)=q,灰21Vπ/τ)={4/(g+1)}1/T(N=1,...,r-1,た

だ しN≠ 認)。N〈 認 の と き,2Nπ/τ 〈(2N十1)π/(τ 十1)で8(ω),夙 ω)は 連

続,ω が 左 か ら(2N+1)が(τ+1)に 近 づ く と.き8(ω)→+。 。,飢(2」 〉+1)π/(τ

+1)]=0で あ る か ら,g(ω)=顔 ω)を 満 た す 解 が こ の 範 囲 に 少 な く と.も1つ

あ る 。g(ω),夙 ω)はW=Kに 関 し て 対 称 で あ る か ら,方 程 式g(ω)=双 ω)は

1V≦ τ〆2に 対 応 し て21》 π/τ≦ ω ≦(2N+1)π/(τ+1)で 少 な く と も 合 計 τ一1個(τ

が 奇 数 の と き)ま た はT-Z個(τ が 偶 数 の と き)の 解 を もつ 。 こ れ ら は(14)

の 複 素 根 に 対 応 す る 。 μ≧μ*の と き,実 根 は ψ。,ψ"(ま た は 重 根 ψ*)と,τ

が 偶 数 の と き の ψ で あ る 。(14)の 根 の 総 数 は τ+1個 で あ る か ら,上 記 の 各 区

間 は 解 を1つ ず つ 含 む 。8(0)=ψ*,灰0)≡(7(τ+1)/(g+1)}1/「 ま り,

g(0)一 ん(0)=r(g十1>(u-9*)/(τ一 書一1)≧O,

海(ω)=[{σ/(4+1)}zMcos(τ+1一 ゴ)(DOGS,一Lω]1/*

≦{9(τ+1)/(9+1)}1〆 』 地(0)

等 号 は ω=0の 場 合 の み 成 立 し,ω ≠0て は,ψ 。〉 ψ*=8(0)≧ 灰0)〉 双 ω)(図

2)。 よ.っ て(14)で 正 根 以 外 の 根 の 絶 対 値 は ψ*よ り小 さ い(補 題 の 証 明 終 わ

り)。

した が っ てA、 は(0,ψ 。)ま た は(0,ψ*)で あ り,μ<μ*の 場 合 と同 様 に,A,.↑

C↓B、 と な る 。 共 役 複 素 根 中 で 絶 対 値 が 最 大 の も の か ら 上 昇 す る 経 路 は0<θ

<2π/τ で 単 調 増 加 で あ る か ら,(2π/τ,ψ ∂ に 至 る ほ か な い 。 ゆ え に 吻 は 共 役

複 素 根 の 絶 対 値 よ り大 き い 。(0,ψ 西)を 五'・,0=0で そ れ よ り小 さ な ψ の 値 に
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図2双 ω).8(ω}の グラフ(μ>P',r=5の とき)図aeと ψの関係(μ 〉μ喰の とき)
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対 応 す る 点 を固 の 場 合 と 同 様 にA,,'43,...,と す る と,ψ(の は 経 路A↑ δ ↓

β、で 与 え ら れ,μ ≦ μ*の 場 合 と 同 じ増 減 の パ タ ー.ン に 従 う。 証 明 終 わ り。 ψ

の グ ラ フ は 図3の よ う に な る。.

μ<μ*な ら ば8(0)〈 灰0)。g(ω)は ω が 左 か ら π/(τ+1)に 近 づ く と き+。 。

に発 散,h[x/(τ+1)】=0よ り,方 程 式8(ω)=奴 ω)は さ.ら に0く ω く π/(τ+1),

(2r+1)ガ(τ+1)〈 ω<2aに も1つ ず つ 根 を もつ 。 こ れ ら の 根 に 対 応 す る ψ は

ψ*よ り大 き い 。 な ぜ な ら,

8'(ω)=sinω{(2r+1)一.Σ 窩lcos(τ+1一 の ωco6'一1ω}/sin'(τ+1)ω

よ り,0〈 ω〈 π/(τ十1)でg〆(ω)>0で あ る か ら,.こ の 範 囲 で8(ω)>g(0)=ψ*。

.した が っ て,常 に ψ(の ≧ ψ*が 成 立 す る 。

2.投 入係数行列固有値の回転に伴 う根軌跡

μ≧μ*,θ=0の と き正根 ψ。が Ψ(θ)を 与 える こと,お よび異な る共役複素

数 の組 は異な る絶対値 を持つ.ζ とか ら,共 役複素根の うち,扁 角で測って実軸

に最 も近 い組 とその他 の組 の絶対 値の大小 は,μ が μ串.の近傍 か ら離れ ても逆

転 しない。 よって,μ く4*の 場 合 には扁 角 ωが0<ω<が(τ+1)お よ び(2z十

1)π/(T+1)く ω<2π の 範 囲にあ る共役 複 素根 が 望「(θ)を 与 え る。 この ことと

前項で の考察 とか ら,θ を0か ら2aま で 回転 させ た ときの(7)の 根 の軌跡 を
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複 素 平 面 ヒに 描 け るρ(7)の 解 を 鰯=(ψ 鼠 θ),ω κ(θ))と す る.(N=1,z,_,

τ+1)。 た だ し,添 字 は 伽(の,ω 訳 θ)が 微 分 可 能 と な る よ う に 選 ぶ 。 こ の ホ

う な 選 び 方 はD=0と な る 場 合 を 除 い て 可 能 で あ る 。

(a>μ く μ*の と き 。0<W1(0)く π/(τ十1),(27十1)ガ(τ 十1)くWT+1(0)〈2π.と

す る と,.(12)よ り ψ'、(0)>0,ψ'。+1(0)<0。 ψ1(0)=ψ 。+1(0)=ψ,,ω 、(0)=ω 。と

す る と,0く θ<π 々 でo'、(θ)>0,π 々<θ く2π 々 で ψ'1(θ)<0,0≦ θ≦2a/τ で

ψ1(の=Ψ(θ)。X,(θ)の 動 き は

渇(0)=(ψ`,ωc)→X1(π/τ)=(ψ,π 々)→X,(2π/τ)富(ψ`,2π 々 一we)

と な る 。 ψ1(θ)〉 ψ*で あ る か ら,(15)よ り こ の 区 間 で ω'1(θ)>0,す な わ ち

XI(θ)は 左 回 転 。 θ の2π 〆τ の 回 転 に 伴 っ て(7)の 解 も2航 回 転 す る の で,

X,(θ)の0≦ θ≦2s/Tで の 根 軌 跡 を(2N-2)X/r回 転 した 位 置 に 痴(θ)(N=1,

...,τ)の(2N-2)前 ≦ θ≦2ND/τ で の 根 軌 跡 が あ り,(2N-2)n/r〈 θ〈(2N

.一1)KITで ψ'N(θ)>0,(21>一1)a/z<θ<2Nπ/τ で ψ■N(θ)〈0,〔2N-2)7r/r≦ θ

≦2ND/rで.伽(θ)=Ψ(θ),ω'遅(θ)>0,.

み((2N-2)π/云)=(ψ 、,ωα十(2N-2)π 々)

.→ 為((2N-1)π 々)=(ψ,(2N-1)π/の.

→2㌦(2Nπ ノτ)=(ψ じ,21Vπ/'z一(0,》

で あ る。 こ れ ら の 瓦(θ),,..,為(θ)は そ れ ぞ れ(2N-2)誼 ≦ θ≦21Vπ ん で

優 根 の 軌 跡 を 示 す 。

孟+1(θ)に つ い て は,0<θ<π で)T+1(θ)<0(よ っ て(15)よ り 〔2r-1)n/r

.〈 ω.+1(θ)<2a),π<θ<2aで ψ'.+重(θ)>0(よ っ て ⑪〈 ω。+1(θ)〈 π々 ),

奥+、(0)=(ψ 。,2π 一 ω。)→&+止(π)=((p,o)

→X。+、(2u)=(ψ 、,ω,)=X、(0)

.各 軌 跡 の 位 置 関 係 を 考 え る と,鰯(θ)の0≦ θ≦(2N-2)π ん お よ び21>π 々 ≦ θ

≦2aに お け る 軌 跡 は,そ れ ぞ れX.+、(θ 〉の2n一(2N-2)π/τ ≦ θ≦2aお よ び0

≦ θ≦2n-21Vπ 々 に お け る 軌 跡 を21職 ゾτ 回 転 さ せ た も.の で あ る こ と が わ か り,

瓦(の,最(θ),...,瓦+1(θ)の0≦ θ≦2zに お け る 経 路 が 確 定 す る 。 こ れ ら は
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全 体 ど..して τ個 の ふ く ら み を もつ1つ の 閉 曲 線 を 描 く(図4一(1}一 ㈲ 〉。

(61u>μ*の と き。 ψ。+、(0)=Oeと す る と(2N-2)X/z<ω 〈(2N-1)π ん で

ψ'。+、(θ)>0,(2N-1)π 〆τ〈 ω<2Nπ/τ で ψ'τ+L(B)〈0で,X,+1(θ)の 動 き は

瓦+、(0)=(Oa,o)→Xτ+塞((2ハ 「一1)π/τ)=(ψ,(2N-1>n/r)

→Xτ+1(2ムrπ/τ)=(ψ ロ,21Vπ ノτ)→ …一→Xτ+1(2π)=(ψ 己,0)=Xr+1(0)

ω'τ+1(θ)>0よ り,奥+1(θ)は 左 回 転 す る1つ の 閉 曲 線 を 描 き,or+1(θ)=.

皿(θ)。 渇(θ)に つ い て は,ψ1(0)=Onと す る と;0〈 θ<π で は ψ'、(θ)〈0,21r

一 π/τ<ω1(θ)<27r
,ft<θ<2xで は ψ'1(θ)>0,0〈41,(θ)〈a/r。X,(θ)も1っ

の 閉 曲 線 を 描 き,

X、(0)=((pa.0)→X,(π)=(ψ,π)一.X、(2π)=(ψ 占,0)=X、(0).

を 動 く。X訳 の(κ=1,_,,τ)の0≦ θ≦2π一(2N-2)a/r36よ ぴ2r一(21>一

2)7C/T≦ θ≦2sで の 軌 跡 は,そ れ ぞ れX,(θ)の(2N-2>s/r≦ θ≦2π お よ び0

≦ θ≦(21>一2)7C/Tで の 軌 跡 を2Nπ/τ 回 転 さ せ た も の で あ る 。 し た が っ て 根 軌

跡 は,優 根 に 対 応 す る1個 の 閉 曲 線 と,そ の 内 部 の τ個 の 閉 曲 線 と か ら 構 成 さ

れ る(図4一 〔4D。

(c)u=u*の と き 。X.+1(の の 軌 跡 がX訳 θ)と θ=(2N-2)/r(N=1,...,

τ)で 接 す る こ と を 除 い て は,(b)の 場 合 と ま っ た く 同 様 で あ る。

呂.投 入 係 数 行 列 固 有 値 の 絶 対値 お よ び緩 衝 在 庫 係 数 の 作 用

命 題zTは μ お よ び な十'の 増 加 関 数 で あ る 。

(証 明)(9)を μで 微 分 す る と,

.μP(4ψ 躍 μ)=(1+τ)ψ2τ+1{ψ 一 ψ*COs(θ 一 ω)}

した が っ て,μ=9*,θ 二 ω=21Vπ/τ の 場 合 を 除 き 哲(切 〉 ψ*,D>0で あ る か ら,

4ψ ψ 〉洞 μ>0と な る 。 ま た,(9)をgで 微 分 す る と,

ψ(d(P/dq)=on[(τ+1){O一 ψ*COs(θ 一ω)}{ψ 一μcos(B-w)}

+τ μ2(9+1){1-cos2(B-am)}]

μ=μ 峯,θ=ω=2Nπ/τ の 場 合 を 除 き Ψ(μ)〉 ψ*=(τ 十3十 κ十1)A/(τ 十1)〉 μ,
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図4Bの 回 転 に伴 う(o,ω.)の 軌 跡
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(注}.(1)～(3)で は μ=0.5,為 十 τ=0.(4〕 で は μ=0.9,た 十」=Oと して い る。 太

線 部 分 が ψ(の を与 え る根 の 軌 跡 を示 す 。r=1の と きは 図6一(1〕 〔2}を参

照 。



投入産出構造 ・緩衝在庫 ・販売予測.(121)121

ρ>0よ り,4嬰 「(の.鈎>0。 μ=u*,0=m=2N7r/rの と き ψ=0',D=0で あ る

が,堕 は μ,σ に 関 し て 連 続 で あ る か ら,命 題 は こ の 場 合 を 含 め て 成 立 す る 。

証 明 終 わ り 。

4.安 定 条 件

Ψ=Ψ(pr,の と 表 せ ば ,命 題1,2よ り Ψ(λ+,(2N-1)π 々)≧ Ψ(μ ノ,(2N-

1)it/r)≧ 研(At,,の で あ る か ら,maxノ Ψ(絢,の ≦ Ψ(λ+,(2N-1)π 々)で あ る 。.

ψ(λ+,(2N-1)s/r)は 方 程 式 ψτ+1二 ψワ+(7+1)_2+7=0の 唯 一 の 正 根 で,左

、辺 に0=1を.代 入 した 値1-r(24十1)が 正 な ら ば こ れ は1よ り小 さ い 。 す な

わ ち,安 定 性 の 十 分 条 件 は λ+(24+1)<1で あ る 。 こ れ を λ+,.τ,κ+'の 不 等 式

で 表 す と,そ れ ぞ れ

λ+<T/(τ 十2斥 一ト2'十6),τ>2(㌃ 」}一1十3)λ+/(1-d+),

κ+'〈 ・(1一 λ+)・2λ+一3....(16)

と な る%(1.6>が 同 時 に 安 定 性 の 必 要 十 分 条 件 と な る の は,行 列'4が 「非 原 始

的 」(imprimitive)で あ り λ+exp[i(21>一1)π ケ】(N=1,2,...,τ)の い ず れ か

を 固 有 値 に も つ 場 合 で あ る 。(7)の 解 は 必 ず ψ(λ+,0)を 含 む か ら,ψ(λ+,0)

≧ ψ*(λ+)よ り,.安 定 性 の1つ の 必 要 条 件 と して,ψ*(λ+)=T2+(1十 の/(1十 τ)

5λ+(τ+3+た+の/(τ+耳)<1 ,す な わ ち

λ+〈(τ+1)/(τ+㍑+」+3),τ 〉{λ+(3+北+')一1}/(1一 λ+),

た十'〈(τ 十1)ノ λ+一(τ 十3)(17).

を 得 る 。(16),(17)が 成 り立 つ 範 囲 は,フ ロ ペ ニ ウ ス 根2.お よ び 緩 衝 係 数 左

利 の 減 少,遡 及 期 間 τの 増 大 に 伴 っ て 拡 大 す る 。

一
.

5.遡 及期間の作用

(16)は,販 売予測で遡 及期間 τを十分長 くとる と調 整過程 は安定化 され るこ

5)緩 衝在庫係数 が部門 間で 異な るとき,安 定性の1つ の十分条件 が λくr/[r+2{max鵬+ち)+

3}]に よ って与えられ る(森 岡1993,p.64)g
嶋
.
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一

躍
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と を 示 し て い る。 し.か し,前 編 で 指 摘 した よ う に(森 岡 ユ996,PP.241-244),τ

と Ψ の 関 係 は や や 複 雑 で あ る。 ψ(λ+,(2N-1)a/r)二 Ψ(τ),o,+1一 ψτλ+(叶1)

一λ+4=f((p,r)と す る と,π ψ(τ),τ]=0,五 Ψ(τ),τ 十1】=(3十 κ十')λ+

(Ψ(τ)酬+(τ+1)Ψ(τ)τ 一 τ}/τ(τ+1)。 方 程 式Oz+1+(τ+1)0`一r=0の 唯 一 の

正 根 を ψ.と す る と,Ψ(τ)≧ ψ。⇔ Ψ(τ+1)≦ Ψ(τ)。 ψ.〈1で あ る か ら,

Ψ(τ)>1の と き常 に Ψ(τ+1)〈 Ψ(τ)。 ψ.は τの 増 加 関 数 な の で,Ψ(τ)>1

の 状 態 か ら 出 発 す る と,τ の 増 加 に 伴 っ て は じ め Ψ(τ)は 減 少 す る が,τ が 十

分 に 大 き く な り,Ψ(τ)<ψ 。に な る と,望(τ)は 増 加 に 転 じ る(た だ し,い っ

た ん(16)が 成 立 す れ ば 望(τ)>1と な る こ と は な い)。 す な わ ち τの 増 加 に 伴

う Ψ(τ)の 減 少 に は 限 界 が 存 在 す る 。

(8)よ り,{璽 「(λ+,0)}τ+1>4A+=(3十 κ十')λ+々 で あ る か ら,{(3十 左十')え+/

τ}レ{「+Dはmax∫ Ψ(μ 」,e,)の 下 限 を 与 え る 。{(3十 κ十1)d'/z}IM,+1}は 小 さ な τ

に 対 し て は そ の 減 少 関 数 だ が,τ が あ る 値 を こ え る と 増 加 関 数 に な る 。1㎞ τ一　

{(3+陀+')λ+/r}1/lz+P=1で あ る か らmaxゴ ψ(Pi,θ,)は τの 増 人 に 伴 っ て1に 漸

近 す る 。 これ は 定 常 値d(E-A)4へ の 販 売 予 測Ss(の の 接 近 が 著 し く緩 慢 に な

る こ と に 対 応 し て い る 。 こ の と き3の は ∫蟹)と ほ と ん ど独 立 に 動 き,(5>で

ε¢①=Se('一1)と した 式s(')=ε('一1)A+4で 示 さ れ る 安 定 な 調 整 過.程 に お け

る3(の の 変 動 に準 じて 定 常 値4(E-A)-1に 急 速 に 接 近 す る 。

す で に.見 た よ う に,Ψ(τ)と θ,と の 関 係 は τの 増 大 と と も に 変 化 す る 。 例

え ばAが 固 有 値_a+を もっ と き,ψ(λ+,π,τ)は τが 奇 数 の と き Ψ(τ)を 与 え

るが,τ が 偶 数 の と き ψ(λ+,π,τ)=ψ(λ+,0,τ)<Ψ(τ)で あ る か ら,ψ(λ+,π,

τ)く1<皿(τ)か つ ψ(λ+,π,τ 十1)=Ψ(τ+1)>1と な る こ と が あ る(図5)。

し た が っ て,安 定 性 が ψ(λ+,π,τ)に 依 存 す る 場 合,平 均 を と る 期 間 を よ り長

く す る こ と に よ っ て,安 定 な 過 程 が 不 安 定 化 さ れ る とい う 「逆 行 」 が 生 じ る 可

能 性 が 存 在 す る 。
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図5ψ(0.5.0),ψ(0.5,9),.ψ(0.5.alt)の グ ラ フ

1.30

125

1.20

、

1.正5

1.1⑪

LO5

1.00

0.95

0.90

ψ

、

i一 一く}一 一 ψ(0.5,0)

一ヨ ー一 ψ(0 .5,π ノτ)

1+ψ(0.5・ π)

白
し

＼ 、

b・
'
、 亘

'a
..コ]

o、

357.9111315且719z

111指 数 平 滑 法 に よ る 販 売 予 測 の 場 合

各 企 業 が 販 売 予 測 で 平 滑 化 定 数 γ(0〈 γ≦1)を 用 い る 指 数 平 滑 法 に 従 う と き,

se(t)=5θ('一1)一 ←γ〔5('一1)一Se('一1)}(18)

こ れ を(5)に 代 入 す る と,調 整 過 程 の 安 定 性 は,固 有 方 程 式.

躍2一 躍{(γか十1)λ ノ十1一 γ}十(7ρ 十1一 γ)2,=0(プ=1,...,π)(19>

の 重 複 を 含 め て2n個 の 解 の 優 根 に 依 存 す る 。 こ こ で,ρ=3+κ+'。 添 字 の ∫

を 省 略 し,2根 を そ れ ぞ れ α(cos砺+ISinon),β(Cosaft+isinor,)(た だ し

α≧s),さ ら に(ゆ+1)u=r,1一 γ=翼 とお け ば,次 の 方 程 式 を 得 る 。

α2exp【2ゴ σα]一 α{rexp[i(砺 十 θ)],十uexp[∫ σα]}十a,8exp[i6]=0

(20)

β に つ い て も 同 様 の 式 が 成 立 す る 。 α は θ,μ,ρ,γ の 関 数 で あ る 。

1.投 入 係 数 行 列 固 有 値 の 回 転 の作 用

(20)で θ を2r一 θ,Usを2n-asに 入 れ 替 え る と,

α2exp[一2ゴ σα]一 α{rexp[一 ゴ(σα十 θ)】十uexp「 一 ゴσ促]}



1蹴(124)..第161巻 第1号

+a,9exp[一 姻=0

よ っ て α(の は(し た が っ て ま た β(の も)θ 盤 π に 関 し て 対 称 で あ る。.ま た 複'

素 平 面 上 で は,π に 対 称 な θ の2つ の 値 に 対 す る 解 は 扁 角 π に つ い て 対 称 な

位 置 に あ る 。

命 題3(a)Y≠r'=.(1一 μ)/(pit+1>な ら ば,α(θ)は θ=0で 最 小,0ぐ θ<π

で 単 調 増 加.B=rで 最 大,π く θ〈2aで 単 調 減 少 と な る 。(b>γ=γ*な ら

ば,α(θ 〉=a(θ)一 〇*=(7肋+1-7*)μ=(ゆ+μ り/(ゆ+1)と な る 。

(aの 証 明)γ ≠ 〆 と す る と,r≠ 衡。(20)の 両 辺 にexp[一=Mを か け る と

α2cosσ 乏τ一α(rcosO一 十一κ)十a,3Cos(θ 一as)=0,

a2sinas-ar・inB+α β ・並(B-aQ)一 〇. .(21)

4(α β)/dB=0に 注 意 して(21)を θで 微 分 す る と

[2讐:諾;諺+の 謙 認 認:調][瓢]

」r淵臨 鷺 烏)]....
(,,,

左辺 の行列 の行列式 をDと す ると,

P=a[2a一{rCos(B-aa)+uCoso,}]3

十α(rsin(B-aa)一usinas}2≧0..(23)

等 号 はrsin(θ 一 洗)一usino,=0か つ α={YCOs(B-as)十 舘cosσ △}尼の場合

のみ成立する。 こ.れらを(20)の 両 辺 に.exp卜2∫ σ司 をか けた式 に代 入す ると,

a{Scos(θ 一2砺)一g}=0か つassin(θ一2(励=0,す なわ ち0=2a,か つ α=β 。

(21)に 代 入す ると,Cosas=1,α=β=(7+め/2を 得 る。 これは(19)が 正 の重

根を もつ場合である。 このとき(19>の 判 別式(7+u)`一4a,8=0で あ るか ら

r=rl=(1一 μ)ノ(療+1)2,a=Q=(》 死 一Fu)/(痂 「+1).=φ ・,また は.

γ=r==(1一 μ)/(1-a)z,α=β=(源 一μ)/(源 一1)=Oz(24>

.た だ し,ア2〈1と な るため には μ〉畝!(ρ十1)2≧3/4(こ の ときOz>1)。(24)が

成 り立 つ場 合 を除いて常 にD>0。 し たが って0<θ<2Aで は4α 廻θ,do./dB
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は 確 か に 存 在 す る 。4β 〃 θ,4σ 露 θ につ い て も 同 様 で あ る 。(22)よ り,.

P(4α ん「θ)=a'(β7一 απ)SinQa.(25)

(20)よ り,α2sin(as-B)十ausinO-assinas=0。 こ れ と(21)か ら,

(α+β)(α 一β)s血.砺=(α7一 βめsinθ(26)

し た が っ て,こ れ と(25)か ら

(α+β)(α一 β)D(4α ゼθ)=α2(β アーau)(ar-RU)sing..(27)

a=Sな ら ば,(26)よ り7=麗 あ る い はsing=O。 θ=π の と き(1.9)は2つ の 符

号 を.異 に す る 実 根 を 持 ち,7≠ κ の と き α(π)≠ β(π)。 θ=0,2Rの と き は,γ1

≦ γ≦7aで あ る 場 合 の み α(0)=β(0),.α(2a)=β(2n)。 した が う て な=β とな る

の は,f鴇 π あ る い は7i≦ γ≦ 物 か つ θ=0,2π の 場 合 の み 。.よ っ て7キ π,sing

≠0な ら ば α≠ β。

F(θ)=(β グーau)(ar一 β幻 とす る と,

F(θ)ニ(7+u)2a,4一(α+β)2=(ア ー の2α β一 聯(a-S)2

0〈 γ〈 γ1,72〈 γ≦1の と き α(0)+β(0);7+κ よ り,F(O)=r'Pp(7+幻a>0。.

ま た,Ti≦ γ≦r=の と き α(O)=R(0)よ り,F(0)=α(0)2(7一 の3>0。 よ っ て

F(0)>0。 さ ら に,{α(π)一 β(π)}2=(r-u>2よ り,F(π)=γ 『pp(7一 π)2>00

ゆ え にF(θ)=0の と きsing≠0,こ の と き(19)は 必 ず 複 素 根 を もつ の でsinus

≠0。 も しar一 β麗=0な ら ば(26)よ り α=β と な る が,こ の と きsing=0あ る

い は7=翼 と な り矛 盾 。 よ っ て,ar一 βκ≠0。.同 様 に し て β7-au≠0が 言 え,

連 続 性 か ら,0≦ θ≦2aでF(の>0が 成 立 。

D>0,F(θ)>0よ り,θ ≠0に お い てsgn[a'(θ)]=sgn(sin6】 。 す な わ ち ,0

〈 θ<π で α'(の>0,a'(π).丘0,π<θ<2nで α'(θ)く0。 よ っ て α(θ)は0=0,

2π で 最 小 値 を,θ 〒 π で 最:大 値 を と る 。(27)か らx(の はa'(B)と 逆 の 符 号 を

も ち,そ れ ゆ え α(の と β(の は 互 い に 逆 方 向 に 増 減 す る 。 α(θ)と β(の の グ

ラ フ の 概 形 は 図1一(1)と 同 じ で あ る 。..
..・

(bの 証 明)r=r"の と き ア=%γ 、<γ*<γ2よ り,θ=0,2nの と き α(0)=

β(0),a(2π)=a(2π)。.sinθ ≠0の と き(25)(26)よ り,
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(α+β)Pα'(θ)=α2〆(β 一 α)sing,(α+β)Ds'(θ)=β2〆(a-is)sing

(28)

よ っ て,s,(の=一a'(θ)β2廿 。 一 方,4(姻)/dB=0よ り β'(B)=一 βゴ(θ)療 。

し た が っ て α■(θ)β(a-s)=0。 〔28)よ りa'(θ)=0.な ら ば や は り α=β 。 し た

が っ て0≦ θ≦2nで α(θ)≡ β(の ≡ φ*=羅5ヂ 〆1天 痂+i∫<1。 す な わ ち,こ

の 場 合 に は(19)の2根 の 絶 対 値 は θ に 無 関 係 に 常 に1よ り小 さ い 一 定 の 値 を

と る 。 証 明 終 わ り。

2.投 入係数行列固有値の回転に伴 う根軌跡

均(θ)=(α(θ 〉,as(θ)),埼(θ)=(β(θ),ere(θ)).と す る。(19).は θ=π の とき

.2つ の異符 号の実根 を もち,負 根 および正根 に対応す る絶対値 はそれぞれ

φ」={(アー π)十(γ一 π)2十4αβ}/2,

φ+={(一r→ 一κ)十(7一 麗)2→一4αβ}尼

で あ る 。rtr"の と き φ一一m+。 よ っ て,α(π)=φ+(0<γ ≦ γ*),φ一(.r一一r*),

φ一(7x〈 γ≦1)。 ま た,4φ 一躍 γ>0,4φ1ん1γ 〈0。(ユ9)のB=0の と き の 解 は γ乳

く γ<γ2な ら ば 共 役 複 素 根 で,α(0)=β(0)=φ 。=砺..1.=ア 玩 で あ る 。0く γ

〈71,勉 く γ≦1な ら ば2つ の 異 な る 正 根 で,

φ+={(7+u)+(7+π)諺 一4媚}ノ2,φ_={(7+の 一(7+の2-4α β}ノ2

が そ れ ぞ れ α(0)と β(0)を 表 す 。 よ っ て α(0)ま α(2π)=m.(0〈 γ<Ti,r=〈 γ

≦1>,φL(7=7i),Oa(γ=73),φ`(γ1<γ<γ*,γ*<γ<72),φ*(γ=γ*)。 ま た,0く γ

<γ1で4φ 海 γ<o,agar>0。(20)(21)よ り,γ ≠ γ*な ら ぼ

COSσ α=(ダ 十 め/(α 十 β)

一{(α+β)2一(7+κ)9(a一 β)!2(β7一 αめ(α+β)(29)

〔a)r=<γ ≦1の と き 。4(as)/dB=0に 注 意 す る と,(29)よ り,cosσ ご は0

く θ〈 π で θの 減 少 関 数,π<θ 〈2zで 増 加 関 数(0<θ<π で(α 一 β)/(α+β)

は θ の 増 加 関 数,β アーauは 減 少 関 数,7>㍑ よ りar一 β%>0,F(θ)>0よ り β7

-au>0)
。(26)よ り0<θ 〈 π でsin砺>o,〈 θ〈2aでsin妬 く.o,as(π)=π
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で あ る か ら,0<θ<2π で σ'試θ)>0。 ま た,(29)よ り,COsor,>0で あ る か ら,

玲(θ)は 左 回 転 で,Ys(B)は 第4像 限 か ら第1像 限 へ,そ れ ぞ れ

取0)=(φ+,0)→ 玲(π)=(o一,7C)→ 垢(2n)=(φ+,0)=瑞(0)

}っ(0)=(φ_,0)一 →1急(π)=(φ+,0)→}3(2y)=(φ一,0)=}争(0)・

と 動 く。 し た が っ て 根 軌 跡 は2.つ の 閉 曲 線 を描 く(図6一(1))。

(b)r=箆 の と き。 γが 減 少 し てr2に 近 づ く と,φ+一 〇一 は 減 少 す る 。7=r=

の と き 玲(0)=玲(0)富(0210)と な り,2つ の 閉 曲 線 は 接 点 を もつ 。 そ れ 以 外

で は 〔a)と同 様 。

(c)γ*く γ<矩 の と き 。 α(0)=β(0)=φ 。。 σぼ(0)=a.,sina,>0と す る と,

玲(θ),鞠(の の 動 き は,始 点 と 終 点 が}駅0)=(φ 。,の=巧(2π),}鼠0)=(OL,

2π 一 σ∂=玲(2π)と な る こ と を 除 け ば ,回 と 同 様 で あ る 。 根 軌 跡 は 全 体 と し

(1}Y2〈 γ ≦1

図6a,β と θの 関 係

(2>r'<r<ソ2(6)実 際の α(θ},β(θ)の 軌跡 〔μ=05,k+置=0の とき〕

Im

(3)γ=7> (4)γ 【<γ 〈 γ*

一1

(3)ア 三 〇.

y=0・51

rF「 一

,"

!0,5

,'

,(4)y=0」5
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Re

(5)0〈 γ<γ1

O}急 〔0)● 均(π)

ロ 吻 〔0〕■}顕 π)

(注〉(D一(5)の 各軌跡 はそれぞれの形の うえで の特徴 を示 してお り,太 線 が

優根の動 きに対応す る.(① は(3)一(5}の場 合について各軌跡問の位憐関係

を表す。
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て 虚 軸 の 左 側 に 膨 ら み を もつ1つ の 閉 曲 線 を な す(図6一(2))。..γ が 減 少 し て

.7*に 近 づ く と,根 軌 跡 は 円 に 近 づ く 。

(d)γ=γ*の と き。 命 題3か ら α(θ)=β(の=φ 』 緬 ン頓φ千万 。

(22)で α=β,r=uを 代 入 す る と α〉(γ+の な=rよ りDσ 鼠 の=2a2(α 一7

.cosσ 。)>0。 同 様 に し て σ6(θ)>0。0=0で 扁 角 σ,(sing,>0)を と る 方 を

玲(θ)と す る と,}依 θ),}雇 θ)は い ず れ も左 回 転 で,

玲(0)=(φ*,CO一 →}蛋(π)=(φ*,π)一 →}し(2n)=(φ*,2π 一 〇,)=}争(0),

巧(0)二(φ*,2a一 σ。)→yB(π)=(0_,o)→ 鞠(2n>=(φ*,〔 を)=}襲(0)

と な る 。Y(B),鞠(θ)の 軌 跡 は あ わ せ て 半 径 φ*(<1)の 円 を描 く(図6一(3))。

(e)r1く γ<γ*の と き 。 φ+>m一.と な り,優 根 を 与 え る 経 路 が 入 れ 替 わ る 。7

く 駕 よ り,β γ一au<0。F(θ)>0よ りas-ou<0。 よ っ て(26>よ りsin砺(0)

<0。 ま た,(27)よ り,cosσ βは0<θ く π で θ の 減 少 関 数,π<θ 〈2π で θの

増 加 関 数 。 よ っ て 玲(θ)は 左 回 転 す る 。(cxd)の 場 合 と は 逆 に00(0)=u,と す る

と,(29)よ り,cosσ β>0で あ る か ら,均(θ)は 第4像 限 か ら 第1像 限 へ,.

巧(θ)は 左 回 転 で,

玲(0)=(φc,2a一 砺)一→}1』(π)=(φ+,0)→ 玲(2n)=(ml,σ 。)=玲(0)

鞠(0)=(φ,,の → 玲(π)=(φ 一,π)→ 玲(2r)=(OL,2s-a,)=瑞(0)

と動 く。 した が っ て 根 軌 跡 は 全 体 と し て 虚 軸 の 右 側 に膨 ら み を もつ1つ の 閉 曲

線 を な す(図6一(4})。

(f>γ=γ 、の と き。 γが γ1に 向.か っ て 減 少 し て い く とa,はOに 近 づ く。 γ=

nの と き σ。=0,玲(0)=玲(0>=(φ ・,0)と な り,根 軌 跡 は1点 で 交 わ る2つ の

閉 曲 線 に 分 離 す る 。 そ の 他 は 〔elと同 様 。

〔9)0〈 γ〈 γ1の と き。 始 点 と 終 点 が 珪(0)=聡(2π)=(φ+,0),}叙0)=

玲(2π)コ(砺,0)と な る こ と 以 外 で は(e)と 同 様 で あ り,根 軌 跡 は2つ の 閉 曲

線 を 描 く(図6一(5))。
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3.投 入 係 数 行 列 固 有 値 の 絶 対 値 お よび 緩 衝在 庫係 数 の作 用

命 題4aは γ≧ γ*,す な わ ち μ≧(1一 γ)/(沙+1>に お い て μ の 増 加 関 数 で あ

り,γ ≧(1-u)/{(ρ 一2)μ 十1}〉 γ*,す な わ ち 配+」 ≧(1-r-u)/7u-1に お

い て 丸+'の 増 加 関 数 で あ る。

(証 明)前 段:d$*脚>0よ り,γ=7*の と き 成 立 。(21)を μ で 微 分 す る と,

.μ1)(dα ゼμ)=α2{α3+β2一(au+β7)COSσ α}〉 α2{α2+β2一(au+Or)}

(30)

γ〉 γ*な ら ば,d(au+or)μ μ;α ノ(au-fir)如 く0よ り,α2+as一(au+Or)は

θ=oの と き 最 小 値 を と る 。 こ の 値 は γ*〈 γ〈 γ2の と きCOsQ,=ぴ+紛 ノ2φ,よ

り2φf2(1-cos砺)>0,η 〈 γ≦1の と き φ+十 φ一=7十u,Q+〉 π よ り,20.z(0.

一 の(φ+一v 一)>0と い ず れ も 正 。 よ っ て4α 眉 μ>0。.7=知,θ=Oの と き に は

da/duは 存 在 し な い が,α は μ に つ い て 連 続 で あ る か ら,.こ の 場 合 を 含 め て α

は μ の 増 加 関 数 と な る 。

後 段=(20)(21)よ り,

(〆 一z`2){-XCOs(as一 θ)一 βcosσ α}=(a'一s2){7-uCos(2σ α一 θ)}

(22)を ρ で 微 分 して こ れ を 代 入 す る と,

(72一 麗2)P(da/の)/d7μ=α(α2-Oz)(ア ーucos(2σh一 θ)}

十(〆 一 π2){β一&Cos(2σ 』じ一 θ)}(31)

7>7*な ら ば γ〉 π。 よ っ て(〆 一 躍2)μP(4α ⑳)/μ 〉(7一 π)(α 一β){α(α+β)一

(7+の}で あ り,仮 定 よ り α(α+β)一(7+の ≧2α β一(7+u)=1一{ψ 一2)μ+1}一

(1一 μ)>0。 し た が っ て,α は ρ の(そ れ ゆ え 左+'の)増 加 関 数 と な る 。 証 明

終 わ り。

γ<γ*で は 必 ず し も4α 〃μ>0は 成 り立 た な い 。 特 に0〈 γ〈r,の と き,φ+

<μ よ り μρ(dφ+湿 μ)=Oz+(φ+一 の(φ+一 φ一)<0。 す な わ ち,φ+は0〈 γ〈r=

で μ の 減 少 関 数 で あ る 。4曜 ρ に つ い て も,0<γ<r,の と き φ+〈1よ り(7十 の

1)(4φ+ゆ)/γ μ=φ+(φ2+一 〇z一)(φ+一1)<0。 す な わ ち,φ+は0<γ 〈Tiで ρ の

減 少 関 数 と な っ て い る%
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4.安 定 条 件

α を α(Ri.B,)と 書 く と,命 題3,4よ り α(λ+,π)≧ α(μ∫,π〉≧ α(pi,6f)。

α(λ+,π)は γ*〈 γの と き 方 程 式 ゴ+躍{(か+1)λ+一(1-7)}一(塑+1一 γ)λ+=0

の 負 根 で あ る、 し た が っ て,{γ(2p-1)+2}λ+一(1一 γ)<1な ら ば,α(λ+,π)

〈1。 γ=γ*の と き α(λち π)=φ*<1。0〈 γ<γ ホ の と き は α(7)=φ+く1。

す な わ ち,{γ(2p-1)+2}λ+一(1一 γ)<1{1安 定 性 の 十 分:条 件 で あ る 。 こ れ を

λ+,γ,㌃+'に つ い て の 不 等 式 で 表 す と,そ れ ぞ れ

」～+<(2一 γ)/{γ〈2k十21十5)十2},γ<2(1一 λ+)/{(2ん 十21十5)λ+十1},

κ十'〈(2一 γ一 」～+(5y十2)}/2γ λ+....(32).

と な る η。(32)が 同 時 に 安 定 性 の 必 要 十 分 条 件 と な る の は,行 列 ・4が 「非 原 始

的 」 で あ りか つ 一 λ+を 固 有 値 に もつ 場 合 で あ る 。(19)は 必 ず α(λ+,0)を 根 に

も ち,解 と 係 数 の 関 係 ホ り α2(λち0)≧(塑+1一 γ)λ㌔ した が っ て 安 定 性 の1

つ の 必 要 条 件 が(砂+1一 γ)λ+〈1,す な わ ち,

γく(1一 λ+)/(2十 左十1)λ+,λ+く1/{γ(死 →一'一ト2)→ 一1},.

た一十一」<{1一 λ+(2T十1)}/rλ+...(33>

に よ っ て 与 え ら れ る 。(32).(33)が 成 り 立 つ 範 囲 は,フ ロ ベ ニ ウ ス 根 λ+,平 滑

化 定 数Y,緩 衝 在 庫 係 数 北+」 の そ れ ぞ れ の 減 少 に 伴 っ て 拡 大 す る 。

5.平 滑 化 定 数 の 効 果

販 売 予 測 に お け る 平 滑 化 定 数 γ を 適 当 に 小 さ く と る と,調 整 過 程 は 安 定 化 さ

れ る 。 し か し,γ が ご く小 さ な 値 に な る と,販 売 予 測32(の の 変 動 と 販 売 量

3(つ そ の 他 の 変 数 の 変 動 は ほ と ん ど 分 離 さ れ,α はSε(')の 収 束 の 緩 慢 さ を 反

映 し て1に 接 近 す る 。 す な わ ち,α(λ+,0>は γ〈r=で は γの 減 少 関 数 で あ り,

hmγ_。 α(λ+,0)=1,α(λ+.π)も γ〈 γ*で は γの 減 少 関 数 で あ り,1i皿7→ 。α(λ+,

6>r=畔 の ときe4*/dP>00ま た,7>r*の ときdφ一/の>0。 数値計算では,7"≦rく(1-R)/{(ρ
一2)μ十1}の とぎに もαは 北十.」の増加 関数 とな っている。

7)緩 衝在庫係 数が部門間で異 なると き,安 定性 の1つ の十分条件が λ<1/[1+2y{max(幻+',)+

3月 によって与え られ る 〔森岡1993,p.65)。
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π);1で あ る(図7)。.

γ*は2つ の特 別な意 味を もっている。 第1に,命 題3(b)が 示 す ように,Y=

ア零の とき,α は えの絶対値 μのみ に依 存 し,そ の偏角 θとは無関係 になる。

7*が1に 近い場合 には αは θに著 しく感応的であ り,ま た,γ が γ*よ り小 さ

くなる とmlは 再び θに感応的 になる(た だ し,安 定性 には影響 しない)。 第2

に,γ.=γ*の と き,α(λ+,π)=ma勘 α(λ+,θ)が 最 小 にな る。 γ〉ザ で は

α(え+,π)=φ 『で,φ 一は γが減少す る と急速 に減少する。 しか し,γ<骨 にな

る と,γ の減少関数で あ る φ+が φ一を上 回 るので,α(翠,π)は それ以上減少

しえない。

γ=γ*の とき4α 刎γ>0,ま た γ〉γ*の ときda(0)羅 γ>0,da(π)ん 」γ>0。 も

し 「γ≧γ*の とき任意 の θにつ いて4γ 履θ>0」 とい う命題が成 り立てば,移

動平均法の場合 に見 られたよ うな,販 売予測 にお ける過去 の販売実績へ の加重

値 の増大が安定 な過程 を不安定化す る とい う 「逆行」は,指 数平滑法で は発生

しえない ことにな る。移動平均法 における 「逆行」 は,遡 及期 間 τが増 えると,

固 有値 の回転 に伴 う ψの増 減のパ ター ンにず れが生 じることに起 因 していた。
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指数平滑法ではこの要因はな く,γ≧γ*の範囲では 「逆行」は生 じそう.にない。

数値計算の結果もこの推論を支持 しているが,数 学的.な証明は課題 として残さ

れている。
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