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Abstract

揺らぎの成長という観点に立脚して､地磁気反転についての議論及び考察を行った｡特

に相互誘導インダクタンスが系の動的挙動に及ぼす影響について､3diskdynamo･モデ

ルを用いて､詳しく考察を行った｡相互誘導インダクタンスは､系の相互作用の大きさを表す

尺度であり､これが系の動的挙動に重要な影響を及ぼす｡まず相互誘導インダクタンスが大き

い場合､-これは系の相互作用が大きいことに対応する一定常状態に加えられた､極めて小さ

な電流の揺らぎも､短い時間に成長し､波長の短い成分で構成された不規則振動を呈するよう

になる｡潜伏期間は非常に短い｡対照的に､相互誘導インダクタンスが′J､さい場合､定常状態

に加えられた揺らぎは､非常に長い潜伏期を経た後､成長する｡ しかしながら揺らぎの成長は

極めてゆっくりであり､不規則振動を呈するものの比較的波長の長い成分で構成されている｡

このように､相互誘導インダクタンスの大きさは潜伏期間､揺らぎの成長及び振動の様相に極

めて大きな影響を及ぼす｡ 数学的に考えると､相互誘導インダクタンスの大小は時間軸の収

縮 ･伸張に関連しており､相互誘導インダクタンスが大きい場合､時間軸は収縮し小さい場合

伸張する｡diskdynamoモデルから得られた結論と地磁気反転パターンとの類推より､現

在から約2500万年前までは反転周期が短いことから､揺らぎの成長は極めて速いと考えら

れる｡このことは dlskdynamoモデルにおいて相互誘導インダクタンスが大きいことに対

応する｡それとは対照的に､白亜紀に於いてみられる極めて長い間地磁気が反転しない期間

(cretaceoussuperchron)には､系に生じた揺らぎの成長は極めて緩やかであると

考えられ､ diskdynamoモデルにおいて相互誘導インダクタンスが小さいことに対応する｡

これらの事を考慮に入れ､現象論的に地磁気反転パターンを説明するためには､diskdynamo

モデルにおいて相互誘導インダクタンスに時間依存性がなければならない｡解析を行った結果､

時間依存性を有する場合の解は､時間依存性がない場合に得られる解に対して､時間軸のみを

操作する事で得られる事が判った｡換言すれば､ diskdynamoモデルに於いて､相互誘導

インダクタンスに時間依存性がない場合の解に対して周波数変調 (FM)を施せば､時間依存

性を有する場合の解を得ることが出来る｡これは現象論的には､不規則波の周波数変調によっ

て地磁気反転パターンが得られることを示している｡

*)本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡
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【緒言】

力武に始まる2disk dynamoの研究(1958)I)は､その後､その挙動が詳しく研究されて

きた216)｡また更に複雑なdisk dynamoも提案され､研究されている6-8). これら一連

のdisk dynamoについての研究は､地球磁場反転を説明するのに重要な役割を果たしてきて

いる｡

確かに dlskdynamoを含めてダイナモ理論は地球磁場の反転を説明することが出来る

唯一の理論であり､地球磁気の研究で極めて重要な役割を果たしてきている.しかしながら､

MERR工11 と McFADDEN 9)の指摘にもあるよ うに､Cretaceous や K土aman

Superchronの様に極めて長い期間､地磁気が反転しないことは､ダイナモ理論では説明し

にくい｡通常ダイナモ理論では､非常に長い反転期間と非常に短い反転期間の両方が存在する

地磁気反転パターンを説明することは､出来ない｡

それ故､､Cretaceousや K土aman Superchronの存在を現象論的に説明するた

めに揺らぎの増幅という観点からd土skdynamoモデルを用いて解析をおこなった｡この論

文では6つの自由度を有する3diskdynamoの挙動に注目して研究を行った｡その際電気抵

抗と円盤を動かす力のモーメントは非常に小さく無視出来ると仮定した｡このような仮定を設

けるのは以下の理由によるものである｡

(1)エネルギー保存則を用いて数値計算の精度を判定できる｡

(2)Liapounov関数を容易に求めることが出来る｡

(3)定常状態の安定性を吟味しやすい｡

(4)系を支配する微分方程式が数学的に解析しやすい形になる｡

揺らぎの増幅の観点で考える際､主に相互誘導インダクタンスの寄与について考察をおこなっ

た｡また数学的な観点から相互作用の大小について論じる｡

【解析及び考察】

N-Diskdynamoについて考えてみよう(LEBOVITZmodel)7)｡図1は 電磁気的に結合

したN-Diskdynamoを示したものである｡ 系を支配する方程式は以下のように表される｡

Ln孟In(t)IRnIn(i)-MnOn(t)In-1(t)

cn孟Qn't'-Gn-MnIn't'In-.'t' 1̀'

( n-1,2, ,N )and Zo(t)-ZN(t),Oo(t)- E2N(t)

ただしこの場合､緒言の処で述べた様に3diskdynamoについて調べるので〃-3となる｡

ここでIn(I)とE3n(I)は電流と角速度である｡LnとrRnはn番目コイルにおける自己インダクタ
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ンス及び電気抵抗である.CnとGnはn番目のコイルに於ける円板の慣性モーメント及び円板
を動かす力の回転モーメントである.2nM nはn-1番目とn番目のコイルとの相互誘導イ

ンダクタンスである｡ (1)式を見て判るように､相互誘導インダクタンスは隣接するコイル

間の相互作用の大きさを表すものであり､この為各diskの運動は一体問題では捉えることが出

来なくなる｡多体効果が各diskの運動に影響を与える｡しかも相互誘導インダクタンスの

存在により導入される多体効果のため (1)式の解 (即ちI"(t)との〝(i))は､解析的に求めら

れなく､また非常に不規則な振動を呈する様になる｡

図1 〟-diskdynamoの概略図

次に (1)式において､電気抵抗RnおよびGnは他の項に比べ非常に小さく無視できると仮定

しよう｡この様な仮定を設けるのは前述した理由によるものである｡すると (1)式より

LnIn(t)孟IP(t)--CnOn(t)孟on(i) (2)

(n-1′2′3)

を得る｡また上式を積分することにより

LnlIn(t)]2･cnton(t)]2-(cn)2-const (3)

を得る｡ここで cn は系の初期条件で定まる定数である.上式は系のエネルギーが保存され

ていることを表している｡更に (3)式を用いれば数値計算の精度が確認できる｡

更に議論及び解析をやり易くするために 系は均一であるとしよう｡ これは C1-C2- C3-

C,Ll- L2-L3-L,Ml-M2-M3-Mを意味する｡すると方程式 (1)は次のようにな

る(,
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孟In(i)-拳 n(i)In-1(i)

孟Q"(i)--fIn(I)In-I(i)
ro(t)=E3(t), Oo(t)=f13 (t )

(n-1′2.3) (4)

更に L-lH及びC-lHA'2sec'2とするo次にIn(I)､凸〃(t)及び tを 無次元化する

ために､以下のように定義される無次元量 1-′I'n((-)､EI'n(I.)を導入する.

t-tot'

zn(t) - ronz'n(t')

a(t)- L20nL21n(t′)

ここで､ Eon,L20n 及び toはAmperes,rad/s及び secの次元を持つo計算の便

宜上 すべてのDについてZOn-lA ,Lプn-lrad/sec 及び t｡-1sec とする｡すると

方程式 (4)は

意I.n(t･)-mO･n(tf)I･n-I(t･)
(4)′

-io･n(t･)ニーml･n(t･)rn_.(t･)
dt'

となる.ただし m-M/L とした (Mの単位はLと同じくHとする｡それ故mは無次元量

となる)0

便宜上Llapounov 関数 を表しやすい形にするため､方程式(4)′を次のように書き

換える｡

意Jn(t･)-fn(J.((-),J2(t･),J,((-),J｡(t･),J5((I),J6(I" (5,

ここで Jl(t′)=Z′1(t′)′J2(t′)=Z′2(t').J3(t′)=Z′3(t′),J4(t′)=L211(t′)′
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J5(t′)-L212(t′),J6(t′)- L213(t') とする｡

最初に Jn(t′)を定常点 J'(-(J,(t′)′J2(t′)′J,(t′)′J4(t,)′J5(t′)′J6(t.日 -

(0,0,0,0,0,0日近傍での振る舞いについて考えてみようO まず Liapounov 関数

V(Jl(t′),J2(t'),...,J6(t'))を以下の様に定義しよう.

6

V(J.(t'),J2(t'),･･･,J6(t'))-E lJn((I)]2n=I

式 (3)′ (4)'及び (6)より

V>0 (定常点 J*をのぞくすべての領域) 及び

Av=o
dt'

(6)

(7)

それ故､ (7)で示 される Liapounov 関数 の存在により位相空間の領域βで始まる

J(t')(-(Jl(t′)′J2(t′)′ ...,J6(t′)) )の軌跡は､ずっと 領域Dに留まるOそして定常

点 J★は軌跡の中心点である｡

次に僅かな揺らぎが別の定常状態 Jo=(0,0,0,01′02,0 3日 O n=0でない定数
(n=1,2,3))に加えられた場合について考えてみよう｡もし定常状態 Joが安定ならばJo近傍

から出発 した J(t')の軌跡は徐々に Jo-収束 してゆくと考えられる｡それ故､ linear

stabilitytheory) 卜̀ H )を用いて､定常状態 Joの安定性を調べてみよう｡定常点 Joか

らの僅かな揺らぎを &rとすれば (これは定常点に付け加えられた僅かな摂動である)､&rは

線形近似の範囲内で以下の式を満たす｡

4 8J=A8J
dtf

(8)

ここで､行列Aの要素jlijは以下のように表される｡

Alj-lift･],. (9,

ただし 8J= (SJl,SJ2′-･･′SJ6).

もし行列Aの固有値の実数部がどれか一つが正であれば､定常点 Joは不安定であることが判

っている｡それ故 (9)式で定義される行列Aの固有値九を調べなければならない｡固有値九

を決める方程式は次式で表される｡

- 373 -



近藤 慎一郎
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(10)式で行列 Eは単位行列である.これより固有値いま容易に求められ､以下のように

なる｡

九-0 (三重根)

九-m編 and九-m編 (-1±iJf (ll)

ところで式 (11)で091(020)3≠ 0 のためどれか一つのRe(i)は正であり､定常点 Joは

不安定であることが判る｡更に Re(i)は､mtこ比例するため､定常点 Joからのずれは､m

が大きくなるにつれて増大する.即ち定常点 Joからの非常に僅かな揺らぎでもmが大きけれ

ば､容易に増幅される｡

図2(A)(B)(C)はm-0.1,0.5及び 1の場合の I′n(t′)(n=1′2,3)を示したもので

あるO初期条件は r'1(0)-0.0′Z′2(0)-0.0′Z′3(0)-10~7,12′,(o)--2, L2′2(0)-2,

L2′3(0)=1である.これは定常状態 Joに非常に僅かな揺らぎ (10~7A) がt′-0に於い

て加えられた事を意味する.図を見て判るようにmが大きくなるにつれて系に加えられた僅か

な揺らぎでも大きく増幅され､やがて不規則振動を呈するようになるoこれは定常点 Joに生

じたきわめて僅かな擾乱もmが大きければすぐに拡大される事を意味し､熱平衡状態における

揺らぎの挙動とは対照的である｡また､mの値が大きくなるにつれ振動の度合いが激しくなる｡

即ち高い振動数を有する成分が生じてくる｡

数学的にみれば､mの値が大きくなるにつれ振動の度合いが激しくなるということは次の

様にして理解できる｡まず次式で定義される無次元化された時間 と′′を導入する｡

trI-mtr

すると方程式(4)′は次のように書ける｡
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図2(A) m=0.1に於けるIl'(t'),Ⅰ2'(t')及びⅠ3'(t')
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図2(C) m=1.0に於けるIl'(t'),Ⅰ2'(t')及びⅠ3'(t')
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差rn(I")-o･n(fH)I･n-,(t･･)
(12)

A o ･n(tH)≡-I･n(t･･)r n_.(t一･)
dtf'

上式より､ t''が O から1までの r'n及び Q'n の挙動は t'が O から1/mまでの挙

動に対応する｡それ故､mの増加に伴う高周波成分の増加は時間軸の収縮によるものと解釈で

きる.mは時間軸の伸張 (m<1)および収縮 (m>1)をあらわすscalefactorである｡

図3に模式的にこのことを示す｡

. ハ ∩ ､_

/o(,l U U lltP. トー t, ノー

. . /ヽ ∩ 一ヽ...ー

図 3 mの値 による時間軸の伸張及び収縮

以上の議論を基に､ Z'｡(t,,･m′J(0日及び0'｡(t',･m,I(0日を方程式(4)'の解とすれば､

次のような関係が成り立つことがわかるo

Z'n(t';m,J(0)) - Z'n(mt';1,I(0日

0'｡(t';m,I(0日 -0'n(mt',･1,J(0日

よって一般化された形として

Jn(t',･m,J(0日=Jn(mt','1,J(0))
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それ故､正確なJn(t',･1,J(0日が求まれば､(13)･より Jn(t･,･m′J(0日 は解析的に求める

ことが出来る｡ これは Jn(t',･m,J(0日 が Jn(t';1,J(0日をある意味で周波数変調 (FM)

して得られることを意味している｡I

前述したように定常状態に生じた非常に僅かな揺らぎでもmが大きければ容易に増幅さ

れ､やがて不規則振動を呈するようになる｡また対照的にmが小さければ､ゆらぎはなかなか

増幅されなく定常状態は安定であるように見える.これは数学的に考えればmが大きければ時

間軸の収縮のため高周波成分が出現し､またmが小さくなると時間軸の伸長することで､揺ら

ぎの増幅が遅くなる｡

では､これらの議筒を基に揺らぎの増幅という観点から地磁気反転を考えてみよう｡図 4

は､170Maまでの地磁気反転パターンを示したものである(afterCOX′1982)12)｡図を

みて判るように､現在からおおよそ25Maまでは､地磁気の反転間隔が短い｡これは高周波

成分によるものであり､数学的にはmが大きいことに対応する｡しかし反転間隔は､25Ma

から83Maにかけて緩和しているように思われ､mの値が小さくなっていることに対応して

いる｡そしてCretaceousSuperchronに至る｡更に注目すべき事として､Cretaceous

Superchronに前後して比較的長い間 (4から6myr)地磁気反転が生じない期間があるこ

とである｡ これらの期間の存在により､反転プロセスがCretaceous Superchron前

後は緩やかであると思われる｡それ故､地磁気反転プロセスは全くのランダムではなく､むし

ろある秩序性を有していると考えられる｡

揺らぎの増幅という観点から考えると､ CretaceousSuperchronのような極めて

長い期間 (約3500万年)地磁気が反転しないということは､この期間､揺らぎの成長が極

めて緩やかであると考えられる｡この期間は､一見すると極めて安定であるように思われるが､

揺らぎは極めてゆっくりと成長しているように思われる｡ 前述した 1土nearstab土1土ty

theoryによれば､揺らぎはおおよそexp(comt)(coは正の定数)に比例する.それ故もL

mの値が､1/ 10程度になれば､揺らぎの成長は極めてゆっくりであると予想できる.重要

なのは､ Cret早ceousSuperchronの存在が決して磁気的に安定な平衡状態に達した期

間ではなく､不安定な状態ではあるが､揺らぎの成長が極めて緩慢な期間として特徴づけられ

るのではない かという点である｡ CretaceousSuperchronは熱平衡下における揺らぎ

の生成消滅として捉えるのではなく､揺らぎの成長が極めて緩やかな期間として位置づけられ

ると推察しうる｡換言すれば cretaceoussuperchronは､diskdynamomodel

において､非常に小さいmによって誘起された期間の長い潜伏期間と考えられる.

それ故､地磁気反転を現象論的に表そうと思えば相互インダクタンスに時間依存性を盛り

込まなければならない.それ故mを､m (t,)と見なさなければならず､当然方程式(4)'は､

以下のように表される｡
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d

京 I'〝(f')=m(t')の■(t')I-A-.((-)

d

京 E2'〝(t')=-m(t')I-n(Jf)I'〝-I(t.)･

ここで､次のように定義される新しい変数 でを､導入する｡

･-I.I.m(x)dx

(14)

(15)

すると方程式(14)は､(12)と同じタイプの方程式に遭元できる｡よって式(14)の解を

Z'n(t',･m(t′).I(0日及び L2'n(t';m(t'),I(0日とすれば､

･･n(t･;m(t･),J(0))-I･n(I;1,J(0))-I･n(lt'mH dr;1,J(0))

Era(t･湘 ),J(0))-0.a(T･,.,J(0))-0･"(拍 x)di;I,J(0))
(16)

これは､､∫′れ(亡′Jl.∫(0))及び β′｡(亡′Jl′J(0日 が求まれば､(14)式の解を解析的に

得ることが出来ることを示 している｡別の見方をすれば､上式は､J′｡(亡′;1′J(0日及び

i2'n(t';1′J(0日を周波数変調 (FM)すれば､(14)式の解 Z'n(t',･m(t′)′J(0日 及

び L2'n(t',･m(t′).J(0日を得ることが出来るということを示している｡現象論的には､

不規則振動の周波数変調によって地磁気反転パターンが得られることを意味している｡よって

図3に示した地磁気反転パターンを満たす m(t′)を求める換作はFM波から音声信号を取り

出すことに対応していると思われる｡

次にdiskdynamomodelと地球内部との対応について考えてみよう｡前にも述べた

とおりd土skdynamomodelによる解釈は､あくまでも現象論的なものであり､地球の内

部構造と明確な対応はなしていない｡ しかしながら地球内部現象を正確に捉える場合にも､

diskdynamomodelから得られる結論は示唆的であり､且つ有効性があると考えられる｡

これは強磁性体におけるワイスの分子場近似が 一勿論 diskdynamomodelと同じく､

ワイスの分子場近似は現象論的な取り扱いだが- ハイゼンベルグの交換相互作用の提唱に先

だって提案され､磁性物理学の発展に重要な役割を､果たしたのをみれば判る｡

地球内部との明確な対応がない以上はっきりしたことは言えないが､何らかの相互作用が

存在し､これが時間と共に変化して図4にみる地球磁気の複雑な反転パターンを形成するので

はないだろうかOたとえば ･例として､地球の核には蝕つかの対流セルが存在する仮定しよう｡

その対流セルの一つ一つがdiskdynamomodelにおけるdiskに対応しているとすれば､

mは対流セル間の相互作用の大きさに対応すると思われるoこの仮定に立脚すれば､
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CretaceousSuperchronの期間において対流セル間の相互作用は極めて小さいと考え

られる｡それとは対照的に今からおおよそ2500万年前までは､対流セル間の相互作用は大

きかったものと思われる｡ McFaddenとMerrillらによると白亜期には外核とマントル

との界面温度が高い可能性があるとの指摘もあり13)､これが対流セル間どうしの相互作用を

小さくしているのかもしれない｡しかしながらこれら地球内部の記述についてはあくまでも

d上skdynamomodelからの推察であり､更なる測定及び研究が望まれるところである｡

【結論】

我々は3-diskdynamomodelにおいて相互インダクタンスに時間依存性を有する

場合について､数値計算及び解析的なアプローチを通じて地磁気反転との対応を試みた｡この

ような相互作用が時間依存性を示す系においては､以下のことが明らかになった｡

(1)隣接するdiskとの相互作用が大きい場合 (mが大きい事に対応する)､系に生じた非

常に僅かな揺らぎも極めて短時間に成長するO対照的に相互作用が小さい場合 (mが

が小さいことに対応する)､系に加えられた揺らぎは非常に長い時間をかけて成長する｡

このような非常にゆっくりとした揺らぎの成長プロセスは一見すると､平衡状態と非常

に似ているものの､熱平衡下で生じる揺らぎの生成 ･消滅とは本質的に異なり､非平衡

状態であり､時間的にゆっくりと推移しているにすぎない｡

(2)地磁気反転パターンとの類推より､現在から約2500万年の期間は､僅かな揺らぎで

も非常に大きく増幅されると考えられる｡一方cretaceoussuperchronのよう

に地磁気が極めて長い時間反転しないという事は､この期間､揺らぎの成長の極めて遅

いと考えられる｡それ故地球磁気反転プロセスを現象論的に説明しようと思えば､相互

インダクタンスに時間依存性がなければならないOこれはmをm(t′)に置き換えること

対応する｡

(3)数学的に考えると相互作用が大きいことは､時間軸の短縮に相当し一方相互作用が小さ

いことは時間軸の伸張に対応する｡相互作用に時間依存性が存在する場合の解は､時間

依存性のない場合について得られた解の周波数変調によって得られる｡これは現象論的

には､不規則振動の周波数変調によって地磁気反転パターンが得られることを示してい

る｡
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