
88 

潜在的保型性と局所大域整合性について
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概要： FをCM体、 nを正整数、 lを素数とする。本稿では潜在的保型性定理

を今まで知られていなかったいくつかの場合に拡張する方法について説明する。

さらに潜在的保型性を示すときにもっと詳しい性質を同時に理解する方法を導

入し、それが局所大域整合性やRamanujan予想に応用されることについても説

明する。
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1 導入

FをCM体（すなわち総虚な CM体か総実体）、 nは正整数、 GFをFの絶

対ガロア群とする。さらに、 z~ :=｛（入1,...，入n)Iふ 2:...2:入n}とおき、
入E(Z~)Hom(F,C) に対して、 VA を最高ウェイトが入の I1Hom(F,C)GLn(C) の既約
な代数的表現とする。

GLn（幻）のカスピダル表現mがコホモロジカルでウェイトが入 E(Z~)Hom(F,C) 

であることを、 Tの無限成分mOOとVAの双対表現VAVの無限小指標が等しいこと
で定義する。この条件は Tの有限素点成分T°° が肋?KH*(XK,V;入）の GLn(A戸）

のC上の表現としての部分表現になっていることと同値である。ここで、 Kは

GLn(Ap）のコンパクト開部分群全体を走っており、 XいまGLn,FのレベルKの
局所対称空間を表している。

このとき、全ての素数 l と体の同型し：冦 ➔ Cに対して、 n次元半単純l進

Galois表現rL(1r)：応→ GLn（百）が[11]と[16]において構成されている。この

対応に関して次の予想がある。
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予想 1.1. （局所大域整合性）

TをGLn（幻）のコホモロジカルなカスピダル表現とする。このとき、全ての

素数lと体の同型ぃむぷc、Fの有限素点叶lに対して、
l-n 

lWD(rし（7r）い）F-ss竺 recpv(叩 |d叫v2)

が成立する。

Remark 1.2. これはvがlを割るところでも期待されているが、それについ

ては [8]や [4]を参照。

予想 1.3. （潜在的保型性）

r:GF→ GLn（ご）を既約かつほとんど全てのFの有限素点で不分岐であり、

全てのl進素点でdeRhamかつHodge-Tateウェイトが正則なl進表現とすると、

Fの有限次 CM拡大体EとGLn（釦：）のコホモロジカルな尖点表現II、体の同

型l：◎→ Cが存在して、 r|GE竺rl(IT)が成立する。

Remark 1.4. 1 この予想はFを有限次拡大しなくとも良いことが期待されて

いるが、それはGL2,Qの場合以外にはほとんど知られていない。

2 ここで、 T E HomQ1(Fv,◎)に対する r|G氏の T-Hodge-Tateウェイトを

HTふい） ＝ ｛...' i........ i ,.. ・}EZ門品で定義しており、 r|G的
‘— v —1 

dim可(r|G恥応，F后(i))G瓦
のHodge-Tateウェイトが正則であることは任意の Tに対して、 HTT(rlc四）が

相異なる n個の整数からなることで定義した。

これらの予想について今までわかっていたことを述べる。

まず、局所大域整合性に関して述べる。

1-n 

• [21] において、半単純成分の対応 lWD(rし（7r） |GFV)ss 主 recFV(叩 |detl~)ss

はわかっている。したがって、残された問題はモノドロミー作用素の部分

である。

•さらに T が共役自己双対性炉竺がを持つ場合は、局所大域整合性は完

全にわかっている。 ([18],[17], [7], [8]）この場合は n(7r）はある種のユニ
タリ志村多様体のエタールコホモロジーの中に実現されることがわかって

おり、局所大域整合性は乃（7r）|G凡に対するウェイトモノドロミー予想と

いう幾何的な予想に帰着されて示された。しかし、一般の場合は Ti(7r）は

そのような幾何学的な解釈を持つかどうかわかっておらず、この場合の手

法を拡張することは困難であると考えられる。

• 7rが本質的自己双対性を持つとは限らない場合、 2次元でウェイトが0の

場合か2次元で通常な場合にのみ、剰余表現に対する技術的な仮定のもと

で潜在的保型性を用いることでモノドロミー作用素まで含めた対応が示さ
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れている。 ([2]、［20]）しかし、この場合の手法は2次元でしか機能しない

手法だったので、本稿ではこれを一般次元でも機能するものに修正したも

のを紹介する。

次に、潜在的保型性について述べる。

•局所大域整合性の場合と同様に、共役自己双対性がある場合はよくわかっ

ている。 ([5])

•一般の場合は、通常なものや 2 次元で parallel ウェイトなものの対称積表

現の場合にはそれなりにわかっているもあるが、それ以外の場合はほとん

どわかっていなかった。 ([15]、［6])

これらの予想に関して、本稿では次の結果について説明する。（より詳細な結

果は [13]参照。）

定理 1.5.R := (M, S,｛ハ｝入，｛Qv(X)}vtf-S,｛凡｝TEHom(F，訂））を既約でとても弱い

GFのl進表現の整合系で純であるか保型的であるとする。さらに次のいずれか

の条件を仮定する。（これらの用語の定義は Appendixを参照。）

1総奇または総偶なランク 1のとても弱い GF+のl進表現の整合系 Xが存

在して、 R竺冗 @X応が成立する。

2 |入—入'|2n が任意の TE Hom(F，可）と入ヂ入'E几に対して成立する。
このとき、 Fの有限次 CM拡大EとGLn(Aいのコホモロジカルなカスピダ

ル表現IIが存在して、 R|GE三冗rrである。

さらに、ディリクレ密度正な素数lと任意の l:◎ ➔ C と Vf lに対して、
1-n 

tWD（乃（7r）叫）F-ss竺 recFv(叩 |<letい）が成立する。

さらに、ここから次のような応用が得られる。

系 1.6.7rをウェイト入 E(zi)Hom(F,IC)のGLn（い）のコホモロジカルなカスピ

ダル表現であって、ディリクレ密度 1の素数lと任意のし： ~与 C に対して

乃（7r）|GF凶）の剰余表現乃（7r）|GF(Q)が既約になっているとする。さらに次のいず

れかが成立していると仮定する。

1 n = 2。（この場合は/1,Lemma 7.1.10]により、ディリクレ密度1のlで剰
余既約になることはわかっている。）

2総奇または偶な代数的な Hecke指標 X:A;+/(F+)X→ CXが存在して、
T 三 T鸞 XONF/F+が成立する。

3 心—入T,i+l ミ n-l が任意の TE Hom(F,C)とi= 1, ・ ・ ・, n -lに対して
成立する。

このとき、正なディリクレ密度の lと任意の t：百 ➔ C と Vf lに対して、
tWD(rぷ）叫）F-ss竺 reCFv(叩 |det|vデ）が成立する。
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系 1.7. (Ramanujan予想）

TをGL2（幻）のコホモロジカルなカスピダル表現とすると、任意のFの有限

素点vに対して叩は temperedである。

実際、系1.6の2、3の状況では冗バま定理1.5の仮定を満たすことが[9,The-

orem 1.3]からわかるが、先ほども述べたように [21]においてすでに半単純成分

の対応はわかっており、モノドロミー作用素の部分は体を有限次拡大しても変

わらないので結果を得る。 1の場合はSym面をとって2の場合と同様の議論を

すれば良い。詳しくは [13,Proposition 2.23, Theorem 6.9]を参照。

系1.7に関して、バまCMを持たず、四は不分岐であると仮定して良い。簡

単のため Tの中心指標は自明であるとする。このとき Tはユニタリであり、四

がtemperedであることはrecpv（叩）のフロベニウス固有値の複素絶対値が1で

あることと同値である。一方で、全ての正整数Kに対する SymmkR1rに定理1.5

を適応することができる1ので、 Fの有限次CM拡大EとGLk+l(A叫のユニタ

リなコホモロジカルなカスピダルII、vの下にない素数l、し：ごぷ Cが存在し

てSymm兄（7r）|GE竺 ri(II)とlWD(ri(II)lcEw t-ss竺 recEv (II』d叫~n) が任意
のwIVに対して成立する。したがって、特にIIwは不分岐であり、 recEw(IIw)の
フロベニウス固有値の複素絶対値はqw方以上q孟以下であることがわかる。 (qw

は広の剰余体の位数。 [13,Theorem 2.11]を参照。）したがって、 recF。（叩）の

フロベニウス固有値の複素絶対値がq；冗以上q戸以下であることがわかり、主

張が得られる。完全な議論が知りたい方は [13,Theorem 6.10]を参照。

以降の節において、定理1.5の証明について説明する。特に、 2節では保型性

持ち上げ定理と局所大域整合性について説明し、 3節では主定理を実際に自己

双対な場合に示す。

2 保型性持ち上げ定理と局所大域整合性

前節と同様、 FはCM体でnは正整数とする。

定義 2.1. lを素数、 VI lをFの有限素点とする。
1 Pl、P2:Gp℃ →GL出％）を連続表現とする。
このとき、 Pl~P2を次の3条件が成立することで定義する。

(1)丙竺丙o

(2) PIとP2はクリスタリンであり、これらのHodge-Tate weightは等しい。

(3) Plとpバま万のクリスタリン持ち上げ環の中で共通の既約成分に含まれ

る。（クリスタリン持ち上げ環は [12]で導入されたものを用いている。より詳し

い性質は [13,section 3.3]を参照。）

1正確にはこの定理の仮定を満たすかはわからないが、それに近いことを示すことができ、そ
れで十分である。 [13,Proposition 6.8, Lemma 6.3]を参照。
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2 r1心： GF→GLn⑫)を剰余既約な連続表現とする。これに対し、 r?
応→ GL墨％）であり、 r ◎̀竺 riを満たすものがGL出％；）の共役を除い
て定まる。このとき、 n|G瓦～叫G恥であることを引GFvrv乃|G氏で定義する。

定理 2.2.l 2: 2(n + 1)を素数とし、し：ご笞 C、入 E(Z+)Hom(F，百）、 r： GF → 
GLn（ご）が以下の条件を満たすと仮定する。

1 rはdecomposedgenericである。（この定義は /13,Definition 4.22]を参照。
定理 1.5の状況ではほとんど全ての入に対して、冗はこの仮定を満たすことが

/13, Lemma 6.3, Lemma 6.19]からわかるので、以降の議論でもあまり気にし

ないことにする。）

9 T| 
GF(9) 
は既約である。

3 Q ¢ F。

4 rはほとんど全てのFの有限素点において不分岐である。
5任意の V I lに対して、 r|GFもはクリスタリンであり、 HTT(rlcFJ=｛入T,1+ 
n-1人，2+ n -2, ・ ・ ・，入m}が任意の TEHomQ1(F，冦）に対して成立する。
6 GLn（幻）のウェイトし入のコホモロジカルなカスピダル表現 Tが存在して

次の性質を満たす。（ここで、 (l入い＝入L―1T,iと置いた。）

(1)ア竺乃(7f）。

(2)任意の V I lに対して、叩は不分岐であり、乃（7f）|G恥～ r|G的である。

(3)任意の Vflに対して、 N（乃（1r)lcFJ= N(rlcFv)が成り立つ。 (N(rlcFv)
は、 r|GFVに対応する Weil-Deligne表現のモノドロミー作用素の共役類を表す。）

1-n 

(4) 任意の V f lに対して、 lWD（乃（7f）|G四）F-ss~ recFv(叩|d叫v2)が成り

立つ。

このとき、 GLn（幻）のウェイトし入のコホモロジカルなカスピダル表現IIが

存在して、 r竺凡(II)であり、しWD(ri(IT)叫）F-ss竺 recFv (IIv I <let I~号と）が任意
のv{lに対して成立する。

この定理の証明の概略について述べる。

まず、最後の局所大域整合性を得る部分以外は古典的によく用いられていた

保型性持ち上げ定理を単純に一般化したものであり（共役自己双対な場合は[19,

Theorem 7.1]を参照）、最近の結果である [9,Theorem 1.3]と[14,Section 7.2] 

により技術的な問題が解決されたことにより使えるようになったものである。

詳しくは [13,Theorem 4.52]を参照。

最後の局所大域整合性を得るために、次の 2つの結果を用いる。

定理 2.3.1rをGLn（AF)のコホモロジカルでカスピダルな保型表現とし、 lを

素数、し：冦二→ Cを体の同型とする。

このとき全ての V f l に対して、 lWD（乃（1r)lcFJss 竺 recFv(叩 |detl~号戸と
N(rし(7f)い）::;N(recFv（四））が成立する。ここで、幕零行列の順序はJordan標

準形を考えることにより nの分割と対応させることにより定めており、 nの分

5
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割の順序は大きい順に足していっても常に不等号が成立し続けるという順序に

よって定めている。

Proof. [21]を参照。 口

補題 2.4.VをFの有限素点、 XEMn(C)を嵩零行列とする。このとき、 GLn(Fv)

の paraholic subgroup Kvが存在して、任意の Iwahorifixed vectorを持つ

GLn(F』の既約smooth表現バこ対して、次が得られる。

(1) もしが広-;0ならば、 N(rec凡位）） :SXが成立する。
(2) もし oはgenericであり、 N(rec凡位））さ Xを満たすならば、 び応ヂ 0

が成立する。

Proof. [13, Lemma 2.6]を参照。 口

これらを用いて、局所大域整合性を得る方法について説明する。

まず、 Arthur-Clozelの可解底変換定理から、社叫-/=0であると仮定して良いこ

とに注意する。 KvをLemma2.4をN(recFv（四））に適用することによって定まる

paraholic subgroupとする。このとき、四はgenericなので、 n{[v-/= 0である。保
型性持ち上げ定理の示すときに、レベルを凡に固定しながら議論することによ

り、 IIぐVヂ0が得られる。したがって、 N(recFv(II』):SN(recFv（四））が導かれる
が、仮定(3)、（4)から N(recFv（叩）） ＝N(rし（7r）|GFV)＝ N(r|GFV) ＝ N(rl(II)|GFV) 
である。したがって、 N(recFv(II』)さ N(ri(II)la四）が得られ、定理2.3と合わ

1-n 

せて lWD(rし（7r）|GF。)F-ss~ reCFv（叫d叫v2)を得る。2

3 潜在的保型性と局所大域整合性

前節までと同様に、 FはCM体でnは正整数であるとする。この節では、定

理1.5の証明について説明する。簡単のため自己双対な場合のみ説明する。

まず、共役自己双対の場合によく用いられていだ性質について述べる。

定義 3.1.lを素数とし、 V I lをFの有限素点、 P:G凡→ GLn(O叫を連続表

現とする。

l pが対角化可能であることを、 pがクリスタリンかつクリスタリン指標の

直和P2:= X1 EB ．．．〶心が存在して、 PI~ P2が成立する。
2 pが潜在的対角化可能であることを、凡を有限次拡大すればpが対角化可

能になることで定義する。

Remark 3.2. [13, Proposition 3.31]から、 Fontaine-Laffailleなら潜在的対角化

可能である。

2実際には少し議論がいる。 [13,Proposition 2.22]を参照。
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定理 3.3.R := (M, S,｛ハ｝入，｛Qv(X)}vets,｛凡｝TEHom(F可））を既約でとても弱
いGFのl進表現の整合系で純であるか保型的であり、さらに R 竺 RVである

と仮定する。

このとき、 Fの有限次 CM拡大EとGLn(A日のコホモロジカルなカスピダ

ル表現IIが存在して、 R|GE主 Rrrである。

さらに、正なディリクレ密度の素数lと任意の l:◎ぷ C、Vflに対して、
l-n 

lWD(rぷ）叫）F-ss~ reCFv(叩 |<letい）が成立する。

この証明のために、以下の共役自己双対な場合の結果を用いる。

命題 3.4.(1) dは正整数。

(2) l 2: 2(d+ 1)は素数でFc/c F+((z)を満たすもの。

(3) μ: GF+→ oこは総奇または総隅な連続指標でl進素点で deRhamに
Ql 

なっているもの。

(4) r: GF→ GLn（□）は連続表現で次の条件を満たすもの。
• T|G国）は既約。
・dはTをGF(Q)の全ての副l-Sylow部分群で位相的に生成される閉部分群に

制限した時の既約部分商のうち最大の次元以上である。

・G忙同変かつ対称なperfectpairing r x戸→戸向が存在する。
(5) SはFの有限素点の有限集合であり、次の条件を満たす。

・ S=S勾

．任意のvESはF＋上分裂する。

・Sは全ての Fのl進素点を含む。

・アとμはSの外で不分岐である。

(6)任意のvESに対して、 T|G氏の持ち上げPv:GFv→ GLn(OQi)を以下の

条件を満たす連続表現とする。

•もし V flなら、四は不分岐かつ N(pv)= N(pvc)(= N(p:cμlc孔C)）が成立
する。

•もし vll なら、 Pv は Hodge-Tate ウェイトが正則かつ潜在的対角化可能であ

り、 P贔～瓜μ|G氏が成立する。
この時、 Tの持ち上げr:GF→ GLn(OQi）が存在して、次の条件を満たす。

(a) GF詞変かつ対称なperfectpairing r x re→ μ加が存在する。

(b)任意の Vf-Sに対して、 r|G氏は不分岐。
(c)任意の VI lに対して、 r|G瓦～ Pvが成立する。
(d)任意のvES¥{ull}に対して、 N(rlcFv)= N(pv)が成立する。

さらに、任意のいごぷ Cに対して、 Fの有限次CMGalois拡大EとGLn(A幻
のコホモロジカルなカスピダル表現丁でr|GE竺乃（7r）が成立するものが存在する。

Proof. [13, Proposition 5.8]を参照。

以下で、定理3.3の証明の概略を述べる。

ロ
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まず、素数lと入 Ilを穴IGF(9)が既約で、 r入は全ての l進素点で Fontaine-

Laffailleであるものとする。（このような lは、 PropositionA.4からディリクレ

密度1で存在する。）

ここで、単純に Indば；万入を考えてしまうと、 Hodge-Tate regularにならな

いので、剰余的に自明で共役自己双対な指標0:GF→QzxでInd腐＋（r入0)が
Hodge-Tate regularになるようなものを考える。この時、この表現自体は自己

双対ではないかもしれないが、剰余表現は自己双対になっている（したがって複

素共役が自明だと思って、共役自己双対性だと思える）のでこの表現に命題3.4

を用いることを考えたい。そのために次の結果を用いる。

命題 3.5.R := (M, S,｛ハ｝入，｛Qv(X)}vtf_S,｛几｝TEHom(F，可））を既約なとても弱い

GFのl進表現の整合系で純であるか保型的であるとする。この時、整数wが

存在して、正なディリクレ密度の lと全ての入 IlとV I lに対して、有限次拡大

尻／凡が存在して、 r糾I伍～ r炸□1GF｛が成立する。
Proof. [13, Lemma 6.4, Lemma 6.18]を参照。 口

この結果と命題3.4を用いることによって、正なディリクレ密度の lに対し

てはF＋の有限次CM拡大EとGL2n(A叫の（本質的）共役自己双対かつコホ

モロジカルなカスピダル表現Tが存在して、乃(7r)と（Ind嘉＋ハ0)|GEは定理2.2
の仮定を満たす。（本質的共役自己双対の場合は局所大域整合性は完全に解決

されていることに注意。）したがって、 GL叫釦ヮ）のコホモロジカルなカスピ

ダル表現 II が存在して、乃(II)~ (Indg;+ (r入0))lcEかつ LWD(n(II)|GEv)F-ss主
上

recEJIIv Id叫v2)が全てのEの有限素点叶lに対して成立する。 Arthur-Clozel

の可解底変換定理から、 GLn(AEF)のコホモロジカルなカスピダル表現几が存

在して、乃(IIリ竺 r入屈'Eが成立するが、 IIが局所大域整合性を満たしていること

と定理2.3を用いることにより lWD(ri(IT1) lc(FE)v t-ss竺 rec(FE)v(II1,v ldetい）

が全てのFEの有限素点叶‘lに対して成立することを示すことができ、証明が

終了する。この部分の詳細は [13,Lemma 5.2]を参照。

A Galois表現の整合系についての補足

Galois表現の整合系に関して必要になる事柄を補足する。 Fは代数体でnは

正整数とする。

定義 A.1. •ランク n のとても弱い GF の l 進表現の整合系というのは、次

のデータからなるものR= (M, s, { Qv(X)}vrf_S,｛ハ｝入，｛几｝TEHom(F，訂））の
ことである。

lMは代数体。

2 SはFの有限素点の有限集合。

8 
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3 v(j_Sに対して、 Qv(X)E M[X]は次数nのモニック多項式。

4 TE Hom(F，可）に対して、几はzn/6nの元。

5Mの素イデアル入に対して、ハ： GF→GLn（訂；）は半単純連続表現で
次の条件を満たす。

(a) もし V (/_ Sかつ叶char凡ならば、叫GFUは不分岐であり、 det(Tin-

叫Frobv))= Qv(X)が成立する。

(b) ディリクレ密度1の素数の集合£が存在して、任意のlE £と入 Il、

V I l に対して、ハ如~V はクリスタリン表現であり、 HTlTい） ＝凡が任意
のTEHom(F，訂）と M上の埋め込みし：訂→刃訂こ対して成立する。

•ランク n の非常に弱い GF の l 進表現の整合系というのは、上の条件のう

ち5の(b)以外の条件を満たすデータからなるもののことである。

定義 A.2.1r を GLn（釦~）のコホモロジカルなカスピダル表現とすると、次の

データを考えることができる。

・Sバま Tが分岐する Fの有限素点全体の集合。
. M1l"はりのHecke体、すなわち M1l"= Q(rec凡に）（Frobけの特性多項式の係
数I叩が不分岐）。［10,Theorem 3.13]から、これは代数体になることが知られ
ている。

1-n 

．任意の v茫ふに対して， Qv(X):= det(XIn -recpv(叩|<letい）（Ftob』)。

．任意の入 ofM7rに対して、 r1l"，入： GF →GLn(Mn，入）を連続半単純表現で
vが品に含まれず、 char恥も割らなければ、応，入IG氏は不分岐かつdet(Tin-
広，入(Ftob』)＝Qv(T)になるもの。

．任意の TEHom(F，訂）に対して、 H1l",T:=｛入T,i+ n -i I i = 1, ・ ・ ・, n} E 
ば／6n)。
この時、 R7r := (M7r, S1!", {Q1l",v(X)}, {r1l"，入｝，｛H1l",T}）はランク nの非常に弱い

GFのl進表現の整合系であり、これを保型的な整合系と呼ぶ。さらに、 Dirichlet

密度1の素数lと任意のい lに対して冗仄が既約なら、とても弱いGFのl進表

現の整合系になることが [13,Corollary 4.24]からわかる。

定義 A.3.

1非常に弱いGFのl進表現の整合系R:= (M,S,｛仏(X)},｛ハ｝，｛凡｝）に対
して、 Rが既約であるというのをディリクレ密度1の素数lと任意の入 Ilに対

して、 r入が既約であることで定義する。

2 R := (M, S, {Qv(X)｝い｝，｛几｝）ランク nのとても弱いGFのl進表現の

整合系とする。冗が正則であることを任意の Tに対して、 HTがn個の相異なる

整数からなることで定義する。

3 非常に弱い GFのl進表現の整合系R := (M, S, {Qv(X)｝,｛ハ｝，｛凡｝）と

整数wに対して、 冗がウェイト wで純であることを、任意の V (/_ Sと任意の

，
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Qv(X)の根aE訂、埋め込みし：訂→ Cに対して、 IL(a氾＝q:が成立するこ
とで定義する。

命題 A.4.R = (M, S, { Qv(X)｝，｛叫，｛几｝）をランク nで既約かつ正則なラン
クnのとても弱いGFのl進表現の整合系とする。

この時、ディリクレ密度1の素数lと任意の入 Ilに対して、冗IGF図）は既約で

ある。

Proof. [5, Proposition 5.3.2]を参照。 口
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