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概要

本稿では， 「確率調和振動子鎖」と呼ばれる数理モデルから「分数階拡散方程式」を導出する問題

に関する講演者の結果を紹介する．モデルの定義や結果に先立ち，この問題の背景にある現象や関連

する先行結果を説明する．

1 一次元非線形系における異常拡散と確率調和振動子鎖

均質な媒質中の熱拡散現象は拡散方程式に従うことが期待されるが，一次元非線形系においては通常

より速い熱の異常拡散が見られることがあり，対応する巨視的挙動は分数階拡散方程式

ate(y,t) = -D(—△)冗 (y,t) 0 <a< l (1.1) 

であると予想されている．しかし，決定論的な時間発展をする非線形系の数学的解析は困難であり，通常

熱拡散を意味するフーリエの法則の厳密導出すらもまだ解決されておらず，また計算可能な線形系であ

る調和振動子鎖においてはそもそも拡散現象が見られない．そこで，非線形効果の近似として，隣り合う

振動子の運動量を交換する確率的ノイズが加えられた調和振動子鎖（確率調和振動子鎖）が，上記した異

常拡散を数学的に扱うための数理モデルとして提案され，実験や理論予測と整合した結果が得られるこ

とから，望ましい非線形系的な性質を備えていることが知られている [5]．そのダイナミクスは，次の確

率微分方程式系

｛如(t)＝四(t)dt
如 (t)=-(a* q)x(t)dt + L (Px+z(t) -Px(t)) dNx,x+z (t), 

lz|＝士1

によって記述されるここで， Px(t),qx(t)は 1番目の振動子の時刻 tにおける運動量，相対的位置で

あり， a:Z→股は振動子間の相互作用ポテンシャルであって，次の仮定を満たすものである．

(a.l) ax~ 0 ¥/x E Z, {O}, 3x E Z s.t. axキ0.

(a.2) 叫＝ aーの VxEZ. 

(a.3) 30 > 0 s.t.|伍|~ Ce―ぢ， ¥/xEZ. 
(a.4) &(k) > 0 ¥/kキ0,&(O) = O,&"(O) > 0,ここで，＆は aの離散フーリエ変換である：

&(k)：＝五axe―21rHxk, k E'[':= ［一~'り·

また，＊は Z上の合成積であり，（Nx,x+z(t) = Nx+z,x (t))x迄，z＝士1は平均 ,>Oの独立同分布ポアソ

ン過程である．興味があるのは， m番目の振動子のエネルギー ex(t)及びその経験分布＆（t)の時空ス
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ケール極限であり，それぞれ以下で与えられる量である．

1 
ex(t) := ~ 1Px(t)l2 -~ 

1 

2 4 
L ax-x'加(t)-qx,(t)i2, Ee (t) :=EL臼 (t)髯
x'<Z,x'キX XEZ 

我々は次の主張Aを証明したい：

主張A“適当な慈味’'で，任意の t凶0に対して次の収束

臼lEト(fい）］＝e(y,t)dy 
が成宜し， e(y,t)は(1.1)を満たす．ここで， lEは初期条件p(O),q(O)及び確率的ノイズに

対する期待値であり， f(s)はe→0で 0に収束する時間スケーリングである．

上記した確率調和振動子鎖について，以下の結果が知られている．

Theorem 1.1 ([1] + [3], [4]）．初期条件に関する適当な仮定のもとで主張Aが成立する．この場合の
時間スケーリングは f(s)=s3/2であり，分数階ラプラシアンの指数は a=3/4となる．

Remark 1.1.一次元非線形ハミルトン系のポテンシャル関数が適当な仮定を満たす場合，巨視的な熱

の異常拡散が期待され，対応する分数階ラプラシアンの指数 aは，ポテンシャル関数の対称性に応じて

3/4,5/6のどちらかであることが [7]によって予想されている． Theorem1.1ではこの予想と整合する

指数が得られている．

2 強い長距離相関を持つ確率調和振動子鎖における異常拡散 [8]

先行結果において数学的に興味深い点の一つは，確率調和振動子鎖が局所的な相互作用しか持たない

場合すなわち，ある L>Oが存在して相互作用ポテンシャル aが知＝o,I叫＞Lを満たす場合でも，巨
視的に大域的な作用素である分数階ラプラシアンが現れることであるよって， aに対して (a.3)より

も強い長距離相関の仮定を置いた場合，分数階ラプラシアンの指数に影響を与えることが期待されるが，

その影響の仕方は，対称排他過程などの拡散的な挙動を示す微視的系とは全く異なることが予想される．

そこで [8]では，次のような多項式減衰する相互作用ポテンシャルを持つ確率調和振動子鎖を考察した．

叫：＝―|x|―0 x t-0, ao := 2 L Ix|―0 0 > 2. 

Theorem 2.1.初期条件に関する適当な仮定のもとで主張 Aが成立し，時間スケーリング f(c:)= 

fo(e)及び分数階ラプラシアンの指数 a=a0は0に応じて以下のように変化する．

応）＝ l：；）|3 2 < 0 < 3, 0 = 3, 

0 > 3, ゜
3

＿
 

7
3
-
4
 

9~‘ 

＝
 ゚
a
 

2 < 0 < 3, 

0 z 3, 

ただし， h は y →炉(✓可面司 の [O,1)上における逆関数である．

Remark 2.1.例えば，一次元対称排他過程であって， X,YE Z間の転移確率が lx-y|―°,0> 1である

ものの巨視的な拡散は，指数 min{(0-1)/2, 1}の分数階拡散方程式に従うことが知られている /2)．こ

の模型における 0と指数の関係は典型的なものであり， Theorem2.1によって得られた aoは，これと

は全く異なる〇依存をしていることに注意されたい．また，［8]のイントロダクションでは，系の特徴量

の漸近的振る舞いにより，指数 aがどのように定まるのかを議論している．
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3 磁場中の確率調和振動子鎖における異常拡散 [6]

一般に，微視的系の持つ対称性とその巨視的振る舞いは密接に関わっていることが期待される．［6]で

は，磁場のある二次元空間中の一次元確率調和振動子鎖における巨視的な熱拡散の振る舞いが考察され

た各振動子は磁場によりローレンツカを受け，この場合のダイナミクスは以下で与えられる．

l:：言：：： ［i＿i)（（qt;；lt+ ;：：)11:2：心）（t）＋ B8t 1Pi2)(t)-Bi,2炒（t))dt
+. L (P鈷(t)-p~i)(t)) dNx,x+z (t) i = l, 2, 
lz|＝士1

ここで，（pi1)，p[2)），（qi1),qi2))は二次元空間中における X番目の振動子の運動量，位置であり， B>0 

は磁場の強さを表す．また， x番目の振動子が持つエネルギー ex(t)は，

ex(t)・＝ぶじ砂Ct)l2+ i五誓(t)-q儡(t)「）
によって定義される．磁場の効果により系の回転対称性が壊された結果，巨視的な振る舞いは以下のよ

うになる．

Theorem 3.1.初期条件に関する適当な仮定のもとで主張Aが成立するこの場合の時間スケーリ

ングは f(E)= €5/3 であり，分数階ラプラシアンの指数は a= 5/6となる．

Remark 3.1.磁場モデルから得られる指数 5/6は Remark1.1で紹介した予想と整合するものであ

り，局所的な相互作用をする確率調和振動子鎖であって指数 5/6が得られるのは，現状では磁場モデル

のみである．ところが，磁場モデルは[~]の仮定贋i道的スケールで時間発展する保存鼠の存在）を満

たさないため，異なる理由でたまたま同じ指数が現れているのではないかとも考えられている．異常拡

散に現れる指数の数学的理解は未だに十分でなく，今後の進展を期待したい．

4 証明のスケッチ：二段階極限

Theorems 2.1, 3.1の証明では，［1,3]により導入された，“ミクロ'’から“メゾ’'，“メゾ’'から“マクロ'’

の二段階極限をとるアイデアが重要となる．ここでは，簡単のため， Section1, 2で考察した設定であっ

て， 0>2のもとでの証明方針を紹介する． Theorem2.1に関しては，［4]による直接極限のアイデアを

用いることも可能である，詳細は [8]を参照されたい．

4.1 ミクロからメゾ：振動子鎖からボルツマン方程式

一段階目のスケール極限では，微視的なエネルギー経験分布のメゾスコピックな振る舞いとして，あ

るボルツマン方程式を導出する．鍵となるのは，エネルギー経験分布を直接解析するのではなく，より扱

いやすい代替鼠を導入することであり，そのために，まずいくつかの記号を用意する．

• J：股XT→良心に対し，第一変数に対するフーリエ変換を Jとかく，すなわち，

](p,k) := k J(y,k)e―21ripydy. 
R 
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• S（戦心）を， RxT上の急減少関数全体からなり，以下のノルム

||J|| :＝ Jsup|J(p,K)|dp 
JR kE'lI' 

が与えられたノルム空間とする．

調和振動子鎖の波動関数む(t)を，以下で定義される 11'上の関数心(k,t)の逆フーリエ変換として

定義する．

0 (k, t) := w (k) q (k, t) + ip (k, t), 

ただし， w(k):=J万向である．このむ(t)を用いて，エネルギーの局所スペクトル密度 W0(t)E 

S（股 X1[')'を，次式で定義する．

(W"(t), J) :=；ぶlEし（元）＼（元）］le知 (x'-xい(e(X2+x'），K)*dK

“心lEト（k-享，土）＊砂（い享m)]j (p, k) * 
ここで， J(y,k)= J(y)の場合は

(W"(t), J) = (£"しい），J),
また J(y,k)=J(k)の場合は

(Wc(t), J) =;い［心(k,fい）］ J（K)＊, 
が成立することに注意されたい．

Theorem 4.1.ある艮心上の有限測度 μoが存在して，任意の JE§（股 X1[')に対し，

偲 (t),J)= lx'IrJ(y,k)dμ。
恥x'Ir

が成立すると仮定する．また，ある 1o>Oが存在して， 7=釘oであると仮定する．この時，以下が成立

する．

•任意の t20 に対し，ある W(t) E §（民X1[')'が存在して，

lill! l(W(t), J) -(W0(t), J〉I=o, 
e→O 

が成立する．

• W(t)は股X1['上の有限測度 μ(t)に拡張できる．

• μ(t)は以下の測度値ボルツマン方程式の解である：任意の J這 (Rx(11'¥ ｛O}））に対し，

『tf良X1I'dμ(t)J(y,K)＝土J恥x1I'dμ(t)w'(k)叩 (y,K)＋7of良X1I'dμ(t)（£J(y,）） （K)， 
k.x'II'dμ(O)J(y, k) = l良x'II'dμ。J(y,k), μ(t)(dy,{0})=0, 

ただし， 11'上の作用素£は次式で定義される．

.CJ(k):= _hdk'R(k,k')(J(k')-J(k)), Jエ(11')'
T 

R(k, k') := 16sin2 (2社）sin2(2社').
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特に，μ(0)= uo(Y, k)dydkである場合，任意のt>Oに対して，μ(t)= u(y, k, t)dydkであり，u(y,k, t) 

は次のボルツマン方程式の弱解である．

w'(k) ｛知(y,K,t)＋ 2T炉 (y,K,t)＝70£u(y,K,t)， 
u(y,k,O) = uo(y,k). 

(4.1) 

4.2 メゾからマクロ：ボルツマン方程式から分数階拡散方程式

二段階目の極限では，（4.1)の解が適当なスケール変換のもとで，（1.1)の解に収束することを示す．

[3]による方法では，以下に紹介する (4.1)の解の確率的表示と，マルコフ連鎖の汎函数極限定理が鍵と

なる．

{Kn;n20}を 1['上のマルコフ連鎖であって，その転移確率が

R(k, k') 
P(k,dk') := ~dk', R(k) := ldk'R(k,k') 

R(k) 

で与えられるものとする．さらに，｛Tn;n 2 0}は独立同分布な非負値確率変数族であって， JP'(T1幻c)= 

1-e―c, c> 0なるものとし，｛Kn;n 2 0}と{Tn;n20}は独立とする．これらを用いて，連続時間マ

ルコフ連鎖 {K(t);t20}を以下のように定める：

K(t) := Kn, t E [J; 加，翌加
m=121oR(Km-1) m=1 21oR(Km-1)）, 

ただし，江い＝ 0. 訟を初期条件 K(O)= kのもとでの期待値とする．以上の記法のもとで，

如 Ec0（股 X']['）に対して， u(y,k,t)を

u(y,k,t)：＝均[u0(y+ Z(t),K (t))], Z(t) := l'w'(K(s))ds, 

によって定義すると，（4.1)の古典解になる．さらに，次のようなスケール変換を行う． NENに対し，

恥 (y,k,t)を

uN (y, k, t) := lEk [ u0 (!0 (N-1) (y + Z(Nt)), K (Nt))], 

によって定義する．確率論的表示に現れる f0(N-1) Z(Nt)に対して，［3,Theorem 2.8]を用いること

で，次の結果が得られる．

Theorem 4.2.任意の（y,t)遺 x[O,oo)に対して，

J四l UN(fo(N―1)―l y,k,t)-e(y,t)lz dk = o, 
が成立する．ここで， e(y,t)は初期条件が e(y,O)= uo (y,O)で与えられる (1.1)の解である．
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