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Antipodality of spherical designs with odd harmonic indices 

三澤竜太郎＊

1 序

Spherical designとは，球面上の「良い」有限部分集合として Delsarte[1]らによって導

入された．これは球面上でのある次数までの多項式に対する積分値を，その有限個の点での

平均として表すことができる，という性質をもった集合のことを指す．特に，次数tまでの

多項式に対して成り立つ場合，この有限集合を sphericalt-designと呼ぶ． sphericaldesign 

は多くの問題意識から研究されてきた．定式化すると次のようになる．

定義1.1.Xを単位球面§d-1C 配の空でない有限部分集合，tを正の整数とする． degf:-::; t 

なる任意の多項式f(x)= f(x1ぶ2，．．．，況）に対して

|S]-11 人＿l f（ど）dど＝½i~f（ど） （1) 
どEX

が成り立つとき Xをsphericalt-designという． ここで， 1sd-11= fs d —l dど・

Spherical t-designはt次以下の任意の多項式で式（1)を満たすため，その部分を一般化

した harmonicindex Tのsphericaldesign (spherical T-design)がBannai[4]らによって

定義された．集合TcNを考えると， harmonicindex Tのsphericaldesignは， spherical

t-designの一般化であり，次のように定義できる．

定義1.2.Xを球面s;d-lC祀の空でない有限部分集合とする． TcNに対して

こ殿）＝0 (k E T, P E Harmり
どEX

が成り立つとき Xをsphericaldesign of harmonic index T (spherical T-design)という．こ

こで， HarmkはK次斉次調和多項式全体のなすベクトル空間である．

球面上の有限部分集合Xがantipodalであるとは， X=-Xがなりたつときをいう．また，

spherical t-designは， harmonicindex {l, 2,..., t}のsphericaldesignであることがわかる．

一般に，t= max{t'IXはsphericalt'-design}よりも T= {t'IXはspherical{t'}-design} 

のほうがより多くの情報を持つ．実際， sphericaldesignの例として正20面体が挙げられ

る．これはspherical5-designであり， harmonicindex {l, 3, 5, • • ・} U {2, 4, 8, 14}のspherical

designでもある．そして， harmonicindexの偶数成分についてはsphericaldesignと同様に

多くの研究がされてきた ([5,6, 7]を参照）．

一方で， harmonicindexの奇数成分について，これまで具体的な研究がなされたことは

ない．本研究ではこの奇数からなる harmonicindexを持つsphericaldesignとantipodalと

いう性質の関係について調べた．
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奇数からなる harmonicindexについての研究がなされなかった理由は， antipodal性と

奇数からなる harmonicindexが次のような関係を満たしていることが容易に示せるためで

ある．

命題1.3.Tooを正の奇数全体の集合とし， xc sd-1を空でない有限集合とする．このとき，
次の条件は同値である：

1. Xはantipodalである．

2. XはsphericalToo-designである．

実際，先ほど述べた正20面体はantipodalで， harmonicindex {l, 3, 5, • • ・} U {2, 4, 8, 14}, 

すなわち Tooをもつ．しかし， Xがantipodalでないとき (non-antipodal),そのharmonic

indexに奇数を持つような例も存在する． s2を考えると，半正多面体の一つである， snubcube

は24点からなる spherical{l, 2, 3, 5, 7, 11}-designであり，truncatedtetrahedronは12点

からなる spherical{l, 2, 5}-designである．このように奇数harmonicindexを有限個含むよ

うなnon-antipodalspherical designは多く存在する．よって奇数harmonicindexの構造に

よって， non-antipodalという性質が許容されるかという問いにたどり着いた．

問題1.4.Xをn点からなる §d-1上sphericalTm-designとする．このとき， Xが必ずan-

tipodalといえるための (m,n)に関する条件は何か？ここで， Tm={2k -1 I k E [m]}. 

この問題をほとんど解決したことが今回の主定理である．その手法は， sphericaldesign 

の問題をintervaldesignという類似な対象に落とし込み， sphericaldesignに応用したこと

である．その結果，ある場合を除いてn,mの満たすある不等式から antipodal性が導かれ

ることを示したまた，その不等式が最良であることを例を構成することにより示した．

2 Interval design 

Interval designはBajnok[2]らによって導入された，区間 [a,b]上の有限集合で，数値解

析や数値積分において重要な役割をもつ対象である．

定義 2.1.Xを区間 [-1,1]の空でない有限部分集合とする．集合Tmに対して

こ炉＝0 (k E Tm) 
xEX 

が成り立つとき Xをintervaldesign of index Tm (interval Tm-design)という．

また，区間 [-1,1]上の有限部分集合Xがsymmetricであるとは， X=-Xがなりたつと

きをいう．

各非負整数 Kに対して，変数Xl,...,Xnに対する K次の窟和多項式と K次の基本対称式

を，それぞれPk(X1,•..,Xn) および ek(X1,...,Xn) と表す．補題 2.2 は Newton の恒等式と

いい，以下の議論に役に立つ．

補題 2.2. 1.すべての整数 n：：：：： K：：：：： lに対し℃次が成り立っ：

kek(x1,...,知） ＝芦—l) i-lek-;(x1,... ふ）p;(x1,... ふ）．

2. すべての整数 k~n~l に対して，次が成り立つ：

0= ± (-l)i-lek-;(x1,,,,,xn)P;(x1,,,,,xn), 
i=k-n 
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命題 2.3はintervalTm-designとK次基本対称式を関係づけている．

命題 2.3.mおよび nを正の整数とし， 2m-1::;nとする．また， XI,・・・ぶnE艮とする．

このとき，次の条件は同値である：

1. 

P2k-1(x1,---,Xn)=O, kE{l,...,m} 

2. 

e2k-1(x1,...,xn) = 0, k E {l,...,m} 

問題1.4のintervaldesign版についての答えが定理 2.4,定理 2.5である．

定理 2.4.正の整数 m とnがn::;2mを満たすとする．実数XI,...,XnE [-1, 1]が次の条

件を満たしていると仮定する：

P2k-l (x1,...,Xn) = 0 (2) 

ここで kE {l,...,m}とする．このとき，多重集合 {x1,...,x社はsymmetricである．特

に，部分集合 Xc[-1,1]がintervalTm-designであるならば， Xはsymmetricである．

Proof.まず，任意の正整数 Kに対して（2)が成り立つことを Kに関する帰納法で証明する．

k::;mの場合については仮定しているため， k>mと仮定する．このとき， 2k-1> nであ

り，したがってj> 2mのとき町(x1,...,Xn)= 0である．補題 2.22より，次が成り立つ：

2k-2 

P2k-1(x1,...,Xn) = L (-lie2k-1-;(x1,...,Xn)p;(x1,...,Xn) 
i=2k-1-n 
m 

＝ど五—1(x1,..., Xn) P2(k-i) (x1,...ふ）
i=l 

ーミ崎1,• • •, Xn)P2(k-i)-1 (x1, • • •ふ）．
i=l 

命題 2.3と（2)より， 1sis mのとき e2;-1(x1,...,Xn) = 0であるため，第1項は0であ

る．帰納法の仮定により，第2項も 0である．したがって，任意の正整数 Kに対して (2)が

成り立つことを示した．

次に， nに関する帰納法で命題を証明する． n= 1,2の場合は明らかである． Y= {y1, ・ ・ ・, Yn'} 

をXI,...,Xnのすべての異なる要素の集合とする．すなわち， Y= {x1,．．．，狂｝かつ IY|= 

n's nとする． AE Rn'xn'を

如＝Y]i-l (1 S i, j S n') 

と定義する．列ベクトル uを，そのj番目の成分 Ujが

Uj=l{ill::;i::;n,x;=yj}I (1::;j::;n') 

で与えられるように定義する．すると， Auの K番目の成分は

£ザ―1uj= P2k-1(x1,...,Xn) = 0 
J=l 
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となる．ここで，任意の正整数 Kに対して（2)が成り立つことを示したためである．

がって Au=Oであり，従って

n' 

0 = detA＝日Yj日(y7-y;) 
j=l l<;i<j<;n' 

した

となる．これにより，あるjに対して Yi=0であるか，またはi< jで Yi=-yiとなる

i, jが存在することが分かる．後者の場合，一般性を失わずに Xn-1= -Xnと仮定できる．任

意の正整数 Kに対して（2)が成り立つことを示したため，

P2k-1 (x1,..., Xn-2) = P2k-1 (xぃ．．．，Xn)= Q 

が任意の正整数 Kについて成り立つ．帰納法より，多重集合 {xい・・ぶn-2}はsymmetric

であり，｛X1,．．．，知｝も symmetricである．前者の場合も同様にして証明できる． ロ

n > 2mの場合について， non-symmetric Tm-designの存在を構成的に証明した．

定理 2.5.m を正の整数とする．このとき，正の整数 nが n> 2mをみたせば，interval

Tm-design X C [-1, 1]が存在し， IXI= nかつ X -:f:. -Xである．また，特に 2m+ 1が

non-symmetric interval Tm-designの最小のサイズである．

Proof. n = 2m + lの場合を証明すれば十分である．実際，命題 2.4より結論を満たす IXI= 
2m+lの集合Xは，より強い性質 Xn(-X)= 0を満たす必要がある．したがって， n= 2m+2 

の場合は Xに0を加えることで得られる． n> 2m +2の場合は， （ー1,1)内の symmetric

な点のペアを l竺芦」個追加し, |XI= 2m + 1または 2m+2となるようにして， Tmーデザ
インを構成できる．

ここで

A={土~11 :-s; k :-s; m}
とする．J(x)をAを根に持つ次数 2mのモニック多項式とする．微小な e>Oを選ぶこと

で，多項式g(x)= J(x) + e が (-1 ＋幸， 1-~) ＼｛茄｝内に 2m 個の根を持つようにでき
る． A'をg(x)の根の集合とすれば，

ek(A) = ek(A') (0 ~ k ~ 2m -1) 

が成りたつ．補題 2.2により Kに関する帰納法を用いると，

Pk(A) = pk(A') (0 ~ k ~ 2m -1) (3) 

が得られる．
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(A —:t.;:;) U {l}とAはsymmetricであるため，

0 = P2k+l ((Aーよ）口｝）
=1玉（a-よ）2k+l

=1＋こ詈（2ke+ 1ド（-~rk+l-t
aEA f=O 

=1+置（2k£+1)(—よ）2k+1-epe(A) 

=l+t(2¥;1)（土）2(k-t)+lP2e(A) 
=l-t(2\;1)~P2e(A) 

が成り立つ．したがって，（3)より

l-t (2\;1)~P2e(A')=O (0:S:k:S:m-1) 
f=O 

が得られる． A'もsymmetricであるため，上記の計算を AをA'に置き換えて逆から行う

ことができ，

P2k+l ((A'ーよ） u{l}) = 0 (0:,; k :,; m -1) 
が成り立つ．これにより，集合X=(A' ー ~)u{l} は IXI = 2m+lを持つintervalTm-design 
であることが示される． 1EXで―1ff_Xであるため， X-:t-(-X)が成りたつ． ロ

3 Spherical design 

補題 3.1.Xを§d-lの有限部分集合で， Xn(-X)= 0を満たすとすれば， Aa(X)n(-Aa(X))= 

0かつ |XI=IAa(X)Iなる点 aE §d-lが存在する．ここで， Aa(X)={〈a,x〉|xEX}. さら

にXがsphericalTm-designならば， Aa(X)はintervalTm-designである．

補題3.1によって， non-antipodalspherical designから， non-symmetricinterval design 

が得られ，定理 2.4から次が成り立つ．

定理 3.2.Xをn点からなる sphericalTm-designとする． n:,;2mならば， Xはantipodalで

ある．

Proof. Xがnon-symmetricと仮定する．一般性を失わずに Xn (-X) = 0であると仮定
してよい．補題 3.1より，ある点 aE §d-lが存在し， Aa(X)がnon-symmetricinterval 

Tm-designであり， IAa(X)I= nとなる．すると，定理 2.4より n>2mが成り立ち，矛盾が

生じる． ロ

次に， 2m+ 1点からなる non-antipodalspherical Tm-designの最小性を示す． spherical

Tm-desginについて次が成り立つ．
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補題 3.3.mを正の整数とする． d'>dとして， Xをsd-1上sphericalTm-designとするな

らば， XはSd'ー1上sphericalTm-designである．

Hong [3]によって sl上正 (2m+ 1)ー角形はspherical2m-designであることが示されてい

る． spherical2m-designはsphericalTm-designであるので，補題3.3によって次が示される．

定理 3.4.n > 2mかつ nが奇数ならば， n点からなる non-antipodalspherical Tm-designが

存在する．特に， 2m+lはnon-antipodalspherical Tm-designの最小サイズである．

Proof. XをS1における正 (2m+l)ー角形とする．このとき， Xはspherical2m-designであ
る ([3]を参照），従ってsphericalTm-designでもある． n> 2m+ 1かつ nが奇数のとき， X

と交わらない S1上の n-2m-1組のantipodalな点を選ぶ．これらの点を Xに加えると，

n個の点からなる望みの Tmーデザインが得られる.IXIは奇数であるため， Xはantipodal
ではない．

さらに，補題 3.3より， S1上の sphericalTm-designを sd-1に埋め込んだときも，それ

はsphericalTm-designである．

最後の主張は定理 3.2から従う． 口

4 Weighted interval design 

最後に重み付きのintervaldesignを考える．

定義 4.1.mを正の整数とし，f:[-1, 1]→良を有限集合Xc [-1,1]を台とする関数とす

る．全ての sEねに対して

ど汀(x)= 0 
xEX 

が成りたつとき関数fを重み付きintervaldesign of index Tm (weighted interval Tm-design) 

であるといい，関数fの非ゼロの値を重みという．

また，区間 [-1,1]上の関数fがsymmetricであるとは， Xの任意の xEXに対して，

f(x) = f(-x)なるときをいう． n点からなる台をもつ重み付きintervaldesignのindexTm 
とsymmetric性について次のような定理が成り立つ．

定理 4.2.n点からなる台をもつ重み付きintervalTm-design fについて，次が成り立つ．

1. n :=; mならば，fはsymmetricである．

2. n > mならば， non-symmetricTm-designなるようなfが存在する．

5 今後に向けて

本研究ではsphericaldesignの奇数からなる harmonicindexと， antipodalityの関係をほ

とんど調べあげた．しかし偶数点については未解決である．そして，定理3.4より， 2m+1 

点の例はすでに構成できているため，それらがantipodalにならないように和集合をとれば，

和集合をとる操作についてharmonicindexは保存されることを用いて， 4m+2点以上の任

意の点数においてnon-antipodalspherical Tm-designは構成できる．そこで次のような問題

が考えられる．

問題 5.1.m > lを自然数とする． 4m+2> n > 2mかつnが偶数ならば， n点non-antipodal

spherical Tm-designは存在するか．
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この問題が解決されれば，問題1.4は完全な形で解答されたことになる．現時点において，

nを偶数としてn点non-antipodalspherical Tm-designではn:;;4mなる例は構成，発見で

きていない．また，問題1.4をより条件を弱くした場合の問題も考えられる．

問題 5.2.mを自然数， Tc N ¥ 2N, [Tl = m, Xをn点からなる §d-1上sphericalT-design 

とする．このとき， Xが必ずantipodalといえるための (m,n)に関する条件は何か？

この問題は主定理と同様であるとは言えない．実際， nを奇数としてXを正n角形とす

れば，当然これはnon-antipodalで， harmonicindexはN¥nNであることがわかっている．

その為，問題 5.2のITIはいくらでも大きくなることがわかる．つまり、 mを大きくすれば、
Xのantipodal性が従うという、定理3.2の類似は少なくとも d=2の場合において正しく

ないことがわかる．

さらに本研究では，intervaldesignや重み付きintervaldesignについても類似の結果が得

られた．これらの結果はより広い対象で同様の結果が起きうることを示唆している．

問題 5.3.重み付きsphericaldesignや， euclideandesign,バイハミングスキーム上のdesign

において同様の結論が得られるか？
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