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1 序文

多重ゼータ値 (MZV)がもつ“級数＇と“積分”の二つの表示に着目した Maesaka-Seki-

Watanabe ([4])の研究は， MZVの離散化と呼ばれMZVの研究における新展開を与えた

MZVの離散化とは一般に， MZVがもつ二つの表示に由来する有限和の間の関係性を記述

する議論を指し，それにより得られる等式 (MSW公式）を用いた MZVの間の関係式の研

究が行われている．今回， MZVの離散化をqー類似に拡張することに成功し，q-MZVにお

ける双対関係式の新証明を得ることができたので報告する．

2 MZVの離散化

2.1 Maesaka-Seki-Watanabeの結果

MZVは，インデックスと呼ばれる r個の正整数の組 k= (k1,..., kr) (r > O)がadmis-
sible (i.e. kr > I)のときに

1 
((k) = J四(<N(k)= J岬OO こ 碕・・・mが

O<m1<…<mr<N 

で定義される正の実数である． MZVは様々な線形（代数的）関係式をみたすことが広く知

られているが，豊富な関係式を持つ背景にある MZVの重要な性質の一つに以下のTheo-

rem 2.1が挙げられる：

Theorem 2.1 (Drinfel'd, Kontsevich, Le-Murakami, Lappo-Danilevsky etc.). admissible 

インデックス k= (k1,..., kr)に対して，く(k)は以下の表示をもつ：

J.. ・J dt1」 dt1,2 dt1,k1 dtr,1 dtr,2 dtr,kr 

1 -t1,1 t1,2 tば1 1-tr,1 tr,2 tr,Kr 
O<t1,1<…<t1,k1<…<tr,1<…<tr,kr <1 
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Theorem 2.1より， MZVは級数＝積分という等式をみたす対象であることがわかる．

この等式が有限和のレベルで成立するかは全く非自明であるが，“適切なリーマン和”を構

成することによってMaesaka-Seki-Watanabe([4])はこの問に以下の回答を与えた：

Theorem 2.2 (MSW formula, [4, Theorem 1.3]).任意のインデックス k= (k1,..., kr) 

と NE 勾に対して， (~N(k) を以下で定義する：

へ（K)＝こ n l 
O<nj,l::,;• ぺ巧，~<N (1年j::,;r)f={ (N -nj,1)巧，2...巧，kj.
巧，kj<n(j+l),l (1::;j<r) 

このとき，以下の等式が成り立つ：

い（K)＝応(k), vN E Z>o・

例えば， k=(l,2,3)のとき

(~N(k) = O<n1<n2 :S:n~竺。叫<N (N-m)(N- 1）巧（N-囚）n切 6
のように定義される．

Theorem 2.2の応用は現在いくつか知られているが，［4］で主に述べられているのは，以

下に示す二つの双対関係式 (Theorem2.3, Theorem 2.4)の新証明である．

Theorem 2.3 (MZVの双対関係式）．正整数 aj,bj, s E Z>。に対して以下の等式が成り

上つ：

〈(1,...,1, b1 + 1,..., 1,..., 1, bs + 1) = ((1,..., 1, a8 + 1,..., 1,..., 1, a1 + 1). 、、、、
a1-l a8-1 b8-l b1-l 

Theorem 2.3の右辺のインデックスは，左辺のインデックスを Kと表記するときがと

書いて双対インデックスと呼ぶ． Theorem2.3は，双対インデックスに対してMZVが不変

であることを主張する非常に興味深い関係式である． Theorem2.3は元来， Theorem2.1の

変数変換tf---+ 1-tによる証明が知られていたが， 2019年にはSeki-Yamamoto ([7])によっ

て級数変形による証明も与えられた． Maesaka-Seki-Watanabe([4|)による Theorem2.3 

の証明は， (~N(k)-(~N(kり→ 0 (N→oo)を示すことによるものだが，この証明がこれ
まで知られていた証明と異なる点は，本質的に“有限和の変形”のみで証明を与えていると

いう点である．

次に，有限多重ゼータ値の双対関係式のTheorem2.2の視点からの証明について言及す

る．ここで，有限多重ゼータ値 (FMZV)とは，環

A＝且e(Z／直）／豆(Z/pZ)
での上で定義される MZVの類似物であり，以下で定まる：

(A(k) =（匂(k) mod p)P EA. 
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Theorem 2.4 (FMZVの双対関係式 Hoffman).任意のインデックス k= (k1,..., kr)に

対して，以下の等式が成り立つ：

(A(k) = (-lfと叫）．
Kさl

ただし，づとは Kのプラス“+”をカンマ“,”に変えることによって入るインデックスの

順序を指す (e.g.(1, 2) = (1, 1 + 1)~ (1, 1, 1)). 

Theorem 2.4のTheorem2.2を用いた証明で重要なのは

1 1 
三―-(modp) 

p-n  n 

である．(~p(k) に対して上の合同式を適切な回数適用することによって， Theorem 2.4の
右辺が現れる，非常に簡潔な証明である．

Remark 2.5. Seki ([6])によって， extendeddouble shuffle relationのTheorem2.2を用い

た新証明も与えられている．これは，発散するインデックスに対する MZVの漸近的なふ

るまいを〈公(k)を用いて計算することによって証明されるが， Theorem2.1を本質的に

用いない証明は，これが初めてである．

2.2 Yamamotoの結果

Yamamoto ([9])は， Theorem2.2をSchur型へ拡張したこの節ではまずSchurMZVを

定義することから始める．

正整数の分割入＝ （ふ，．．．，入a)とμ= (μい．．．，μり (a2 b)が，入っμ (i.e.入j2 μj,り）を
みたすとき， skewYoung diagram D =入／μを D= { (i, j) E Z2 I 1 :S i :S a, μi < j :S入t}
で定義する．i> bのときには仏＝ 0としているまた，μが空分割 0 のときには

D=入／0 =入＝ ｛（i, j) E Z2 I 1 :S i :S a, I :S jさいをYoungdiagramといっ． skew
Young diagramはYoungdiagramを含んでいる．本稿で考える Youngdiagramは常に

"skew”の場合であるので，以下， Youngdiagram (resp. tableau)と言ったら常に“skew"も

含めて考えることとする．例えば，入＝ （4,3, 1), μ = (2, 1)のとき Dは以下の図形と対応
する：

入／μ砂／・

Young diagramの各箱にCの元をいれた図形をYoungtableauという YT(D,C)と書いた

ら， shapeDのYoungtableaux全体の集合とする．この議論においては，常に YT(D,Z>o)

を考えるまた

SSYT<N(D) = { (miJ E YT(D，Z>o) 叫，j:S叫(j+l),mi,j <叫＋1),j,V三くN}
を定義する．
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Definition 2.6 (Schur MZV, cf. [5, Section 2.21). k = (ki,i) E YT(D，Z>o)が(i,j)ED, 
(i + 1,j), (i,j + 1) tf_ Dをみたす(i,j)に対して ki,jE z>1をみたすとき， SchurMZVを
以下で定義する：

1 
く（K) ＝四~(<N(k) = J偲ど II:*1・ 

（四，j)ESSYT<N(D)(i,j)ED叫j

Hirose-Murahara-Onozuka ([3])は， MZVの積分表示を“diagonallyconstant”なインデッ

クスに対する SchurMZVに拡張し，その表示を明示的に与えたここで， k= (ki,j)が

diagonally constantであるとは知がi-jのみに依存することを指す．以下のTheorem2.7

の正確な主張に関しては[3]を参照されたい．

Theorem 2.7 (Schur MZVの積分表示，［3,Theorem 1.3]). Schur MZVの収束条件をみ

たすdiago叫 lyconstantインデックス k= (ki,j)に対して， ((k)は明示的な積分表示を
もつ．

Theorem 2.7に基づいてYamamoto([9])はTheorem2.2を次のように拡張した次の

Theorem 2.8で用いる記号の詳しい説明は次節で行うこととする．

Theorem 2.8 (Schur MSW formula, [9, Theorem 3.6]).任意のdiago叫 lyconstant index 

K に対して Schur 型の (~N(k) を

`(K）＝ど
1 

TI(N -ni1)) Il(n炉）・・・ Il(nikp)) 
叫 E[l,N-l]JP

叫唸n~l+l) (l'.'::l<kp) 
(Kp) (1) 
叫<In~'?1 (Po'.'::P<P1) 

で定義する．このとき，以下の等式が成り立つ：

(<N(k)=〈公(k), vN E Z>o・

Yamamoto ([9])はTheorem2.8の応用として次の二つの定理を導いた：

Theorem 2.9 ([9, Proposition 4.2]).任意のインデックス k= (k1,..., kr)に対して

H<N(k)を以下で定義する：

恥 (k)= D<m1~こ叫＜N#り・ニ（こ—r1) 
H<N(k)のb類似を

H~N(k) = 
r-1 

0<nJ 1< <n万<N('<j<,)叫11叫 krn (N -nJ 1)]J 2 ・巧kJ
n(j-1),1::;巧，kj (l<j:s;r) 

で定めるとき以下の等式が成り立つ：

H<N(k) = H~N(k), vN E Z>o・
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Theorem 2.10 ([9, Proposition 5.31). z E (Cは況(z)> -1をみたすものとし，任意のイ
ンデックス k= (k1,..., k』に対し関数 Gk(z)を

r 1 

伍 (z)= D<nr,1芦年，krn囚＋z）・・・ (n],KJ―1+z)凡，KJ

<n1,1 :c:;... :c:;n1,k1 

x (m +z) 1 (nlぃ＋z)（土— nlk11+z)
で定義する．このとき以下の等式が成り立つ：

伍（N-1) =こ（因い匠]), vN E Z>o・

Remark 2.11. Theorem 2.9はHoffman'sduality identity (cf. [9, Theorem 4.1])と呼ば

れる等式のある種の類似を与えるものである． Theorem2.10左辺の G瓜z)はKawashima
の G関数と呼称されるものであり， G-関数が持つ性質 Gk(N-1)=(<N（色上」引）と

Theorem 2.8からしたがう．

3 q-MSW formulaと応用

本節では， Theorem2.2, Theorem 2.8のq類似である MainTheoremの主張について

正確な定義を述べることから始める．その後， MainTheoremに関して現在得られている

応用例について紹介し，最後にMainTheoremに関する openproblemを紹介する． Main

Theoremの正確な主張を述べるため，まずは記号の導入を行う

Definition 3.1 (cf. [9, Section 3]). Young図形とその上のdiagonallyconstant index k 

について，

を定める．

Dp = {(i,j) ED  Ii -j = p}, 

み＝｛jE z I (j + p,j) E Dp}, 
Po= min{p I DPヂ0}, P1 = max{p I DPヂ0},

伶＝灼forp。 SpS P1 and (i,j) ED, 

[a, b] = { x E Z I a S xさb},va,bEZ 

II (m) = II mj, vm = (m心J・
iEJ 

Definition 3.2 (cf. [9, Section 3]). Zの区間の組(J,J')がconsecutiveであるとは，

J = [jo,J1]のときJ'が

J, J¥ {j1}, JU {jo -1}, (JU {jo -1}) ¥ {j1} 

のいずれかと一致することと定める．
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Definition 3.3 (cf. [9, Section 3]). consecutiveな組(J,J')と，それらで添え字付けられ

たtuplem = (mi)iEJ・ n = (nj)jEJ'に対してそれらの大小<l,竺を

で定める．

m <]n~ ｛叫 <nJ
叫 1三mj

mヨn二｛ロニ

if j E J and j E J', 

if j E J and j -1 E J', 

if j E J and j E J', 

if j E J and j -1 E J' 

n E Z::,:。に対してqー整数は [n]= (1 -qn)/(l -q) E (Q[q]と定義される． MZVのq類
似は様々なモデルが知られているが，この議論で用いるのはBradley-Zhao型 (BZ型）の

Schur q-MZV 

q(k;,j―1)叫，3

(BZ(k) = J四虚(k)= J四こ II 匝，J］K9,3 EQ[q] 
(m叫 ESSYT<N(D)(i,j)ED 

である．＜BZ(k)の収束条件は Definition2.6と同様であるまた，q↑ 1で［n]→nであ
り， (BZ(k)→((k)である．

Main Theorem (Schur q-MSW formula, [8, Theorem 1.5]).任意のdiagonallyconstant 

index kに対して

塁DN(k)= こ
叫 E[l,N-lfP
叫唸n↓l+1)(1Sl＜怜）
(kp) __ (1) 
np <l叫＋1(po:S:p<p1)

n rr'(qn↓1))・・ • I1'(qn;kp)) € Q[q] 

p=Po rr([N -nい］）IT([n岱］）・..IT([n炉kp)l)

を定義するただし， IT1(m)= Il1((mj)jE[io,i1]) = IT叫である．このとき以下の等
j=jo+l 

式が成り立つ：

虚（K)＝芯(k), vN E Z>o・

Remark 3.4. Main Theoremも同様にq↑ 1でTheorem2.8が復元できる． MainTheorem 

の証明はSeki-Yamamoto([7])の連結和法によるが，詳細についてはTsuruta([8])を適宜

参照されたい．

Example 3.5 (Main Theoremの具体例）． Theorem2.8に出てくるさまざまな記号 (Def-

inition 3.1, Definition 3.2, Definition 3.3)は，すべてTheorem2.7の条件を適切にリーマ

ン和の言葉に書き換えたものである．例えば， k= ffiEのとき SchurMZV 

（（汀）＝ 0＜m苫加2吋叫21叫 m盆
m21'.'om22 
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はTheorem2.7によって

J • ・. J dtl dt2 生 dt4 生 dt6
1-ti 1-t2朽 1-t4耗 1-t6 

t1 <t2<t3 
V V V 
切<t5<t5
O<'iち<1

(1) 

という表示を持つ．（1)の変数の大小は， Definition3.1, Definition 3.2, Definition 3.3に

よって適切に書き換えられ，このときリーマン和（公(k)は

`(K)=n1:<n3 (N-m)(N―四）尻(N-m)尻（N-叫
V V VI 
n4<n5<n6 
0＜冗くN

となる． MainTheoremにおいても和の取り方などはすべて Theorem2.8と同様である

が'~[q]の元として収束するように＜竺N(K) の分子のqべきを適切に定めている．それが
II’（qnr;))に現れている例えば上の例だと

q四＋n5

芯(k)= n1 <~<n3 ~［叫ti- n4]［巧l[N-n叶
V V VI 
m<n5<n6 
〇＜冗<N

となる．

Main Theoremを用いることによって，次の関係式 (Theorem3.6)の新証明を与えるこ

k1 

とができるただし，ここで用いるのは K＝口の場合のMainThcoccm 

kr 

こ
O<m1<…<mr<N 

q(k1 -1)加＋…（Kr-1)叫

[m叶k1...[m皐T

::._. nnj,2+・・・＋巧，kJ

O<nj,1'.'oと<N(l賛）n［N -：］ 1] ［巧2] ・ •[nj,kj]
巧，kj<n(j+1),l(l'.':'.:j<r) 

である．

Theorem 3.6 (K. Hessami Pilehrood-T. Hessami Pilehrood-Tauraso, [2, Theorem 3.1]). 

正整数 N に対して， nN を 1の原始 N 乗根とする． このとき任意のインデックス

k = (k1,..., kr)に対して以下の等式が成り立つ：

r 巧，1＋…+nj,kj

虚 (k;瓜） ＝ （ー1)r こ II 喜：サ・・•[nJ,K]]. 
O<nj,1~…3巧， kj <N(l~応）j=l

巧，kj<n(j+l),1 (l~ j <r) 

ここで，（クt(k；瓜）はq= 1]N の場合の〈9§(K)を表すものとする．したがって，右辺のq-

整数の定義も nNで考えるものとする．
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Theorem 3.6は，右辺がSchlesinger-Zudilin型 (SZ型）のq-MZV

q柘加＋…kr叫

虚（K)＝こ回］柘．・ • [m』KR
O<m1<…<mr<N 

を用いて

(-1)rど虚(l叩）
k:,l 

と表せることよりq= T/N の場合の BZ型からsz型への書き換えを明示的に表すもの
とみることができるまた，［2]で与えられた証明とは異なり， MainTheoremを用いると

こ(k)に等式
nn 

=--立
[N-n] [n] 

を適切な回数適用して整理することでTheorem3.6を直ちに導くことができる．さらに，

Theorem 3.6 は Bachma皿—Takeyama-Tasaka ([ 1])の議論を踏まえると Theorem2.4に復

元されるため， Theorem3.6はTheorem2.4のqー類似とみなすことができる．

Remark 3. 7 (Main TheoremはなぜBZ型なのか）． MainTheoremは， Yamamoto([91) 
の手法を自然にqー類似に拡張することによって証明されるが，その過程で定義される連結

和と連結子の性質からば姦(k)の分子とはl,N(k)の分子が輸送関係式によって自然に移り

変わる．したがって，例えば別のqー類似のモデル (e.g.Schlesinger-Zudilin型）

K口叫J

｀）＝四OO こ IIq m9,J]柘，7E Q[q] 
(m;,j)ESSYT<N(D) (i,j)ED 

（ただしばt(k)と収束条件は異なる）はTsuruta([8])の方法でMainTheoremのような等
式を作ることはできないよって，本質的にMainTheoremがBZ型である重要性はさほ

ど高く無いと言える．以上から，より一般のq-seriesに対してMainTheoremのような等

式を作れるかという問いは非常に興味深いopenproblemであると言える．
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