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1 はじめに

近年，計測技術の進歩に伴い，連続的・断続的に記録されるデータが多くなってきている．例

えば，計量化学分野における近赤外線分光法 (NIR)に関連するデータ，運動に関連する軌道デー

タなどが挙げられる．圏 1は， Kalivas(1997)で紹介されている 100個の小麦サンプルに対する

NIRスペクトラルデータを表している．縦軸は各周波数における光の吸収率を表しており，周波

数に対して連続的に変化していることが見て取れる．また，図 1は， Dockeryet al. (1983)で紹

介されている年齢と肺活呈に関するデータである．各被験者に対して肺活量を複数の時点で観測

している．このデータは，観測時点が被験者ごとに異なることが特徴である．赤い線は，ある 1人

の被験者に関する経時測定データである．このようなデータに対しては，背後のデータ発生機構

として，実数空間上の確率分布を考えるよりも，ある（有界な）領域や区間上のランダムな関数

（もしくは，確率過程）を考える方が自然である．ある領域や区間上で連続的・断続的に観測され

たデータをランダムな関数や確率過程の実現値として捉えたデータ解析は関数データ解析 (FDA)

と呼ばれ，統計科学分野において盛んに研究が進められている (Wanget al., 2016). 関数データ

解析という言葉は， Ramsay (1982)によって導入されたものであるが，その考え方の歴史は古く

Grenander (1950)や Rao(1958)に遡る．本稿では，関数データ解析に関連する論文ではあまリ

詳細に述べられることのない，最も基本的な仮定や関数データの特徴について簡単にまとめる．証

明やよリ詳細な議論に関しては，例えばHsingand Eubank (2015)を参照されたい．
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図 1:小麦サンプルに対するスペクトラルデータ
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図 2:肺活量に関する経時測定データ

2 関数データと平均二乗連続な確率過程

実際の観測は離散的なものであるが，関数データ解析ではその背後にランダムな凋数を考えて

いる．すなわち，対象iの時点t;jEエ（図 1では周波数）の観測ふ（も）に対して，以下のような

モデルを考えている．

X;(い） =μ(い）+ Z;(t;j) + CiJ 
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ここで， Ic民は有界閉区間，μ(ち）は平均関数， Z;は平均0のランダムな関数， EijはZ;とは独

立な観測誤差である.Iは一般のコンパクトな距離空間としても以下の議論は成リ立つが，イメー

ジしやすいように有界閉区間のみを扱う．本稿では，関数データの本質的な性質を説明するため

に，最も理想的な観測誤差のない連続観測の状況を考える．

ふ(t)=μ(t) + Z;(t) (t豆）

関数データ解析に関する文献においては，このような仮定を下に議論を進めることが多い．

連続な観測ふを区間1上の二乗可積分な関数から構成される空間ら(I)上に値をとる確率変

数と考えるか，確率過程と考えるかという 2つの考え方がある.Hilbert空間上に値をとる確率変

数として扱う場合は，議論が抽象的なものとなるため，ここでは，よりイメージしやすいように

X; は確率過程として扱う．これらの 2つ考え方は，後述するある条件の下では同ーなものとなる．

似ク，JP')を確率空間とし，確率過程{X(t,w) tEI,wE!1}を考える.xの平均関数は，

μ(t) = lE[X(t)] 

で定義され，共分散関数は， s,t E工に対して，

K(s, t) := Cov(X(s), X(t)) 

(1) 

(2) 

で定義される．平均関数と共分散関数がwell-definedな確率過程を second-orderprocessと呼ぶ．

確率過程の甚本的な仮定は，各tに対して X(t,・)が確率変数（すなわち，クー可測）となること

である．しかし，これだけでは， X(-,w)がび（エ）上のrandomelementとならないことに注意さ

れたい.X(t,w)がjointlymeasurable, すなわち， X(t,w)がproductu-field妥(I)X ,%に関して

可測となる場合，各wE !1に対して X(・心）は1上の可測関数となる．

定理 2.1(Theorem 7.4.1 in Hsing and Eubank (2015)). 確率過程Xがjointlymeasurableであリ，

各wE !1に対してX(-,w)Eび（エ）が成り立つとする．このとき， Xはび（エ）の randomelement 

となる．

Jointly measurableは確認することが難しい条件であるが，各tEIに対して X(t,・）が可測で

あリ，各wE !1に対して X(-,w)が連続であるとき， X(t,w)はjointlymeasurableとなる．

任意のt及び任意のtに収束する 1上の列 {tn}nENに対して

lim lE [{X(tn) -X(t)ド]=0
n→OO 

(3) 

を満たすsecond-orderprocessに焦点を当てる．このような性質を満たす確率過程を平均二乗連続

な確率過程(mean-squarecontinuous process; MSCP)という．確率過程の平均二乗連続性は，平

均関数と共分散関数の連続性を特徴づける性質である．

定理 2.2(Theorem 7.3.1 in Hsing and Eubank (2015)). Xをsecond-orderprocessとする．この

とき， Xが平均二乗連続であるための必要十分条件は，平均関数と共分散関数が連続となること

である．

もし μ(t)が連続ならば，共分散関数K(s,t)が各(s,t)において連続となるための必要十分条件

は， Kが"diagonalpoints"で連続となることである．関数データ解析に関連する多くの文献では，

データ Xはjointelymeasurableな平均二乗連続な確率過程と考えている．
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3 共分散関数と Mercerの定理

平均二乗連続な確率過程に対してはその共分散閲数Kは連続となる．そこで，び（エ）上の積分

作用素

（尻J)(t)= J K(t, s)f(s) ds 
を考える．これはXの共分散作用素と呼ばれる．また，任意の a1,.. ,,an E良に対して

砂 iaぷ(tいち） =Var (含jX(tj))
より，共分散関数Kは非負定値 (nonnegativedefinite)となる.Kはnonnegativedefiniteである

ため， Kを再生核とする再生核Hilbert空間 (RKHS)社k を考えることができる．関数データ解

析においても多変量解析の手法を関数データヘと拡張する際などに， RKHS甘K は重要な役割を

担う．ただし，関数データ Xは甘Kの元とはならないことに注意されたい．

定理 3.1(Theorem 7.5.4 in Hsing and Eubank (2015)). X をE[IXl2]< 00を満たす 1{Kの
random elementとする．ここで， KはXの共分散関数である．このとき， 1{Kは有限次元でな

ければならない．

共分散作用素災r Cもしくは，そのkernelK)は，従来の多変量データ解析における共分散行列

に対応している．以下の定理の後半部分は， Mercerの定理と呼ばれ，共分散関数の固有値分解に

対応している．

定理 3.2.Kを平均二乗連続な確率過程Xの共分散関数とする．このとき，ある非負単調減少列

｛ふhENとある正規直交系{ej hENが存在して，

J K(s, t)町(s)ds =入凸(t) (t EI, j EN) 
が成リ立っ．入jとejは，それぞれ共分散作用素尻rの固有値と固有関数と呼ばれる．さらに，

00 

K(s,t) = Lふej(s)叫t) (s,tEエ）
J=l 

が成り立つ．ここで，この収束はIxI上の一様かつ絶対な収束である．

連続観測を想定している場合，平均閲数や共分散閲数は従来の多変量解析と同様に，標本平均

や標本共分散を考えることで簡単に推定できる．また，固有値朽や固有関数ejは，関数主成分分

析 (FPCA)によって推定することができる．離散的な観測や観測誤差がある場合の平均・共分散

関数の推定については， Zhangand Wang (2016)などを参考にされたい．

4 Karhunen-Loeve (KL)展開と関数データの無限次元性

前節では，共分散関数の固有値分解について述べた．本節では，閲数データ解析において最も重

要となる平均二乗確率過程の展開を考える．び(I)上の関数fは，び（エ）の完全正規直交系 (CONS)
匂hENを用いて，

t(t) = L〈f,e応 (t) (t Eエ）
j=l 
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と展開できる．ここで，〈f,ej〉:= J f(t)ej(t) dtである．平均二乗連続な確率過程Xに対しては，
以下のKarhunen-Loeve展凋が成り立つ．

定理 4.1(e.g., Theorem 7.3.5 in Hsing and Eubank (2015)). Xを平均0の平均二乗連続な確率

過程とする．｛（入j凸）｝を Xの共分散関数から定義される共分散作用素尻rの固有値・固有関数と

する．このとき，以下の展開

00 

X(t) = Llx(e応 (t) (tE'I) 
j=l 

が成り立っ．ここで， Ix(ej)(j EN)は以下を満たす実数値確率変数である．

lE[Ix(ej)] = 0, lE[fx(e;)Ix(ej)] =ふ妬

この展開は，以下の意味で成り立っ．

旱買JE[(x(t)一戸Ix(e占 (t)rJ= o 

上述の定理で， Ix(ej)は〈X,ej〉に対応する確率積分である．一般に， X(・,w)はび（エ）の元と

は限らないため， Xの確率積分を考える必要がある．実際に， jointlyme邸 urableの仮定の下で

は，確率変数Ix(ej)は

lx(ej) =〈X叫=j X(t)ej(t) dt 
と表現できる．

共分散作用素尻rがstrictlypositiveであれば{ej}はび(I)の完全正規直交系となる．また，こ

の様な状況でない場合でも，零核の完全正規直交系を{ej}に適当な順序で付け足すことで固有関

数に基づく完全正規直交系を構成することができる．そのため，平均二乗連続な確率変数Xの平

均閲数μは以下のように展開できる．

00 

μ =L〈μ,ej〉ej
j=l 

したがって，平均二乗連続な確率変数Xは以下のように展開できる．

00 

X(t) = LW: 凸 (t) (t EI) 
j=l 

ここで， Wjは以下を満たす確率変数である．

IE[W;J~ 〈I',e, 〉, Cov(W,, W1)~{~ 
(i = j) 

(i=/=j) 

これにより，関数データ Xは無限個の実数値確率変数によって構成されていることがわかる．こ

の無限次元性は，関数データ解析を考えていく上で重要な性質となる．
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5 おわりに

本稿では，統計科学の分野で研究が進んでいる関数データ解析について，関連する研究論文では

あまり詳細に触れられることのない基本的な仮定や重要な性質などの数学的な基礎を述べた．関

数データ解析の各手法の性質は，これらの仮定を下に議論される．

最後に，関数データ解析に閲するいくつかの書籍について言及してお<. Ramsay and Silverman 

(2005)では，各対象の関数データが基底関数展開によって表現できる場合を中心に，様々な多変量

解析を関数データヘと拡張した方法が詳細に述べられている.Ramsay and Silverman (2002)で

は， Ramsayand Silverman (2005)で紹介されている解析方法の実データヘの応用が詳細に述べら

れている.Ramsay et al. (2009)では， Ramsayand Silverman (2005)やRamsayand Silverman 

(2002)で紹介されている各手法の統計ソフトウェアである Rやmatlabでの実行方法について詳

細に解説されている．これらの書籟は，少し古典的なものであるが，親測時点が密であるような状

況において，閲数データ解析を具体的な実行方法を知るために有用である．理論的な内容を含む最

近の書籍は以下の通りである.Horvath and Kokoszka (2012)では，関数データ Xが連続的に観

測され，び(I)の元であることを仮定して関数データ解析の基本的な手法とその理論的な性質を紹

介している．また， Rでの実行方法についても述べられている．そして， Kokoszkaand Reimherr 

(2017)では，連続観測でない場合も含めて関数データ解析の様々な手法，それらの理論的な性質，

Rでの実行方法を紹介している.Hsing and Eubank (2015)では，関数データ解析の理論を考え

る上で必要となる関数解析の基礎からはじめ，関数データ解析の理論的な側面について詳細に述

べられている．また，共分散関数を再生核とする RKHSがどの様に関数データ解析において菫要

な役割を担うかについても言及されている．関数データ解析の重要性は応用分野でも徐々に認識

されており，今後のさらなる発展が期待される．
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