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1.Introduction

Yang-Baxter方程式の発見以来､可解模型の研究はこの方程式の解を構成する事に力点が置

かれ､今では無限に多くの解 (-可解模型)が知られるようになった｡ひとたびYang-Baxter

の解がわかると､freeenergyや1点関数はあとは比較的定まった方法で求めることができる｡

しかし､｢可解｣を標模する以上､任意の相関関数まで求まって欲しいのが人情である｡人々

のこのような願いは長い間Isingmodelでしか叶えられなかった｡

よく知られているように､臨界点直上のgaplessの励起は共形場理論によって記述される｡

この理論は可解であり､任意の相関関数が計算可能であるが､それには

･系がvira80rO(もしくはa凪neLiealgebra)という無限次元の対称性で統制されている｡

･この対称性は､内部対称性と外部対称性 (時空の対称性)を関係させる｡

●一次元量子論として見たときのHilbert空間は､この対称性の無限次元既約表現の有限

個の直和に分解できる｡

という事情が本質的であった｡

可解格子模型でも､同様のことを期待してはいけないのだろうか?ただし､可解格子模型

は一般にgapを持つので､共形変換を生成するViraBOrO代数は系の対称性ではありえない｡

一方､量子群がYang-Baxterと密接に関係していることは､その出自から明かであったので､

対称性の候補として量子群に注目が集まったのは当然であった｡しかし､有限次元の対称性に

とどまっている限り､上のような意味での可解性には役者不足の感は否めなかった｡

1992年になって､spin1/2の反強磁性xxzスピン鎖に関しては､Uq(512)と呼ばれる無
限次元のa氏ne型の量子群がまさに欲しい対称性であることが明らかにされた.この量子群

の作用は無限に長いスピン鎖のときに初めてきちんと定義できるという事情が､これまでなか

なか表舞台に登場しなかった理由の一つであろう｡この対称性の発見により､Hamiltonianの

対角化､n点相関の計算などが､純粋に表現論の枠内で遂行可能になり､我々は本当の意味で

可解性を手にしたと言える｡このような対称性は､現在までにかなり広いクラスの可解格子模

型に対して兄いだされている｡

この小論では､このような可解系における最近の結果をなるべく物理的に理解しやすい形で

紹介する｡そのため､代数的な用語法に少し厳密性を欠くかも知れないので､更に詳しく知り
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たい方は､原論文 【1,2,3,41を参照してほしい｡もちろん､このような代数的な手法は可解

性をとことんまで追求した結果であって､物理的な適用範囲という意味では万能ではないが､

大きな進歩であると考えられる｡

2.XXZspinchainと量子群 Uq(Bl2)対称性

ここではまず､量子群が量子スピン鎖の菜摘軒性であることの意味を､有限次元の量子群Uq(5【2)
の場合から説明しよう｡

最も簡単な量子スピン系のモデルとして､1次元のspin1/2Heisenbergmodel(XXXmodel

)を考える｡そのHamiltonianは

Hxxx-一芸.sz'qt怖 1･qFqty･1･Jfqtf･1'

で与えられる｡ただし､U.g(α-I,y,I)はi番目のスピンの空間 (l†)とJJ)で張られる

2次元空間V)に働くpapli行列であるoこのモデルは､スピン空間の回転に関して不変で､

系はglobalなSU(2)の対称性を持っている｡すなわち､無限小回転の生成子

sc弓 .芸qtr･ sy-;芸qty, sz弓 .pzqtf
とHamiltonianは交換する:

(1)

lSr,Hxxx]-lSy,Hxxx]-【Sz,Hxxx]-0.

従って､Hxxxのエネルギー固有値は､sU(2)の多重項をなし､spinjの状態は2j+1重縮

重する｡

今度は,-軸異方性を持たせたxxzmodel

Hxxz-一芸tSz(qtW･1十gtyqty･1.△qfqtf･1'

を考えてみよう｡すると､

lSc,Hxxz]≠0, 【Sy,Hxxz]≠0, 【Sz,Hxxz]-0

となるため､系の対称性はSU(2)からZ軸まわりの回転のU(1)に落ち､スペクトルの縮退

が解けると思われる｡ところが､実際には､△-1で存在していた縮退が､△≠1でも残る

のである! (系のサイズが有限の場合には､両端のスピンにだけ適当な外場をかける必要が

あるが｡)

この不思議な現象は､△≠1のXXZスピン鎖が､普通のリー群の対称性は失うが､量子

群の対称性を持っていることから説明できる｡いま､

△=旦±i=
2

-641-



研究会報告

でqというパラメータを導入しようOそして､Sz､S+､S-を以下のように再定義する‥
Sz 1

2

l一21一2
ここ十一CQハJ

7i
phyB

∑焔∑胡∑胡

2

1

吃

1

〃｢一

⑳

⑳

⑳

⑳1⑳U.f
⑳1⑳1⑳･･･

⑳⑳

qqLl⑳ql
⑳1⑳1⑳･-

1⑳crl⑳q-qtf･l⑳q-q･T･2⑳-

･- ⑳ Ⅴ ⑳ Ⅴ ⑳ Ⅴ ⑳ V ⑳ Ⅴ ⑳ -･

(2)

比較のために､これらのオペレータが作用するスピンの空間7iphysもあわせて書いておいた.

S+やS-には､xXXの場合にはなかったqiq'の ｢ひも｣が左右に伸びていることに注意
しよう｡これは､Isingmodelをfl･eefermion系にマップするときに用いるJordan-Wigner変

換に似ている｡

簡単な計算により､これらはHxxzと可換であること

lS+,Hxxz]-lS-,Hxxz]-lSz,Hxxz]-0

が確かめられる｡また､これら相互の交換関係は

lsz,S土1- 土Sz

lS+,S｢
q2Sl-q-2SL

q-q-1
(3)

となることも示すことができる.交換関係の右辺が生成子の線型結合でないので､Sz,S+,S-
はもはやリー代数をなさないが､閉じたある代数構造を定めていることには変わりがない｡特

に､q1 1の極限をとると､この交換関係はsU(2)のリー代数 5【2に戻る｡このような代

数構造は量子群と呼ばれ､数理物理では非常にポピュラーな研究対象である｡式 (3)は実は､

Uq(5[2)と呼ばれる量子群の定義関係式にはかならない｡

量子群 Uq(5【2)の表現論は詳しく研究されていて､リー代数 5【2の表現論と非常に似ている

ことがわかっている.たとえば､szを対角化したspinj表現は2j+1次元既約表現であり､

表現のテンソル積 (スピンの合成)別であるClebsch-Gordanの法則も､(係数がq依存性を

持つことを除けば)そのまま成り立bo

従うて､エネルギースペクトルにもxxxmodelと全く同様の議論が通用する.いまは量

子群のgeneratorがHxxzと可換であることから､Hilbertspace7iphys(スピンの配位の空

間)は､Hxxzの固有空間に分解され､さらに各固有空間がUq(5[2)の既約表現 (多重項)に

分解される｡従ってq-1の縮退がそのままq≠1にも引き継がれることがわかる.

量子群 (quantumgroups)の名前は､q-eht思ったとき､古典リー環 (A-0)を量子

化 (h≠0)したものという発想に由来している.ただし､我々が今考えているXXZmodel
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の立場では､q一0がclassicalなIsingmodelになる極限なので､q自身が量子補正の大きさ

を表すplanck定数の役割を果たしていることに注意する｡

3.A氏ne量子群 Uq(BAl2)とxxzmodel

前節の議論により､xXZモデルがxxxモデルと同じ縮重度を保つことは理解できたが､
エネルギースペクトルの値そのものは､Uq(5【2)?対称性からは求められない.それを対称性

の議論から求めたければ､どうしてもHxxzと非可換なoperatorも含むような代数の構造を
考えなくてはならない｡

これはちょうど､1+1次元のWess-Zumino-Wittenモデルにおいて､古典的なリ∵代数の

対称性からはエOの固有値 (スケーリング次元)が求まらず､それを無限次元化したカレント

代数(-afRneKac-Moodyalgebra)の表現論を通してはじめて決定されたことを思い出して

みればよい｡

XXZmodelの場合､｢古典的なリー代数｣に相当するものが､量子群 Uq(5【2)である.こ

れを無限次元化したafRnequantumgroupUq(5̂[2)という代数が存在する.これが欲しい対称

性の有力候補だが､果たしてXXZmodelはその対称性を持つのだろうか?

Uq(5̂r2)は(ベクトル空間としては)無限次元であるため定義が少し複雑になるが､抽象的に

はgeneratort.I-qh･',ei,fi(i-0,1)およびdで生成される代数で､次の関係式を満たすもの
として定義できる:

i.･t3･=lJ.tt･I

tiejtl1-qa･'3'ej

tifjtll-q~aijfj

lei,I,･]-境 諾

ld,ei]-6iOei

ld,fi]--6iOei

ld,ti]-0
位OO-αll--α01--也lo-2

(4)

実は､

hl-2Sz,el-S+,fl-S-
■ヽ

という対応で､Uq(5【2)はUq(5(2)を含んでいる｡従って､el,fl,hlについてはPauli行列に

よる表示 (2)がそのまま使える.eo,I.,hoというgeneratorも､el,fl,hlの場合と同様にし
て､Paulimatrixを用いて表現できる｡(spinの上下を逆にすればよい｡)以上のことから､

e.･,I.I,h.I(i-0,1)はすべてHxxzであることがわかる｡′ヽ
Uq(5【2)になって本質的に新しいgeneratorはdである｡これはどのように表現したらよいだ

ろうか?FodaとMiwaは､dを可解格子業界で有名なcornertransfermatrixと同一視してよ
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いということを発見した｡すなわち､cornertransfermatrixを対角化したときのHamiltonian

HcTM=一毒 .芸 廟祐 +槻̀ 1+△̀穐 1)
(5)

に対し,

d=喜(HcTM-Sz)
と定義すると､境界を無視できる無限に長いchainの場合に､これはdとしての性質 (4)を

みたすのである.ただし､これらのoperatorの作用が発散を含まずwel1-definedなものであ

るためには､系がantiferroにオーダーしている相になくてはならない.すなわち､△<-1(ノ■■.
-1<q<0)という条件が必要である.こういう条件付きではあるが､afBne量子群Uq(5【2)
のすべてのgeneratorがspinの言葉で書けた｡

それでは､Uq(5̂[2)とHxxzとの関係はどうなっているだろうか?dの存在のため､これら

はもはや可換ではない.いま､格子をずらすshiftoperatorTを

Toq㌻oT-1-唯1 (α-I,y,I)

と定義すると､(5)より､

T3# xxz-TodoTl1-d

であることがわかる｡
【=-:コ

以上のことから､afBnequantumgroupUq(5【2)に関して､
ノヽ.

･dを対角化した表示でUq(5(2)の表現論を展開する｡
｡shiftoperatorTを表現論的にうまく定義する.

(6)

ということができれば､少なくともHxxzのspectrumを表現論から決定できたことになる.

実は､前者については(SU(2)がUq(5[2)と似ていたように)afnneKac-MoodyalgebraBAl2

の表現と類似の結果が知られており､表現の構造は非常によくわかっている｡
■::こ1

そこでUq(5【2)の表現論から､必要な部分だけを借用しよう.
■ヽ

スピン鎖の議論で活躍するUq(Bt2)の既約表現には大別して次の2種類がある.

最高ウ土イト表現 (無限次元)Ⅴ(A)相互作用している量子多体系の状態

ここに､人は表現を特徴付けるhighestweightとよばれるものである.無限自由度の系を厳

密に扱うには､これら2種類の表現を的確に使い分ける必要がある｡

いま､無限次元表現に有限次元表現を合成することを考えてみよう｡これは､無限多体系に

1個スピンを付け加えることに相当するから､再び無限多体系の状態の重ね合わせで書けるだ
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ノヽ
ろう.すなわち､Uq(5【2)の表現としての同型

V(IL)㊨ Vz('')巴⑳V(A)入 (7)

が成り立つはずである｡そこで､合成された固有状態が､元の状態のどのような重ね合わせに

なっているかを考えてみよう｡これは

◎T'(I):V(A)ー V(p)㊨ Vz('') (8)

というUq(Bl2)llinearな写像を考えることに相当するO(表現空間の基底を定めておけば､OT'(I)

は行列で表されるから､単にClebsch-Gordan 係数の無限次元版と考えればよい.)◎T'(I)は
■ヽ
Uq(5【2)の作用と可換であるという性質で有限次元の場合と同様に特徴付けられる｡

◎T'(I)はq-VertexOperatorと呼ばれ､a氏nequantumgroupの表現論において非常に重要

な働きをするものである｡物理的には､粒子を多体系に持ち込んだ時の複雑な相互作用の効果

を表現しているものと考えてよいだろう｡

実は､spin1/2XXZmodelの場合には､レベルが 1の最高ウェイト表現V(Ao)とV(Al)

が､また有限次元表現としてはスピン1/2の2次元表現 Vz(1/2)(以下Vと略記 )だけが登場

する｡この場合には(7)の右辺の和が単項になり､

V(Ao)⑳VctV(Al), V(Al)⑳VとV(Ao)

という同型対応を与える｡これを繰り返し用いると

Ⅴ(Ao)

とV(Al)⑳V

とV(Ao)⑳V⑳V

etv(Al)⑳V⑳V⑳V (9)

巴-･⑳V⑳V⑳V⑳V⑳V⑳V

となり､V(A.･)を半無限スピン鎖の配位空間と同一視してよいことがわかる.より詳しい解析

をすると､ふたつの既約表現 i-0,1の違いは､無限遠での境界条件が - †J†J･･･である

か､- 1†l†-･であるかを区別していることがわかる｡
Jヽ

こうして､XXZmodelのHilbertspaceの構造をUq(Br2)の表現空間として捉え直す準備

ができた｡両無限のスピン鎖は､半無限鎖をふたつ繋げばいいから､

7iphys 0V(A,･)⑳V(Ai)*i,j=0,I
O Hom(V(Ai),V(A,I))
i,i-0,1
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ここに､V(A,･)+は､双対表現であり､Hom(V(Ai),V(A,･))は空間V(Ai)からV(A,･)への線

形写像全体をあらわす｡

懸案だったshi氏operatorrは､継ぎ目を1つずらす操作であるから､

(-⑳Ⅴ⑳Ⅴ⑳Ⅴ)㊨(V⑳Ⅴ⑳･-)

ct(-⑳V⑳V)⑳V⑳(V⑳V⑳-)

巴 (-⑳V⑳V)㊨(V⑳V⑳V⑳･･･)

と考えれば､q-vertexoperator(8)とそのdual

壷三,･(I):V(p)⑳vz(i)- V(A)

の合成

T=◎o◎
(ll)

として具体的に表されることがわかる｡

また､関係 (10)より､多体系の基底状態JO)としては､2種の無限次元既約表現に対応して

lO)0- lv(̂ ｡), rO)1- lv(̂1)

のふたつが存在する｡これは､反強磁性領域では基底状態が2つ存在するという､よく知られ

た事実に対応する｡

また､状態7iphya∋lf),lg)の内積は､

(fl9)-nv(A)q - 4pfog (q-4p- q-4dtl) (12)

という形で定義される｡無限系であるにもかかわらず､rqJ<1という収束因子のために､内
積がwe11-definedになっていることに注意する.一般に､物理的に異なる相は､表現論的に同

値ではありえない.△<-1のXXZモデルはgapを持ち､xxxモデルはgaplessである
が､この理論ではそれが､回-1での発散として見えていることになる｡

これまでの枠組みを用いると､Hxxzのスペクトラムは､関係式 (6),(ll)およびdと◎,

壷の交換関係から求めることができる.結果だけを引用すると､E,pをスピン励起のエネル

ギーと運動量とするとき､これらの分散関係は次式で与えられる｡

T(I)-e~ip(I)-Ill/2

e(I)

(qz)cD(q3Z-1)班
(qz~1)∞(q3Z)∞

-(q-q-1)Z孟logT(I)
∞

(x)∞≡rI(1-q4nx)n=0
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相関関数を求めるには､localoperatorの多体の波動関数への作用の仕方さえきちんと定義
＼､

できれば､あとは基底状態における期待値の計算 (12)に帰着される｡

いま､localoperatorが連続したnサイトのスピンに作用する行列 L :V⑳nl V⑳nで表

されているとする｡問題は､このLを(10)の元にどう作用させるかである.ここでも､(9)

にならってvertexoperator中を繰り返し用いて､無限多体系からlocaloperatorLを作用さ

せるのに十分な長さのV⑳V⑳- ⑳V⑳Vを引き出し､Lをこの空間に(有限サイズの行

列として)作用させ､今度はdualvertexoperator卓を用いて引き出した部分を元の多体状態

に戻してやる､という操作を行えば､これが上記の意味で､多体の波動関数への作用の仕方を

定義したことになる｡

従って､i番目の基底状態に関するLの期待値は(少し大雑把な記法だが)

(L).
i(OfLlfl)i

.･(OJn)i

Try(A.･)q-4p壷 o･-o◎oLLo◎ o･-o◎
Trv(A,･)q-4p

で与えられる.最後の式の分母はV(A.～)の指標にはかならないし､分子は､Uq(5[2)の表現の

自由場表示を用いれば､無限積の多重積分の形で具体的に表すことができる｡こうして求めら

れた一点関数などは､別の方法で求められていた結果を再現することも確かめられている.
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