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非可換量子渦の衝突とラング渦形成ダイナミクス
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本記事では2本の非可換量子識の穣突ダイナミクスにおける研究について報告する。 2本の量子

渦の衝突ダイナミクスとして、つなぎ換えがよく知られているが、非可換量子渦の場合に、つな

ぎ換えや通り抜けのダイナミクスが幾何学的に禁止され、漁と渦の需にラング渦と呼ばれる新し

い量子渦が作られることを明ちかにする。さらにこのような非可換量子識が、ラング識形成のダ

イナミクスを含めてスピントスヒソーノレ・ボース・アインシュタイン凝縮体で実現することを解

説する。

1 イントロダクション

量子渦は超流動系におけるメイントピックスの 1つであり、その理論的な予言問、そして実験

で観測されて以来問、非常に長い歴史を持ち、今でも多くの研究者の研究対象となっている。量

子渦は量子化された超流動速度場の循環を持っており、例えばスカラー・ポース・アインシュタイ

ン凝縮体 (BEC)の場合、その循環はhjMの整数倍である。ここでhはプランク定数、 M は講成

涼子の震量である。量子位された循環は超流動4He[2J、超流動3He[3]、冷却原子BEC[4，5J等で観

測されている。

量子渦の本質辻オ}ダーパラメーターの位相欠諮として存在することであり、オーダーパラメー

ターの幾何学的な構造から決まるトポロジカルチャージによって特徴づけられる。量子渦のトポ

ロジカノレチャージは、量子識を 1周する関経路に沿ってオーダーパラメーターがどのように変化

したかによって定義される。例え廷、スカラーBECの場合、オーダーパラメーターマニフォール

ドはU(l)であり、量子識を 1属する関経路に治ってU(l)の位指がおの整数倍だけ変化する。そ

の結果、 トポロジカルチャージは整数、つまり可換群の元で特徴づけられる。これは量子識の循

環がたjMの整数倍となることに対誌している。多成分BECの場合、離散スピン・ゲージ対称性

により hjMの分数倍の籍環を持つ場合がある。例として、超流動3He[6}やスどントスピノール

BEC[7-9]における半整数量子渦が挙げられる。さらに興味深いトポロジカルチャージを持った量

子漁として、本記事のメイントピックスである非可換量子渦がある。例えば、スピノーノレBECの

場合には、量子識を 1局する閉経路に沿ったU(l)の位棺変化以外iこスピンの 80(3)回転がある。
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80(3)は非可換群なので、量子識のトポロジカルチャージが 80(3)の非可換な部分群の元として

表されることがあり、そのような量子渦が非可換量子渦として定義される。

量子渦のこのような幾何学的特徴を最も反映するのが、量子渦の衝突ダイナミクスである。 U(l)

の量子渦の場合、 2本の量子渦が衝突すると、通常はつなぎ、換えを起こすことが知られている。量

子識のつなぎ換えダイナミクスは超涜動4Heにおいて理論的に詳しく解析されており [10-12]、回

体水素を用いた量子渦の可視化実験において観諒された [13]0また特異な場合として、第1種超

伝導体における磁束量子のように、お互いが引力相互作用をする U(l)量子漁 [14，15]や 2成分

BEC[16] (U(1) x U(l)量子漁)の場合に、衝突する 2本をつなぐ新たな量子漁が現れることが理

論的に予言されている。梯子の設のような講造をしていることから、このような量子識をラング

渦と呼ぶことにする。

非可換量子識の場合に、この状況が劇的に変化する。非可換量子渦の衝突はまず Poenaruと

Toulouseによって研究され [17]、その後 Merminによって研究された [18]。これらの研究から 2本

の量子渦の衝突によってラング渦が作られることが予言されているが、本研究によって、お互い

に非可換なトポロジカルチャージを持った 2本の量子識において、つなぎ換えや通切抜けが幾何

学的に禁止され、ラング渦の形成のみが許されることを示す。またトポロジカルチャージの可換・

非可換によって決定的に異なるダイナミクスとして、量子渦の絡み自の幾何学的安定性があり、可

換なトポロジカルチャージを持った量子渦2本で絡み自を非った場合、これらは必ずほどくこと

ができるのに対し、非可換な場合にはほどけないことを示す。

さらに本研究ではこのような非可換量子溝の衝突ダイナミクスが スピン2・スピノールBEC

のcyclic相において実現可能であることを暁らかにする [19]0実際にこの棺のトポロジカルチャー

ジは非可換な正盟主言捧回転群によって表される。

本記事はこれら一連の非可換量子漁における研究結果について、 2章構成で解説する。第2章で

はホモトピ一理論を用いた非可換量子渦の定義と、非可換量子漁の衝突ダイナミクスの代数的な

描橡について説明する。第3章ではスピントスどノーノレ・ BECとその非可換量子識について議

論し、衝突ダイナミクスの数鑑シミュレーションを紹介する。

2 非可換量子渦とその衝突ダイナミクス

本章ではまず、ホモトピーを用いた量子識のトポロジカルチャージ、そして非可換量子渦の定

義を行う。厳密なホモトピーの議論は専門書を参考していただくとし、ここでは量子渦の議論に

必要な必要最小識の部分のみ議論する。その後に量子渦の衝突ダイナミクスについて議論する。

2.1 オーダーパラメーターマニフォールド

量子渦は液体ヘリウムの超流動相や冷却原子気体のポース・アインシュタイン凝縮相のような、

転移混度以下で対称性が破れる相において存在することができる。ここでリー群Gを自出エネル
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ギーを不変に保つ変換操作の集合とし、 H を相転移後の系を記述するオーダーパラメーターψを

不変に保つ変換操作の集合

H = {h E G I hψ=ψ} (1) 

であるとする。例えば、超流動4Heや 8波超長導、スカラーBECの場合、オーダーパラメーター

はψ=1ψleiφ で記述される。ここでゆはオーダーパラメーターの位相になるが、 U(l)のゲージ変
換争→手十5ゃに対して自由エネノレギーは変化しないので G~ U(l)となり、オーダーパラメー

タ}を不変iこ保つ変換は恒等変換のみなので、 H= {1}である。相転移後の系の取りうる可能な状

態はGの元となるが、式(りより、いくつかの元は集合H に相当する分だけ等価である。その結

果、等舗であるものを除いて系が本当に取りうる状慈は、オーダーパラメーターマニフォーノレド

と呼ばれる高空間
G 

E 
(2) 

に限られることになる。

2.2 量子渦のトポロジカルチャージ

次にホモトピー理論を用いた量子渦のトポロジカノレチャージを議論する。

量子漁

o一、
。

民 1:実空間上のループ(左)と、対応するオーダーパラメーターマニアオ}ノレド上のノレープ(右)。

量子渦を菌まないループは連続変形によって 1点に収束させることができ、量子渦を囲むノレープ

は収束させることができない。

系があるオーダーパラメーターψで記述されるとする。実空間上に欝じたループを考え、その

各点r'こオーダーパラメーターψを対Joさせたとする。ただし γの変化に対してψが連続的に変
化するとする。そうすると、実空間上のノレーフ。に対応してオーダーパラメーターマニフォールド上

にノレープが描かれる(図 1)。オーダーパラメーターマニフォールド内のある 2つのループ。が連続

変形によってお互いに一致させることができるとき、この 2つのループをホモトピー間穫である

としサ。このループを変形させて 1点に収束させることができるとき、対応する実空間上のループ。

は渦を圏まないが、もしも一点に収束させることができないならば、対応する実空間上のループ

は講を囲んでいることになる。また異なる 2本の渦が詞じトポロジカルチャージを持っていると

戸
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き、それらの渦に対r，tするオーダーパラメーターマニフォールド中の 2つのループはホモトピ一

同値であり、異なるトポロジカルチャージを持っていれば、オーダーパラメーターマニフォール

ド中の 2つのループ誌ホモトど一再値でない。このようにして量子渦のトポロジカルチャージを

定義することができる。

量子渦

く二〉

歯止 G/H-::::. U(l)における実空間上のループ(左)と、対応するオーダーパラメーターマニフォー
ノレド上のノレープ(右)。量子鶏はオーダーパラメーターマニフォーノレドを何還したかで特徴付けら

れ、的(G/H)-::::.向(U(l))-::::.Zで記述される。

ここで2つの例を考える。最も簡単な例としてオーダーパラメーターが任意を実数を取れる、つ

まり G/HrvKJl.であるとする。実数設は数直線で表すことができるため、実空間上のループに対応

するオーダーパラメータ}マニフォールド上のループは線分となり、任意の線分は1点に収束させる

ことができるため、量子渦は存在しない。次iこ簡単な例として、前節で議論したψ(γ)= l'ltケ)leiφ(1') 
で与えられる覆素スカラーのオーダーパラメータ一、つまり G/H-::::. U(l)の場合を考える。位

相φ=0とゆ =2π は需じオーダーパラメーターを与えるため、 G/H-::::.Rの場合とは異なって、

G/H -::::. U(l)はオーダーパラメーターマニフォーノレド中でループとなる。整数nチ0としてこの

ノレープを η遺した経路は一点にな束させることができないため、そのような経路に対応して量子

識が存在する(留 2)。結局、量子渦のトポロジカルチャージは、量子識を混む実空間上のノレープ

に対して、対応するオーダーパラメーターマニフォールドのノレーア。を何週したかで与えられるこ

とになる。つまり量子渦のトポヨジカルチャージは整数 ηで特徴付けられる。また、実空時上の

/レープ内に量子識が 2本あり、それぞれのトポロジカルチャージを nlぅ匂とすると、このループ

に対応してオーダーパラメーターマニフォールドでは nl十句適することになる。これはそれぞれ

町と匂のトポロジカルチャージを持つ量子渦2本と町 ÷η2のトポロジカルチャージを持つ量子

渦 1本とが同じ状態であることを意味し、つまり nlとn2の渦が合体して nl+η2の渦になるこ
とを意味する。このようにして量子漁の合体・分裂を議論することもできる。

結局、量子渦のトポロジカルチャージは、実空間上のノレーフ。からオーダーパラメーターマニフォー

ノレドへの写像によって定義されることになる。これは第1ホモトヒ。一群7rlに対応し、上記2つの
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例は

π1(喪)竺 1

πl(U(l))竺 Z

(3) 

(4) 

と表現される。ここで記号ごは向型という意味で用いる。つまり 7乃はオーダーパラメーターマニ

フォールド上のホモトピ一向檀で、ないループ。の集合である。またπl(GjH)の2つの元をAうBと

したとき、その積によって作られる元 C=ABがあるが、これはトポロジカノレチャージAとBの

満が合体して Cの識になることを意味している。

Gが連結しておりケポG)~ 1)、また単連結である(町(G)~ 1)であるとすると、次のことが

いえる。

介l(GjH)~π。(H) (5) 

ここでπ。は第Oホモトピー群と呼ばれ連続変形できる元をすべてホモトピ一同値であるとしたと

きの集合である。よって、もし Hが離散群であれば向(H)~H である。

2.3 非可換量子渦の定義

上記のオーダーパラメーターマニフォーノレドと量子漁のトポロジカルチャージの定義より、以

下の3種類の非可換量子識の定義が存在する。

1.Gが非可換群のときに存在する量子渦

2. Hが非可換群のときに存在する量子掲

3.町(GjH)が非可換群のときに存在する量子渦

1.が最も広い定義であり、 3.の定義は2.の定義に、 2.の定義泣1.の定義に含まれる。通常、非

可換量子渦としづ場合、 2.の定義であることが最も多いが、本記事では非可換量子渦の定義に 3.

を用いる。これは量子渦のトポロジカルチャージが非可換群を用いて表されることを意味してお

り、量子渦の幾何学的な非可換性を最も顕著に表した定義であるといえる。

注意しておかなければならないことは、 πl(GjH)が非可換となる場合、量子識のトポロジカル

チャージは実空間上で量子渦を囲むノレーフ。の始点に依存し、問(GjH)の共役類の間で変化しうる

ということである20 これを簡単に見るために、罷3のような識とその周りを回る経路を考える。

ループP1(U):匂→ u→ d→ uは渦Aを密んでおり、オーダーパラメーターマニフォーノレド上で

1点に収束できないループへの写橡になるとし、 トポロジカルチャージ αεπ1(GjH)を与えると

する。次に閉じていない経路s→ uを考える。この経路は揚じていないので、オーダーパラメー

ターマニフォーノレドへの写像はノレープとはならない。ここでs→ uの一部分がオーダーパラメー

ターマニフォールド上のループへの写像になったとし、ループへの写像となる部分s→ tと残りの

2これはオーダーパラメーターマニフォー/レドG/Hが l-simpleでないということを意味する。
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量子漁

S 

密 3:非可換量子渦を国む実空間上の経路(左)と、対応するオーダーパラメーターマニフォーノレ

ド上の経路(右)。渦を醤むループPl(U): U→ u→ d→ uはトポロジカルチャージ αを与える
オーダーパラメーターマニフォールド上のノレーフ。に対応し、ある閉じていない経路s→ t(あるい

はず→ sがトポロジカルチャージ bを与えるオーダーパラメーターマニフォーノレド上のループに

対応する。経路t→ uおよびd→ずはオーダーパラメーターマニフォールドにおいて連続変形に

より I点に収束できる経路である。

部分t→包とに経路を分ける。つまり経路t→ uは1点にi反束できるとするc 経路s→ tがトポ

ロジカノレチャージbE 7rl(GjH)を与えるとすれば、経路ず→ sはトポョジカルチャージb-1を与

えるので、渦を盟むノレープ乃(8): 8→ t→包→ u→ d→ f→ sはトポロジカノレチャージb-1ab

を与える。一方、九(8)と始点だけを変えたループ乃(U):包→ u→ d→ f→ s→ t→ uはトポ

ロジカルチャージはbb-1α=α を与え、これはループP1加〉が与えるものと等しい。同(GjH)が

可換群であればb-1めニ αとなち、渦のトポロジカルチャージは識を囲む2つの経路で、同じであ

るが、同(GjH)が非可換群で、かつαとbが非可換であればb-1ぬと αは同じ共役類の中の異な

る元となり、したがってトポロジカルチャージがノレーフ。の始点の取り方で異なる。この例からも

分かるように、渦を屈む実空間上のノレーフ。の一部がオーダーパラメーターマニフォールドのある

ノレープへの写像を作った場合に、与えるトポロジカルチャージがノレーフ。の始点に依存することを

意味している。

2.4 量子渦の衝突

次に量子識の衝突について幾何学的な考察を行う。まず図4(a)のような衝突する 2本の量子禍

を考える。前節でみたとおり、量子渦のトポロジカルチャージは渦を囲むループによって与えら

れるが、ここでは4本のループ。ιb，c， dを考え、ループ仏 bがそれぞれトポロジカルチャージAラ

Bを与えるとする。図4(a)のようにそれぞれのルーフ。の始点を爵定したとき、ループαとc~まお

互いに連続変形を通して幾何学的に同一視できる。その結果ループcもトポロジカルチャージA

を与えることになる。一方、ループbとdは連続変形を通して幾何学的に再一視できない。ループ

dは醤4(a)ー(d)のような連続変形を通して最接的iこ密 4(d)の経路に変形することができる。よっ

てループdはBの共役類であるABA-1のトポロジカルチャージを与えることになる。作1(GjH) 

。。
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図 4:(a) : 2本の衝突する渦と換を醤む4つの経路。ここでA，Bは経蕗αぅbに対応するトポロジ
カルチャージ。 (a)-(d): (a)における経路dの連続変形。 (d):経路αラbぅCぅdによって与えられる

量子渦のトポロジカルチャージ。 (e):三文路整の量子識の接合。 (f):絡み目を作った2本の量子

議。 (g)-(i): (d)からの禽突後に起こりうるパターンo (g):通り抜け。 (h):ラング描形成(トポ

ロジカルチャージAB)0 (i)ラング渦形成(トポロジカルチャージBA-l)o(j):絡み巨を作った

量子渦からの告書突後にできるトポロジカルチャージ BAB-1A-1のラング識

が非可換群となる非可換量子識で、かつAとBが非可換なときには、経路bとdは関じ量子満を

霞んでいるにもかかわらず、異なるトポロジカルチャージを与えることとなる。ここから分かる

ように、ループの始点を国定したときに 1本の量子識のトポロジカルチャージは場所によって共

役類の中で変fとすることになる。同様にして、三文路型の量子識の接合部分や絡み自を作った量

子渦に対して、それぞれ図 4(e)、図4(f)のようにトポロジカルチャージを与えることができる。

図4(d)にあるような 2本の量子識が蕎突した場合、函4(g)ー(i)に示されるような 3つの可能性

が考えられる。関 4(g)は通り抜けを、図 4(h)はトポロジカノレチャージ ABのラング謁形成、図

4(i)はトポロジカルチャージ BA-lのラング揖形成を示している。ここで考えられるいくつかの

量子渦について、起こりうる可能性を議論する。
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2.4.1 2本の量子渦が需じトポロジカルチャージ A=Bを持つ場合

この場合、 2本の渦のトポロジカルチャージは当然可換である。 トポロジカノレには密4(g)ー(i)の

どのダイナミクスも可能であるが、図4(i)の場合に形成されるラング渦は BA-1= AA-1ニ 1と

なり、これはラング渦が消滅することを意味する。結局衝突前と衝突後で識のつなぎ換えが起こっ

ていることを意味する。つなぎ換え以外の可能性として、まず密4(h)のよう会 AB=A2のラン

グ漁を形成することを考えると、例えばU(l)量子渦の場合には巻き数が信のラング渦ができるこ

とを意味し、通常はエネルギー的に損で、ある。また図 4(g)のような通り抜けも、 2本の量子漁が

重なった瞬間に巻き数が倍の換ができるので、起こりにくいと考えられる。したがって、この場

合にはつなぎ換えが最も起こりやすいと考えられる。ただし非常に特別な場合に図4(h)のような

A2のラング渦が形成されることが理論的に予言されている [14，15]0第 1麓超伝導体の議東量子

は主力相互作用となり、渦ができるだけ合体して大きな巻き数を持った量子識ができる。この場

合、衝突角度や衝突速度などのパラメーターに依存して、つなぎ換えかラング漁形成のどちらか

が起こる。

2.4.2 2本の量子渦がお互いに可換でかつ異なるトポロジカルチャージ A手B事AB=BAを持
つ場合

この場合図4(h)-(i)はどちらもラング渦形成となる。国4(g)の通り抜けとラング漁形成を比較

した場合、ラング識の形成は通常、全漁糸長を伸ばすことになり、エネルギー的に損で、ある。した

がって、この場合には国4(g)の通り抜けが最もよく起こる。ただし、先ほどの場合のようにAと

Bのトポロジカルチャージを持った量子識が引力棺互作用をする場合に やはり密突のパラメー

ターに依存してラング渦が形成されうる。 2成分のオーダーパラメーター、つまり U(l)x U(l)の

オーダーパラメーターマニフォールドに対する量子渦において、ラング識の形成が議論されてい

る[16]。

2.4.3 2本の量子渦がお互いに非可換なトポロジカルチャージ AB弄BAを持つ場合

この場合、密 4(訟の通り抜けは禁止される。なぜなら通り抜け訴の密 4(d)と通り抜け後の密

4(g)とは、量子識が異なるトポロジカルチャージを持つことになり、お互いに異なる状態だからで

ある。したがって可能性としてラング渦形成のみが許される。つまり可換なトポロジカルチャー

ジを持つ量子渦の第突とは異なって、ラング識が安定に形成されることになる。

2.4.4 絡み巨を作った量子渦の衝突

密4(f)のようなお互いに絡み目を作った量子識の篇突を考える。絡み自を作った量子識の喬突

は、 トポ立ジカルチャージの可換・非可換の違いをより顕著に示す。図4(j)は絡み目を作った量

子識からの衝突を表し、 トポロジカルチャージ BAB-1A-lのラング渦が形成される。 AとBが

可換な場合には、 BAB-1A-l= 1より、ラング渦は堂に消滅し、非可換な場合にのみラング識が
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存在することとなる。その結果、可換なトポロジカルチャージを持っている量子渦の絡み臣は必

ずほどけるのに対し、非可換なトポロジカノレチャージを持っている量子渦の絡み日必ず廷どけな

し130

2.5 葬可換なトポロジカルチャージが議論されている物理系

次章でスピノールBECにおける非可換量子渦とラング揖形成のダイナミクスを議論するが、こ

こで、は組の物理系における、非可換なトポロジカノレチャージを持つ位相欠陥について紹介する。

最初の例は宇宙論におけるコスミックストリングである。宇宙論におけるコスミックストリング

の衝突ダイナミクスは、宇宙のコスミックストリングの数密度を決定する上で非堂に重要である。

いくつかの理論モデソレにおいて、可換なコスミックストリングの衝突はつなぎ換えを引き起こし

[20-26]、コスミックストリングの数密度を減らすことが示されている [20ぅ21]0これは現在の宇宙

背景放射の観澱結果と矛扇しない [27-30)0 しかし非可換なトポロジカルチャージを持つコスミッ

クストリングの場合大つなぎ、換えが一般的iこは題こらず、ラング状のコスミックストリングを介し

た大規模なネットワーク構造ができる。具体的に第1ホモトゼ一群が3次の置換群町(GjH)なお

となるようなコスミックストリングの数鑑シミュレーションが行われており、そのようなネット

ワーク構造が確認されている [31，32]0また、このようなラング状のコスミックストリングが、ダ}

クマターの侯補で、あるかもしれないということが提唱されている [33]。
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密 5:2軸f生液晶分子の例(左)とその長方形毘転対称性(右)0 R'土例えばOC2H5など。

もう 1つの例が2事自性液晶の2軸性相におけるデ、イスクリネーシヨンである [34，35]02軸性格は

密5のような2軸性液晶中において現れ、 2車富性を反映してオーダーパラメーターマニフォールド

が80(3)jD2となる [17ぅ18ラ36ラ37]080(3)は3次元の特殊直交群で、オイラ一回転によって表現

され、これは2軸性液晶分子を反挟した 2本の対称軸のオイラー自転を意味する。 D2::::::.C2 X C2 

は長方形回転群で、 2車菌性液晶の長方形回転対称性を反映する。 80(3)は単連結ではなく、

π1(80(3)) ::::::.π1(8U(2)jZ2) ::::::. Z2 (6) 

3実際には非可換であっても同じ共投類に嘉している場合はほどける可能性があるが、本記事では議論しない。

4非可換コスミックストリングという言葉は、通常 2.3節における非可換量子謁の定義 2.の意味で使われている。
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である。ここで8U(2)は2次の特殊ユニタリー群であり、上式より 80(3)とは1対2の関係にあ

る。また8U(2)は単連結である。したがって町(80(3)/D2)を計算するために 80(3)から 8U(2)

への写畿を考え、 80(3)の部分群である D2の写議先を考える。それを Q8と書くと

π1(80(3)/ D2) ~π1(8U(2)/Q8) ~ Q8 (7) 

となり、ディスクリネーションのトポロジカルチャージは群Q8の元となる。 D2の元は4つあり、

それをEぅIx，Iy， Izと書く。またQ8の元は8つあり、 D2の元EぅIx，Iyラιからの写橡先を土εう
土Lx，土ろう土Zと書く。この元の行列表現は
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である。 Qsはクオータニオン群と呼ばれ、非可換群であるため、 2軸性相のデ、イスクリネーショ

ンは非可換となることが期待される。多数のディスクリネーションの減衰メカニズムは、通常の

可換なディスクリネーションと非可換なデ、イスクリネーションで定性的に異なり、特に非可換な

ディスクリネーションだと減衰が非常に遅くなることが数笹シミュレーションによって報告され

ている [38ラ39]。

3 スピン2・スピノールBECにおける非可換量子渦

スピン自由度を持つスピノールBECは、その内部自由度を反映した多彩なオーダーパラメー

タ}マニフォーノレドを提供するほか、そのオーダーパラメーターマニフォールドを反映して、本

記事で議論している量子渦のほかに、高次のホモトピーや相対ホモトピーで議論されるモノポー

ルやスカーミオン(シャンカーモノポーノレ)、テクスチャなど、様々な位相欠格が期待され詮巨を

搭びている [40-42]。

本章ではスピン2・スピノールBECにおける cyclic棺において、前章で議論してきた非可換量

子渦が実現されることを示す。そのためにまずスピン2・スピノールBECの理論[43-51]につい

て説明し、その墓或状態の 1つである cyclic相を議論するc

3.1 スピン2・スピノールBEC

3.1.1 ハミルトニアン

スピン2のボース系は 5成分のボース湯量=(をあ金1うを仏全一1ラ金一2)Tを用いて記述される。

般的なハミノレトニアンは次式で与えられる。

r _ f::. -1- ， ， r n，2 _0  _ _~....， ，1 
H=  I da言以a)1-~: A" ¥7:': + vext (a) I言m(a)I -----IIP_--/ 1 2M' '--/1 

寸Jd山 2をふ(a1)札

ヮ'unb 
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ここでM は景子の質量、 vextはタト場、 V凶は粒子関相互作男を表し、 mぅmI，m2ぅ77ziぅmbについ
てOぅ土1ヲ土2の縮約をとる。後に議論するが、本記事では対象とする実擦の物理系として希薄冷却

原子気体によるスピノールBECを考えるこ左にする。原子関の双極子一双極子樟互作用を無視す

れば、涼子関の相互作用の主な寄与は 2体の s波散乱のみとなる。この場合相互存用は

(10) 
41rn2 _， ~ ~ _ C' H I _ C H ¥ 

L72tmm;?m4(21-22)= 石~ð(Xl -X2) L Lαs027512(02:k) 
S=0.2.4 M=-S 

となるc ここで、 αs は 2 体相互作用する原子の全スピン Stこ対する s 波散乱長、 O~払2 f土クレブ

シユーゴ、/レダン係数で、ある。式(10)を式(9)に代入すると

r _ ~ + ， ，f n2 _" _ ___..， ，1 
H= I dx 雪~(x) I一一ーマ孟十Vext(x)I電m(忽)J ---rn ¥ -/ L 2M - ¥ --/ J 

+~JdXN[い2(X) 十 42(z) 十 40(Z)A州] (11) 

(12) 

(13) 

三;札(ぉ)丸(x)

L fmn札(a)丸(x)

A仰)= [九〈討を一例 -2をl(討を l(X)+前(X)]

ここでを得る。

合(a)ニ

F(a) = 

(14) 

N[... ]は正規JI震シングレット・ベア演算子であり、はそれぞれ密度演算子、スピン密度演算子、

序積である。 fmn = (f~n' f~n ， f:nn)は5x5のスピン行列であち、
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fY = f_+ -(f+)T 
2i 

fX = f_+十(f十)T
2 

(15) 

(16) 
州一
M

げ一
M

また孫数 CoぅCl，C2は

4πn24α2+3α4 
Co =十万一 7 

を満たす。

で与えられる。

ここでスピン 2 ・スピノーノレ BEC~こ対する平均場近叡を行う。すべての原子が最低エネノレギー

(17) 

状態にあるとすると、平均場ハミノレトニアンは

九脇工Jdx [2~1マW凡叫雷丸削m孔(附Z吋)
+~J d忽 [con2(a)十 c1F2仲 c山 (a)12] 

内
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の形で得られる [47]0ここで

取)=L I丸 (X)12 (18) 
m=-2 

F(x) = 2二fmn 'I!:n(x)丸 (x) (19) 
m，n=-2 

A20(X) =乞 (_l)m九 (x)守-m(x) (20) 
m=-2 

はそれぞれ密裏、スピン密度、シングレットペア振幅密度である。実際の希薄冷却原子気体スピ

ノーノレBECでは、 Vext(x)として光トラップと外部議場による 1次及び2次ゼーマン効果を考え

なければならないが、ここでは簡単のためにそれらを無視し、さらに系が一様であることを復定

する。すると最接的にハミルトニアン密度

生些rm= ~ (con2 + CIF2 + c21A2012) V 2 ，-v-- ，-~- • -.，~q--":;"Ul I (21) 

を得る。ここでVは系の体積である。外部磁場の影響等に関しては、後で実験について議論する

ときに考察する。

3.1.2 オーダーパラメーターマニフオールドと基産状慈

ハミノレトニアン (21)を不変に保つ変換群Gを考える。まず初めiこ、 BECが安定である必要条

件として斥力相互作用:co > 0を要請する。もし引力相互作用:co < 0だと、密度揺らぎが増大

することによって系は崩壊する。まず、最も簡単な場合として Cl= C2 = 0の場合を考える。その

場合5成分スピノー/レの大きさを不変に保つ変換すべてということになり、 Gはユニタヲー群

U(l)g X 8U(5)8 
U(5ゐ÷~3g-t-8一 (Z5)g+8 (22) 

となる。添え字のgとsはU(l)ゲージとスピン回転の部分、という意味を表している。次にq チ0

かつ C2= 0の場合、スピノーノレの大きさを不変に保つ以外にスピン密度の大きさ F2を不変に保た

なければならない。これはスピン密度ベクトルFのオイラ)回転であり、 GがU(5)の部分群であ

る 80(3) を含んでいることを意味しているc またこのオイラ~@I転とは別に、スピノーノレ全体へ

のU(l)ゲージ変換の元でHuniformは不変であり、最終的に Gr-v U(l)g X 80(3)8となる。 Cl= 0 

かつ C2ヂ0の場合、 IA2012を不変に保たなければならない。詳しい解軒は省略するが、これはあ

る5次元空間中のベクトルの大きさを不変に保つ変換と関連付けられ、 GがU(5)の部分群である

80(5)を含んで、いるということが分かる [52]。また先ほどと同様にスどノーノレ全体への U(l)ゲー

ジ変換の元でやはり Huniformは不変であり、最終的にG~ U(l)g X 80(5)8となる。また、この

80(5)に屠する回転には部分群として F2を不変iこ保つ 80(3)の函転を含んでおり、 ciヂ0かっ

C2手GのときはG~ U(l)g X 80(3)8となる。 G~ U(l)g X 80(3)8は平場場言問(x)の存在による

U(l)ゲージ対幹性の破れと、スピン量子化軸の向きに関する 80(3)対称性の破れを表している。
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まず密度で規格化されたス以後、オーダーパラメーターの対称性を分かりやすく見るために、

ピノール(=((2ぅ(1，(0ヲ(-1，(-2f 
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を定義し、さらに次のようなネマティックテンソルを導入する [43ヲ49]。まず規格北されたスピノー
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ここで

( (2 + (-2 -J2/3(0 
Q(() = I i((2 -(-2) 
¥ -(1十 (-1

はトレースレス対称テンソルで、ある。

が得られる。

対 1で、対恋づけられる。

(27) 

ここでR{ZJdi土民y，z軸周りの3次元回転行列である。したがって、スピノーノレの笹意の回転は

テンソルQ(οの毘転によって記述で、きる。これと U(l)ゲージ変換を合わせて、任意の状態Q(()
が回転軸ε、呂転角度。としたときの回転行列 R(eうめと U(l)ゲージゆを用いて

Q(ε-zαj{X，y，z} () = R{山 }(α)Q(()RfXlYlぷα)

(28) 

と変換されたときに Huniformは不変である。

次に、基患状態を計算する [43，44，47]。基底状態はHuniformを最小花する Cを克つけることに

よって得られる。得られる棺と、具体的な〈の形は以下のようになる。

T[ゅうR(εぅ8)]Q(()三 eiφR(e， 8)Q( ()RT (eラ8)
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Q((f1)を不変にする非自明な変換に T[2ct，R(ムφ)]がある。これは、 z軸周りのスピン回転と

U(l)ゲージ変換が等価であり、式 (1)のHがHf1c:::: U(l)g十sであることを意味する。

てオーダーパラメーターマニフォールドは

(三)fl c::::叫 xS帆j2SO(3)g十S
H) fl - U(l)g+s 

(30) 
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(31) 
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Q((un)を不変にする非自明な変換に連続的な T[OぅR(主ぅφ)1と離散的な T[OぅR(α£十b色付j
がある。これは、 z軸周りの任意のスピン田転および xy平器内にある軸周りの πのスピン

回転において状態が不変であることを意味する。この2つの変換は、円柱冨転群D∞を形成

し、 Hun~ (D∞んとなる。オーダーパラメーターマニフォールドは

(32) 
u(l)g x 80(3)s~U(l)g x 8; 

(D∞)8 - (22)5 (~L 
となる。
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3. biaxial nematic相:C2 < 4Clかつ CIく O
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Q((bn)を不変にする非自明な変換は全て離散的で、 T(OぅR({ゑ乱z}，π)]， T(π，R(ムヤ/2，
3π/2} )]ラT[π，R({a土針/、/三?付!の7留である。これらの変換は恒等変換と合わせて正方形

回転群D4を形成し、 Hbn~ (D4)g+sであることを意味する。オーダーパラメーターマニ

(34) 
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フォールドは

となる。

(35) 
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e-2rri/3 

。Q((c) =手(~ 0 
¥ 0 

4. cyclic棺:Cl > 0かつ C2> 0 

Z

0

4

0
・
z

♀=; 

Q((c)を不変iこする非自明な変換は全て離散的で、 T[O，R({aρ，z}グ)]ヲ T[2π/3ぅR({elぅe2，
e3ラe4}ラ2π/3)= {C，R({主ぅ£ρ})C]，T[-2π/3， R( {el， e2ラε3，e4}，-2π/3) = {C2，R({ιム
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::e})C2]の11留である。ここで elニ(金十金十主)/V3， e2ニ(::e-Y -z)/V3， e3 = (一念十

台一之)/ゾ三ち e4= (一金一台十主)/、!3および

(36) C
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である。これらの変換は恒等変換と合わせて正4面体回転群Tを形成し、 Hc::::::(T)g+8であ

ることを意味する [19，46， 50]0オーダーパラメーターマニブオールドは

(37) 
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となる。

もう 1つ特徴的な桔がある。基底状態には現れないが、
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5. ferromagnetic-2相

Q((f2)を不変iこする非自明な変換にT[軌R(会うゆ)]があり、 ferromagnetic-1棺と向様にHf2rv 
U(l)g十sである。よってオーダーパラメーターマニフォーノレドは

(39) GDf1 ~ u拝見)ナ)8:::::: 80(3)g+8 
となり、これはferromagnetic-1相と同じである。 ferromagnetic-2のオーダーは、例えば渦

芯などに現れる [19ヲ53ラ54]。

I F2/n2 /IAぉ12/n2llA3012 /η3 I 
ferromagnetic-1 Cl < 0， C2 > 4Cl U(1)g+8 4 。 。
ferromagnetic-2 基底状態;こは現れない U(l)g十S 1 。 。
uniaxial nematic Cl > 0， C2 < 0 (D∞)8 。 1 1 

biaxial nematic Clく 0，C2く 4Cl (D4)g+s 。 1 。
cyclic Cl > 0ラC2> 0 Tg-4，ヤS 。 。 2 

豆相互作用係数の範冨

(40) 

表 1:スピン2・スピノールBECにおけるそれぞれの相の特徴

それぞれの相を特徴づけるパラメーターはスピン密度F2、シングレットペア振幅密度IA20戸、
シングレットトリオ振幅密度 IA3012である。シングレットトリオ振幅密度は

3¥16 
A30 =すご伸一2十ピグ2)什 O(時一町一1一町一2)
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(a) (b) 

C2 

C 

F 

Cl 

…/十/BN 
UN 

量圃I-1τ 

図 6:(a) :スピン2・スピノーノレBECの棺歯と♂(合)の形(形状は I(円台)戸を表し、表面の色は
♂(品)の位桔を表している)。また図中の Fはferromagnetic-l相、 UNはuniaxialnematic相、
BNはbiaxialnematic相、 Cはcyclic相を表す。 (b):軸性トライアドと正四語体回転対称性との
関係、。

で定義される量である。表 1にそれぞれの棺に対するこれらの値をまとめてある [55]。

それぞれの相の対称性は式 (25)の♂(合)の形からも推察することができる。密 6(a)は上で議

論した相図と、対E忘する棺における♂(作)の形を示している。 ferromagnetic-l梧では♂伶)は

円盤状で、かっ位相が丹盤内で41T変化している。よって円盤に垂産な軸周りの毘転と円盤への

U(l)ゲージ変換が等倍であり、 Hf1::::= U(I)g+sであることと対応している。 uniaxialnematic桔

とbiaxialnematic棺の♂(合)の形から、それぞれ丹柱回転対称性Hun::::=D∞、正方形回転対称、

性 Hbn'" D4を持っているのは容易に想像できる。 cyclic相の〈引先)は軸性トライアドの形をし

ているが、これが王四語体回転対称性を持っているのは呂町めから分かり、密中のトライアドを

不変に保つ変換がトライアドを囲む正毘面体を不変に探つ回転に 1対 1に対応している。

4つの基底状態の中で、引(GjH)が非可換群となるのはbiaxialnematic相と cyclic栢である。し

かし、平均場近似の範盟内において biaxialnematic棺はuniaxialnematic梧と縮退しており、こ

の2つの棺をつなぐ新しい自由慶が存在する。 Bogoliubov近訟の元で2つの拐のゼロ点エネノレギー

を計算し比較すると、 2つの轄の縮退がゼロ点エネノレギーによって解け、 Cl= 0を境として 2つの

棺のどちらかが安定となる [55，56]0 このように平均場近似の範囲内では biaxialnematic揺は扱

いづらく、非可換量子渦を理論的に考察するための最も適当な相は cyclic相である。

3.2 cyclic穏における非可換量子渦

式 (37)で与えちれる cyclic相のオーダーパラメーターマニフォーノレドから量子漁のトポロジカ

ルチャージを計算する [19ぅ46ラ5針。まず、 80(3)は単連結ではないので式 (7)のように SO(3)か
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ら8U(2)への写録を考える。

U(l)g X 80(3)8 rv U(l)g x 8U(2)8 

Tgキ8 T;+s 
(41) 

ここでT*ぶま80(3)の部分群である豆沼語捧回転群Tを8U(2)の部分群へ写録したときにでき

る群であり、 24留の元がある。 Cへの作用を考える擦にはネマティックテンソノレQ(()から新しい

4~皆テンソノレ Q(()= Q(三)σ@σ を定義し、包への回転変換を 8U(2)における回転行列 U(eうめを
患いて

e
iφU(eぅe)@ U( e， 8)♀(()[U(e，e) @ U(e，8)]t三ナ[札U(εぅ8)]♀(() (42) 

とすればよい。

トポロジカルチャージ;主党1(U(l)g X 8U(2)s/勾+s)を計算すればよく、町(U(l))竺 ZとTムs
の両方が寄与し、式(42)の7を用いて記述できる。以下ではその中で1本だけで安定に存在でき

るものだけを取り上げる。講を πl(U(l)gX 8U(2)8/T;十s)の共役類で分類し(識のトポロジカル

チャージは漁を囲むルーフ。の始点に依存し、共役類の間で変化しうることに詮意)、実空間の z方

向に沿って量子渦が 1本あったときの典型的な雷の円柱座標(汽ψ?坊による形、および纏環を議

論すると以下のようになる〈以下に環れる関数hム3(けはhム3(r→ 0)= 0， f1，2ぷァ→∞)= 1 
を満たす)。

1. 0-1/2量子識

トポロジカルチャージは式 (8)のLXふzを用いてナ[0，Lx，y，zlの3種類であるc 曹の形は

i!1(r)ε一叩
o 
J2 曽川z)= 8手 (43) 

0 

i!1(ァ)e叩

である。ここでSは一様な任意の U(l)ゲージ変換および80(3)スピン回転である。質量

流、スゼン流に関する循環はそれぞれ

m=KfdX'~m 叫V'\Þm)\Þ~] (44) 

11. f T 2ごm.nIm[(マ曾m)fiん量二IJ 
κ亡 =K(/)αX

I n 
(45) 

で定義され、 κm いs=/.κ32十κ32÷κ522κ/2に量子化される5。ここで、κ=仰で、
ある。

5スピン読は式 (43)のように量子i請を囲むノレーフ。に沿ったスピン回転に対して、匝転軸が変化しない場合にのみ量
子化される。
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2. 0-(-1/2)量子渦

トポロジカルチャージ試す[0，-'Ixふz]の3種類である。金の形は

(46) 

ift(r)e2ip 

o 
v2 
0 

i!I(γ)e一叩

曽(山:)=呼

である。領環はκm= 0， Ks =κ/2 ~こ量子化される。

3. 1/3-1/3量子揖

(47) 

ここでCはトポロジカルチャージは7[2π/3，{ε， -'Ix，y，z}C]の4種類である。
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またcyclic相のスピノーノレ(cを別の形

eicOS-l(l/V'三)fYe付fZ/4一司令

0 

1/、/2
0 

三c-

である。

に変形しておくと、識に対する雪の形が対応して

(49) 

。
ゾ至。
o 
!2(γ)e2ψ 

曽川)=s~

と、見やすい形になる。循環はκm-κ/3，κSκ/3に量子化される。

4. (-1/3)-(-1/3)量子講

曹の形はトポロジカルチャージはナ[-2π/3，-{E，'Ix，y，z}C2]の4種類である。

(50) 

。
ゾ2
0 

0 

!2Cγ)e-Zip 

いうz)~S~

である。循環はκmニーκ/3，向ニκ/3に量子化される。
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5. (-2/3)-1/3量子渦

曹の形はトポロジカルチャージは T[-釘/3ヲ{ι-Ix，y，z}C]の4種類である。

(51) 

o 
y'2!3(γ)e一旬

0 

8 
古川z)=S!i 

である。鑓環はκm= -2K/3うら =κ/3に量子化される。

6. 2/3-(-1/3)量子議

言の形はトポロジカルチャージはす[釘/3ヲー{ε，Ix，y，z}C2]の4種類である。

(52) 

o 
y'2!3(γ)ep 。
。雪山)~s!i

である。鋸環はκm=2κ/3，Ksニ κ/3に量子化される。

作l(U(l)gx SU(2)s/写十s)で与えられる残りの渦は全て不安定で、上で与えられた鴻へと分裂す

る。ここから分かるように T*の24錨の元の中で、安定iこ存在できる識に対応するものは 14留で

ある60

次に識志のオーダーパラメーターと、調;ZLのサイズについて議論する。謁i誌のオーダーパラメー

ターは γ→ 0を考えることにより、

1. 0-1/2量子漁および、0-(-1/2)量子議

(53) =s{%ふn

o
o
J
0
0
 

言(r→山)=8手

2. 1/3-1/3量子渦および付/3)-(-1/3)量子渦

(54) 二 S兵な
J三

ト山)=s!i

自式(43)，(46)， (49)， (50)， (51)， (52)で与えられる言の形は相互作用の孫数 Coラ1，2が同じオーダーであるときに或
立する。この中の少なくともどれか1つが他よりもずっと大きい場合は状況が変化する [5310

円
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3. (-2/3)-1/3量子渦および、(2/3)-(-1/3)量子渦

(55) zw 

ハυ
n
υ

ハ
υ
n
υ
t
i

ト 川=s{i

となり、渦芯のオーダーパラメーターとしてuniaxialnem拭ic、ferromagnetic-1、ferromagnetic-2 

の3種類が現れる。

漁;2:のサイズを議論する擦には、渦芯に現れるオーダーパラメーターによるエネルギーの増加と

渦によって引き起こされる運動エネルギーとの競合を考えればよい。;品;Z:のサイズをご、満志近接で

のh，2，3(けの振る舞いをh，2，3(r→ 0)rvγ/ふ運動エネルギーを昆2Lm IWm(r→ 0， <.p， z)12 /2M/;，2 
と見積もることで

1. 0-1/2量子渦およびか(-1/2)量子識

(56) 長
2. 1/3-1/3量子掲および(-1/3)-(-1/3)量子渦

(57) と工品
3. (-2/3)-1/3量子請および(2/3)-(-1/3)量子渦

(58) c=V五
となり、渦芯の大きさは Clもしくは C2に位存する。

以上の議論をまとめたのが表 2である。表では上での議論の他に識と反識の関係も示している。

反識は7-1を計算することによって求められる。

次iこ量子渦の具体的なイメージを説明する。図6(b)が示しているように、 cyclic棺は正図面体

回転対称性を持つ軸性トライアドによって特徴づけられ、 cyclic棺の量子識を菌むノレーブρ周ちにこ

の軸性トライアドが罰転している。?亘等変換以外で、正西面体を不変に保つ回転は大きく分けて 2

謹類あり、 2辺の中点を結ぶ事告に沿ったπ回転と重心と頂点を結ぶ軸に沿った土2π/3回転である。

前者の思転が0-(土1/2)量子溝、後者の回転が残りの量子渦に対応する。例として0-1/2量子識を
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議の種類 ミ 反渦トポロジカルチャージ |κm/κI KS/κ|識志 j
0-1/2 7[0ラIx，y，z] 。 。((un cぇJ可Ez 。-(-1/2) 
。-(-1/2) 7[0， -Ix，y，z] 。 <X (un ぽY'i7C; 。-1/2
1/3-1/3 7[2π/3，{εう-Ix，y，z}C] 1/3 <X (f2 改ぷ/Cl (ー1/3)-(ー1/3)
(-1/3)-(-1/3) 7[-2π/3，一{ε，Ix，y，z}C2] ー1/3 <X (f2 長y'i7ei 1/3-1/3 
(-2/3)-1/3 7[-4π/3ぅ{Eヲ-Ix，y，z}C] 1/3 <X (f1 技ぶ/Cl 2/3-(-1/3) 
2/3-( -1/3) 7[-4π/3ラー{E，Ix，y，z }C2] 2/3 1/3 <X (f1 αy'i7ei (-2/3)-1/3 

表 2:cyclic棺における安定な量子識の共役類ごとの特徴

(a) 1
2
t
/
 

官

8
/
g
tミ、

7r 

-7r 

図 7:量子渦周りの♂(斜のプロット。 (a): 0-1/2量子渦(式 (43))0 (b): 1/3-1/3量子掲〈式

(49))。図中の点線はトライアドの回転軸を表す。

考える。図6(めが示すように2辺の中点を結ぶ轄に沿ったπ回転は、報性トライアドのある軸周

りのπ回転であり、この回転によって軸性トライアドは不変である。実際;こ式(43)を用いて渦周

りの♂(ゐ)をプロットしたものが密 7(a)である。同様に (1/3)-(1/3)量子鳴を考えたとき、これ

は国民b)の王密面体の 2π/3回転に対応する。この回転は車毒性トライアドにおける 3つの轄の中

心方向、つまり 3つの轄の方向をそれぞれX，払之としたときの拾十台÷幻/V3の方向を呂転軸

としたときの軸性トライアドの 2π/3田転である。この回転によって 3つの軸が入れ替わるが、 3

つの軸はそれぞ、れ2π/3だけU(l)の位相が異なっているため、 トライアドの回転と同時に21τ/3だ

けゲージ変換を施すと軸性トライアドは不変となる。実際に式(49)を用いて掃局りの♂(制をプ

ロットしたものが国 7(めである。

3.3 実験におけるスピン2盛スピノールBECとcyclic椙

スどン2・スピノーノレBECは、光トラップ中の冶却原子気体において実現されている [57-61]。

冷却原子気体では、内部自由度は超微細スピン F=I+Sによって実現される。ここでIは核ス

ピン、 Sは電子スどンである。スピン2・スピノー/レBECとして、最もよく実験が行われている

のは、冷却原子気体として比較的寿命の長いF= 2 87Rb (I = 3/2ヲSニ 1/2)のBECである。
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現在、実験で得られている 87Rbに関する相互作用の訴数 (16)はco/(釘が勾/M)= 106土4，

cl/(4π昆2勾/M)= 0.99土0.06，C2/(牧島2αB/M)= -0.106土 0.116であり [60J、基底状態として

uniaxial nematic相が予想されている (αBはボーア半径)。しかし、 C2のエラーパーは大きく、

C2 > 0、つまり cyclic相が基憲状態となる可能性もまだ否定されていない。 C2のエラーパーの大

きな要因として外部磁場による 2次ゼーマン効果があり、磁場を小さくする必要がある [61]0

また、 cyclic相自体も磁場iこ非常に弱い。ここで磁場があることによって cyclic相と競合しう

るものを考え、どれくらいの磁場以下で cyclic棺および非可換量子渦が実現するのかを考えてみ

る。以下の議論では基底状態として cyclic棺が実現しているとし、パラメーターは C2の最大エラー

ノ〈ー領域c2/(4姉 2句 /M)= 0.010であるとし、密度 ηは典型的な麓n= 2 x 1020m-3を用いる。

また、 2次ゼーマン効果によるエネルギーシフトは

__2 02 2 2 

_I-"B二 η γ m21仇cふ仏ωm叶1，12==三 一q伊η γ m杭2与i誌込b恥μC心ふ仏ω7狩m寸7花斗1，1
4ムh託f ム~ ---1"".1 ，，--~ d 

m=-2 m=-2 

(59) 

で与えられる。ここで μBはボーア磁子、ムhfはF=1とF=2の間の超徴線分裂、 Bは磁場で

ある。

1. biaxial nematic相

磁場による 2次ゼーマン効果は、 biaxialnematic相を誘起する。これは、 cyclic拐における

2次ゼ)マン効果によるエネルギーシフトが -2qn、biaxialnematic棺におけるエネノレギー

シフトが最大で -4qnになることから理解できる。相互作用によるエネルギー差 C2n2/2が

2次ゼーマン効果によるエネルギー差と等しくなる磁場は

九一2

2qη=ヰ→ B= (60) 

で与えられ、約 23mGとなる。

2. Q-cyclic相

2次ゼーマン効果があると、式(35)で与えられる cyclic相は有限のシングレットペア振幅を

持った相(ここでは Q-cyclic棺と呼ぶことにする)へと壊れてしまう [47Jo2次ゼーマン効

果の元でcyclicのオーダーパラメータである式 (35)の形は次のように変形される。

~smx 

':.qc - J2 

。
ゾ2cosX
G 

~slnχ 

(61) 

ここでχは磁場の大きさ(引によって決まり、

2 1 q 
s"'x =三十一一

"L， nC2 
(62) 
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非可換量子j品の積突とラング渦影成ダイナミクス

である。図8で示すように、 Q-cyclic棺ではcyclic棺の正図面体回転対称性Hc::= (T)g村が

長方形回転対称性Hqc::= (D2)sへと落ちてしまい、 1/3-1/3量子識のようにトライアドが

土2π/3自転するような識は存在できない。磁場中で Q-cyclic相と cyclic絡のエネノレギー差

は2q2/C2となるが [47]、cyclic梧でのみ存在できる量子渦の運動エネルギーがこの値よりも

大きいと、 cyclic棺で量子渦をつくるほうがエネルギー的に有利となる。例えば、 1/3-1/3

量子渦の運動エネルギーは C2n2/4となり、ここから

2q2 C2n2 T>  I y'2c2n.dhf 
-一一一ごご一一一一一一 一--+ N ~ 1 ----_ 

C2 4 Vμ主
(63) 

が得られ磁場は B= 27mGとなる。また磁場中で cyclic棺を実現した場合、動的不安定性

により Q-cyclic棺へ向かつて系が時開発展するが、有践すイズ効果によって動的不安定性を

抑えることができる。サイズLのBECがあったときに

π2fi2 ~ ~ /2π2fi2ムhf
-一一一一ー-乙σ 一→ n -.1  
ML2 ~':1日 \1 1¥11 L2μ主 (64) 

よりも磁場が小さいと動的不安定牲が起こらない。 L= 100μmとすると磁場は B= 28mG 

となる。

cvclic Q-cyclic 

図 8:cyclic棺と Q-cyclic桔のC円台)の形

1i 

-1τ 

上記の結果から、 cyclic棺において非可換量子渦を実現するために最抵でも 23mGまで磁場を抑

える必要があると患われるに

3.4 非可換量子渦の衝突シミュレーション

本節では、 cyclic相における量子識の密突シミュレーションを行い、 2章で議論されている幾何

学的考察を再現することを示す [19J。特に衝突する量子渦のトポロジカルチャージが非可換のと

きに、ラング識が形成されることを明らかにする。

7磁場を約 1μGまで抑えたときに、スピンの量子化軸の向きに対する対幹牲が囲復し、 3つの粒子がシングレット 3
量体を影成して凝縮する状態が予言されている [43J。この状態辻 1成分BECと爵様にじ(1)対称性のみが被れている
ので非可換量子渦は存在せず、したがって磁場はこの値よりも大きい必要があると思われる。

F
h
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量子識のダイナミクスを讃べるために、議結体の時開発展を記述する Gross-Pitaevskii方程式

を導出する [47ぅ48]0Gross-Pitaevskii方程式は式(17)における平均場ハミノレトニアン Hmeanに対

するハミノレトン方程式決δ守rn/δt= 8Hmean/8言問から求められ、 Vext(討を無視すると最終的に

βW-l-') r n? _.; __1 
五一三三=トーマヨ +con 士 2c円安土2 十 cIF~曹長打2A20もδt I 2M' '-V'_ ~ --_，_- I (65a) 

A前一 r n2 _') . ， ~J .~. I J6 ~-. ~ • ~-l- ~ I 
五」土=卜ーが十明士CIFZI重土1十C1|-F言。+F土も21-仇。民1θt I 2M' ， -V"  - -.L- I --L.L ' -_，_ I 2 - -V ，- --'-'" I (65b) 

A恥 fがっ 1 .~. . J6 r~_ 
inポニ1-~~ ¥12 + conl Wo十7C1[F守-1+ F+W1]十仇o町 (65c) 

となる。

量子渦の密突シミュレーションは、曹の量子渦解を初期状態としてGross-Pitaevskii方程式(65)

を数値的に解くことによって行う [62]。シミュレーションはノイマン境界条件を課した立方体の中

で行う。シミュレーションパラメーターは以下の設定で行う。

1.相互作用係数:匂>0， cdCoニ C2/cり=0.5 

2.立方体の大きさ:CO三vが/Mconとしたときの (64co)3
3.計算領域に対するグリッドの数:2563 

相互作用孫数の鑑は cyclic相と非可換量子識が安定に存在できるようなものを採用したc この寵

はF= 2 87Rb BECを考えた場合に現実的ではないが、本研究では非可換量子渦の衝突とそのト

ポロジカルな性質に集中して議論し、実験との整合性には注意を払わないことにする。またシミュ

レーションには 2種類の初期状態を用意する。 (1):ねじれの位置にある 2本の藍線状の量子渦。

(II) : 2本の絡み告を作った量子渦。衝突する量子渦のトポロジカルチャージの組は次の 4種類で

ある。

1. 7[2π/3， C] (1/3-1/3量子渦)と 7[2π/3，C](1/3-1/3量子渦):間じトポロジカルチャージ

2. 7[2π/3ラCJ(1/3-1/3量子渦)と 7許可3ヲ-C2](2/3-( -1/3)量子謁):可換でかつ異なるトポ
ロジカルチャージ

3.7[2π/3ぅC](1/3-1/3量子渦)と 7[2π/3，-IyC] (1/3-1/3量子渦):非可換なトポロジカル

チャージ

4. 7[211'/3ぅC](1/3-1/3量子溝)と 7[4π/3，-IxC2J (2/3-(-1/3)量子議):非可換なトポロジカ

ノレチャージ

以後、衝突の種類を (1)-1(ねじれの位置にある直線状かっ陪じトポロジカルチャージを持った 2

本の量子溝の衝突)のように表す。

図9は可換なトポロジカルチャージを持った量子識の衝突で、ある。 トポロジカルチャ)ジが同じ

場合 ((1)-1)にはつなぎ換えが起こり(菌9(a)ー(c))、異なる場合 ((1)-2) には通り抜けが起こっ
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額 9:可換なトポロジカルチャージを持った量子渦の衝突。 (a)ベc): (1)-1 (つなぎ、換え)0 (d)-(f): 
(1)-2 (通り抜け〉

ている(図9(d)-(f))。図9(c)とのはそれぞれ1章で議論した国4(i)(BA-1 = C(C)-l = ε) と

醤 4(g)に完全に対応している。

密 10は非可換なトポロジカルチャージを持った量子渦の衝突である。図 10(c)と(f)のどちら

も密4(i)~こ対応しており、 トポロジカルチャージの非可換性に抜存してそれぞれGイ1/2)量子漁

(BA-l = C( _IyC)-l = Iy)、(-1/3)-(ー1/3)量子漁 (BA-1= C( -IXC2)-1 = -IzC2)のラング

識が生成している。 1章で議論したように、お互いに可換なトポロジカルチャージを持つ量子渦の

麓突によってラング識ができるには第 1種超話導捧の磁東量子のような謁関の引力相互作用が必

要で、かつラング漁ができるか否かは衝突角度や衝突速度に非常に敏感であるが [14-16]、今田の

ような非可換なトポロジカルチャージを持つ量子識が衝突した擦には衝突角度などにまったく依

存しない。このことは様々なトポロジカルチャージの組および衝突角度や衝突速度でシミュレー

ションを行い、確認している。

密10は絡み目を作った量子識の密突である。 トポロジカルチャージが可換な場合(図l1(a)ーや))

にほ図 9(d)ー(f)同様、満の通り抜けが起こることによって絡み自がほどける。一方でトポロジカ

ルチャージが非可換な場合(図 11(d)-(f))には、衝突によってラング渦が生成するため、絡み自

がほどけない。図 11(f)は密4(j)に対応しており、生成されたラング渦のトポロジカルチャージは

BAB-1 A-1 = (-IyC)C( -IyC)-l(C)-l = -Ixとなり、。-(-1/2)量子渦となっている。

シミュレーションにおける量子換の位置は、漁志のオーダーパラメーターの構造から知ること

ができる。つまり 0-(士1/2)量子渦は謁芯がuniaxialnematicのオーダーに、その他の量子識は識

芯がferromagnetic-1もしくはferromagnetic-2のオーダーになっていることから、前者の渦は識

芯に存限の IA2012が、後者の渦は渦志に有限の F2が局在している。よってこれらの値を計算する

ことで量子渦の位置が分かる80 量子渦のトポロジカルチャージは、量子掛から十分離れた位震で

8実験では phasトcontrastimagingとし、う方法を用いて、局所的な磁化を部定することができることが報告されて
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密 10:非可換なトポロジカルチャージを持った量子渦の衝突o (a)-(c): (1)-3 (ラング渦お)0 (d)-(f): 

(1)-4 (ラング揖 -IzC2)

量子渦を囲む経蕗をとり(経路の始点は常に毘定)、経路に治った曹の変化を調べることによって

知ることができる。経路の始点を圏定していてもトポロジカノレチャージは持関とともに変化する

ので、実際;こトポロジカルチャージを求める際には適当な一様の U(l)ゲージ変換及び80(3)ス

ピン回転を施すことで、 トポロジカルチャージを誤節している。識の中心でくPはcyclicオーダー

になっていないため、渦近傍ではオーダーパラメーターマニフォールドが式 (37)の形になってお

らず、より大きな対称性Gc::: U(5)へと広がっていることを意味する。しかしシミュレーションの

結果は、このことが量子渦の第突における幾侭学的な性質iこは何ら影響を及ぼしていないことを

意味しておりへこれは驚くべきことである。なぜなら現実の物理系において (π1のみに限らず〉

ホモトピ一理論iこよって分類される位相欠絶とそれらの幾何学的な相互作用を議論する襟、上記

のようにオーダーパラメーターマニフォールドが広がって、量子渦の非可換性などの幾何学的な

性質が消えてしまうことがしばしば危慎されてきたからである。

4 まとめ

本記事の前半では第1ホモトピ一群を用いた量子識の定義および、分類を解説し、そこから得られ

る非可換量子識の定義およびその特徴について議論した。非可換量子識はオーダーパラメーター

マニフォールドにおける第 1ホモトピー群が非可換群となるときに対応する量子渦として定義さ

れる。さらに非可換量子渦の幾何学的性賞から導かれる非可換量子識の衝突ダイナミクスについ

て議論した。非可換量子渦において、そのトポロジカルチャージが非可換な 2本の識が績突する

いる [63]。この方法を用いれば、図lO(f)のラング渦は局所磁化の梯子講造として観測可能となるであろう。
9渦;芯の大きさごがシミュレーションを行う系のサイズ(実験の場合法BECのサイズ)と間程度にまで、広がってい
る場合;士、影響を受ける。
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図 11:l絡み自を作った量子渦の衝突。 (a)ー(c) : (II)-2 (可換なトポロジカルチャージ)0 (d)ー(f): 

(II)-3 (非可換なトポロジカルチャージ〉

とき、可換なトポロ、ジカルチャージを持った識の欝突とは異なり、つなぎ換えも通ち抜けも幾イ可

学的に禁止され、ラング渦と呼ばれる衝突する識をつなぐ新しい渦が常に生成されるを明らかに

した。さらに衝突する 2本の渦が籍み目を作っている場合、ラング渦ができることによって格み

自がほどけなくなることを明らかにした。

後半では非可換量子渦が実現される系として、スどン2・スピノーノレBECにおける cyclic棺を

議論した。 cyclic相のオーダーパラメーターマニフォールドに対する第 1ホモトピー群は、車車牲ト

ライアドが持つ非可換な正図面体自転群を用いて記述される。スピン 2 ・スピノーノレ BEC~こ対す

るGross-Pitaevskii方程式の数値シミュレーションを行うことによって、前半に議論した非可換量

子識の衝突ダ、イナミクスが実際に再現されることを明らかにした。

本記事では、スピントスヒソールBECという具体的な系に着昌して非可換量子渦の研究を行っ

たが、ここで議論される結果は、非可換なトポロジカルチャージを持つ位相欠陥が実現されうる

あらゆる系に対して普遍的である。本研究が、液晶、コスミックストリング、内部自由度のある超

伝導など、非可換なトポロジカルチャージを持つ位棺欠陥が予想される系へのさらなる発展につ

ながることを期待したい。

非可換量子詞が新しいパラダイムシフトを引き起こすであろうと考えられる重要な研究分野の

1つが量子乱流で、ある [64]0量子舌L流は量子識の複雑な配置およびダイナミクスによって実現され

る。量子乱流を理解するためのもっとも重要な鍵となるのが、量子満のダイナミクス、特にその

カスケード過程であると一般的に信じられている。量子苦し流中では、量子識のつなぎ、換えを通し

て大きなスケールの量子漁が小さなスケーノレへとカスケードする(リチャードソンカスケード)、

そしてこのつなぎ換えがさらに量子漁上にケルピン波と呼ばれる波を励起し、そのケノレゼン波が

さらに短い波長へとカスケードする(ケルビン装カスケーめという措像が指擁されており、こ

れ
可
U
ゥ，
s
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の2種類のカスケードが量子乱流の波数空語中における高波数へのエネルギーカスケードの原因

となる。特にリチャードソンカスケードが起こる波数領域において、量子乱流と粘性流体乱流に

統計的な類叡性が発見され、非常に興味深い [65，66]。いずれにせよ量子乱涜中における量子識の

2種類のカスケード過程において、つなぎ換えのダイナミクスは非常に重要である。現在、量子乱

流は超流動液体4He、3耳e-B、冷却原子気体スカラー BECにおいて実現されているが、これらの

系では巻き数士1の量子渦のみが安定で、 2本の量子漁は必ずつなぎ換えを起こす。もし非可換量

子渦が実現されるような系で量子乱涜が実現されるとどのようなことが予想されるだろうか?ト

ポロジカルチャージが非可換な量子謁が衝突するとつなぎ換えが禁止され、代わりにラング渦に

よって量子識が結合されることを本研究で明らかにした。つまり乱流中でこのようなことが起こ

り続けると、量子渦の大規模なネットワーク構造が起こりうることが期待され、その場合に従来

の量子言L流とは全く異なった統計性が期待できるであろう 100 この「非可換量子乱流jが量子乱涜

の新しい分野となるであろうことを期待しつつ本記事を終える。
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