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数理物理の新展開-ランダム行列と SLE

香取員理(中央大学理工学部物理学科)牢

概要

前半はランダム行列と非衝突拡散過程について(第 1節-3節)，後半は SLE
と共形場理論について(第4節-6節〉解説する.数理物理の分野でいま壁んに
研究されているこの2つのトピックスは，一見すると無関係に思えるが， Bessel 
過程とよばれる確率退程を通じで深く関連しているという不患譲さを年えたい.

ランダム行列[14]とは成分が乱数で与えられる行列のことである.ただし行列
に対称性を課す.そうするとすべての成分が独立という訳にはいかなくなるが，そ

れでもなるべくランダムに各或分を生成させることにする.f列えば，サイズN の
ラン夕、ムなHermite行列は N2個の独立な実乱数を用いて生成できる.Hermite 
行列なのでユニタリ一行列で対角化できて N 留の実固有値が定まる.行列戚分が

ランダムなので N 掴の実酉有値もランダムだが それらはもはや独立ではない.

N 個の実固有値を直線上の N 粒子の位置と見なそう.すると粒子間に〈距離に反

比例する)斥力が鶴く 1次元 N 粒子系が得られる.ランダム行列理論は「独立な

乱数から強く梧互作用する系を生み出す理論j である [7ぅ9].
複素平酉の実軸の上傍jを上半平面という.原点を出発点とする 1本の(有限の

長さの)曲線を上半平面;こ措く.上半平面から，いま描いた曲線を取り除く.曲線

がループを持つときにはそのループで囲まれた領域も一緒に取り捻くことLこする.

残りは当然，上半平面の「部分」になる訳だが，その「部分Jを元の上半平面全体に
写す〈つまり元に戻す)共形変換(等角写橡)が必ず存在する.これをRiemann
の写像定理という.この変換の逆を考えよう.すると，元々は何も無かった上半平

面に曲線を生み出すことができる.この原理を Brown運動の理論と組み合わせ

たのが， 2000年;こ発表された Schramm-LoewnerEvolution (SLE)である.
フラクタル物理学[11Jや栢転移・臨界現象の統計物理学[15]で重要な役割を果た
す様々なランダムな連続曲線を SLEで自在に生成できることが，この 10年の嵩

に分かつてきた [5ラ18].(2006年にWernerは SLEと共形場理論[23]の研究で数
学のノーベル賞といわれるフィールズ賞を受賞した [17].)

*電子メール:katori@phys.chuo-u.ac伊 研究室HP: http://www.phys.chuo-u.ac必jj/katori/
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Part 1 :非衝突拡散過程とランダム行列

1 非衝突拡散過程

1.1 Brown運動と Bessel過程

(0ぢFぅP)を確率空間とする1 原点を出発点とする 1次元Brown運動{B(tぅw)}tε[0，(0)
は次の性質を持つ確率過程である2

l.Bゅうω)= 0が確率 1で成り立つ.
2.任意の wεQに対して， ωを冨定したとき B(t，ω)はtの関数として連続な実数

値関数である.(このとき経路が連続であるという.)

3.任意の時刻の列 to三 Oくれく・・・く tMぅlvf= 1うえ-一， ~こ対し，増分 {B(tj+1 )­
B(tj) }j=O，1，...，M-1は独立で，各々の分布は平均O.分散tj+l-tjの正規分布 (Gauss

分布)に従う.

したがって

J _iy -x)~~ ， t>Oぅ x，yEIl{fiirt ~--r l 2t J 、I
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とおくと伎は実数全体の集合を表す)， Brown 運動が各時刻 tj ぅ l~j~lvI で区間

[αj， bj]に滞在する確率は

/ rb] rbJ¥f M-1 

P(B(ち)ε[α1，bj]，j=1， ι) = I dXl'" I dXM rr p(tj+1ーいj十11Xj)
で与えられる.

この積分核である p(t-s， ylx)を.Brown運動の推移確率密度関数(遷移確率密度
関数〉というえ任意の時刻 s三o~こ対して，その時刻での Brown 運動の値 B(s) が与

えられると.[Jそれ以前のBrown運動 B(叫，U く sとそれ以後のBrown運動 B(のうt>s

lnは標本空間， nの部分集合 Acnは事象を表すが，:F tま事象全体の集合であり， σ加法族(加
算加法族)をなすべすなわち， (i) nε :F， (ii) AεFなら Aの補集合ACξFぅ(iii)Al' A2ぃ・・疋 Fな
らυnAnεFラという 3条件を満たす.)
2確率過程は確率変数の時開発雇である.過去の軌跡を「靖報j と見るとき，情報の増大系が得られ

ることになる.これを表すのがフィルトレーション{自主ration，靖報系){:Ft}t;:::oである.これは， (i) 
:Fsc 九 c:FラO三s<仁(ii)各 tに対して九は σ加法族をなす，という 2条件を満たすものである.
(n，:FラP;{五}色。)をフィルター付き確率空間という.

δ1δ2  
3(1.1)で与えられる積分核は熱方程式(拡散方程式) :.p(t 剖り=一一~p(仁 ylx) の解で p(Oラダ[x) 二。t う 2δx2
o(y -討を満たすもの〈基本解)であることから，熱核 (heat主ernel)ともよばれる.拡散方程式の
Green関数，あるいはプロパゲーター (propagator，伝播関数)といってもよい，
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とは条件付き独立である』ことが分かる.この性質を Markov性という.正の値をと

る確率変数ァがMarkov時都〈あるいは停止時刻〉であるとは，ァの誼がある定数 u

以下であるかどうかは確率過程の時刻 uまでの値だけで決まり，それ以降の時刻でと

る値には影響されないことをいう.携えば，ある領域を定めたとき，確率過程が最初

にその領域内に到達する時刻はMarkov時刻である.Brown運動では，上記の日arkov

性の説明文において時刻 sとあるところを任意のMarkov時刻ァに替えても構わない.

その場合でも同様に，条件付き独立性が或り立つのである.この性質を強Markov性

という.

一般に，経路が連続である確率過程で強Markov性老持つものを拡散過程という.時

刻 sで位置 zにある状態から時刻 t(> 0)で位置yにある状態への推移を表す推移確

率密度関数をg(8ぅx;t，y)と記すことLこする.Brown運動のように g(8ヲx;t， y)が時間の
差t-8で定まる拡散過程は時間的に斉次であるという.同様に，g(8， x; tぅy)が位置産
標の差 y-xだけに依存するときは空間的に斉次であるという.

dを自然数とする :dEN三 {1ヲ2，...}.d次元Brown運動l1(t)== (131(t)，・・・ぅ13d(t))
の原点からの距離

X幼(t)== IB(t)1 == j131(t)2 + 132 (t)2 +・・・ +13d( t)2 (1.2) 

は(非負値) 1次元拡散過程となる.これをd次元Bessel過程という.d次元Bessel
過程 X(d)(t)，d E Nの推移確率密度関数p(d)(t， ylx)は

として，

p(d) (t， ylx) 

p(d) (t， YIO) 

七=* d == 2(ν+ 1) 

-4トxp(-斗今ι(子)ぅ
一 J:)tu+1exp(ーの

t>Oラ x>Oヲ U三G

t>Oヲ y';三O

(1.3) 

(1.4) 

で与えられる.ここで，Iv(z)は変形Bessel関数であり，ガンマ関数r(z)を用いて次

のように定義される:

r(z) = 100 e-Uuz-1du Reu > 0， (1.5) 

己)()

(z/2fn十ジ
ι(z) ==ム〉d; F(n+1)F(ν+η+1)' (1.6) 

n=O 

このように，推移確率密度関数が Bessel関数で表されるので，この確率過程 X(d)(t)

をBessel過程とよぶのである.(1.3)より，d==1，2ぅ3ラ4，...は ν==-1/2，0， 1/2， 1， • • • 
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というように半整数に対応するが， (1.4)式は νを連続な実パラメターとしても意味を

持つ.そこで，この(1.4)を推移確率密度関数とする確率過程として， (1.3)の関係式の

下，連続な実数次元 d三1に対してd次元 Bessel過程を定義することにする.Bessel 

過程は，その次元により性質が異なる.原点に対して， 2次元以上 (d三2)では非再
揮的であるが， 2次元未満(1三dく2)では再帰的である [3J.

1.2 半マルチンゲールとItoの公式

任意の S>Oに対して B(s)を与えたとき， [Jその後のBrown運動は B(u)今 U くsの

誼に影響されず，B(t) -B(s)は(条件付き)平均が零である』という性質を持つ.こ

れをマルチンゲ叫という 4. Brown運動に基づく確率積分l'x伊(代以
マルチンゲール性を持つ確率過程(以後単にマルチンゲールとよぶ)の例である.時

間に比関した変動を持つ(つまり速度が定義できる〉確率過程を有界変動過程という.

ドリフト運動のことである.マルチンゲ ル(平均的には零である揺らぎの項)と有

界変動過程(ドリフト項)の和で与えられる確率過程を半マルチンゲールとよぶ.

確率過程 Z(t)の二次変分(quadraticvariation)を(Z)tとおく:

(Zh=P-J込乞(Z(tj+1

ただしここで，P-limは時間亙間 [0ぅt]の分割0三toくむく・・・く九三 tを無限に細

かくしていく極限における確率収束を意味するものとする5. Z(t)が有界変動過程であ

る場合は (Z)tニ Oである.また，確率過程 Z(t)ぅZ(t)に対して

(Z， Z)t三 j{(Z+Eh-(Z一九)

と定義し，さらにdZ(t)dZ(t)= d(ZぅZ)tという記法を用いることにする.Brown運動

の二次変分は dB(t)dB(t)= dtであるが，逆に二次変分が dtである連続マルチンゲ-

fレはBrown運動に限る.一般に連続なマルチンゲールは二次変分により一意的に定ま

る.B1 (t)とB2(t)が互いに独立なBrown運動であるときdB1約dB2(t)= 0となるの

4マルチンゲールとは，元々は勝ち負けが半々の賭けでの「倍賭けj という必勝法のこと.まず1万
円を賭け，負けたら 2万円，以下4万円， 8万丹， 1 6万円，・・・と続ける.勝ったときにやめること
;こすれば，いつも 1万円儲かるべただしこれは，無根の賭け金を持っていればの話なので、要注意.)転
じて，各時刻での期待値が有理であり，過去の遍霊には依らずに一定であるような確率過程をマルチン
ゲーんとよぶ.

5確率変数の列 {Xn}~=l と確率変数 X が同ーの確率空間 (0 ぅ Fぅ P) で定義されているものとする.
n→∞のとき {Xn}がXに確率収束するとは，任意の ε>0に対してlimn→00P(IXn -XI >ε) = 0 
となることをいう.ここではこれを P-limと記す.

戸
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で，d次元Brown運動B(t)= (Bl(t)ぅB2(t)ぅ・・・，Bd(t))に対してdBj(t)dBk(t)= djkdt 
が成立する.多次元の場合でも dMj(t)dMk(t)ぅ1壬j，k壬dが与えられるとマルチン
ゲール M(t)= (lvf1(t)， Nf2(t)，・・・ラ!vld(t))が一意的に決まることが知られている.
Z(t) = (Zl(t)ラZ2(t)，..・，Zd(t))をマルチンゲール部分が M(t)，有界変動部分が
A(t) = (A1 (t)， A2(t)， . . . ，Ad(t))である d次元半マルチンゲールとする.FをJRd上で

定義された2階微分可能な実数舘関数としたとき確率過程 F(Z(t))は，

dF(Z(t)) 
TZ『 δF
= >~士一(Z(t)) (dMj(t) + dAj(t)) 
一…-

~δ2F 
一>: 一一一(Z ( t) ) dMj ( t) dM k ( t) 
2 ムdδX~δXJ，. ¥-¥-"-_.-J 

l'5:cj，k'5:cd J 山

と展開することができる.これをItδの公式という [13，3]. 

(1.7) 

F(x) =必エ14としてこの公式を (1.2)に適用すると，d祝 Bessel過程の確率
微分方程式が

d-l 
dX (d) ( t) = dB ( t) + C¥: ~\ ; _L ¥ dt 2X(d) (t) 

(1.8) 

で与えられることが導かれる.したがって d>lのときd次元Bessel過程は半マルチン
d -1 rt ds 

ゲールであり，そのマルチンゲール部分は君主own運動，有界変動部分法<N~ 
~ 

I→で一
2 んえ(d)(り

であることになる6.(1.8)の形の確率微分方程式に次の形の偏微分方程式を対応させる:

1δ2 d-1δ 
52u(tJ)=EZF(tぅX)+ ヲ~aXU(t，X)・ (1.9) 

これを後進 Kolmogorov方程式という [13ぅ3]. (1.4)式で与えられる d次元 Bessel

過程の推移確率密度関数p(d)(t，ylx)はこの偏微分方程式の基本解 (t= 0で d(X-y) 
となる解)である.

1.3 Karlin・McGregorの公式

2つの 1次元拡散過程 XllX2において，X1(ァ)= X2(ァ)であるとき，この2つの過

程は時刻 T で衝突したという.また，X = X1(ァ)= X2(ァ)を笹突点とよぶことEこする.

これは，時空平面において 2本の経略が衝突〈交差)することを意味する.N粒子拡

6(1.4)の上式で dニ 1φν=-1/2とすると (I-l/2(Z)= YI2万五)cosh zなので)， p(リ(t，ylx)= 
p(t， ylx) + p(t， yl -x)を得る (pは熱核(1.1)).これは原点に反射壁のある l次元反射壁 Brown運
動の推移確率密度関数である.このことから X(l)(t) = IB(t)1とする.これは(1.2)において d=lと
してルートの中が 1項だけとした結果と合致する.
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散過程で，ある時間区間で倍突が起こらないものを非笛突拡散過程とよぶことにする

[7、9].
非衝突拡散過程を解析するには，推移確率密度関数に対する行列式を用いた表示が

有効である.この行手IJ式表示は，確率論では Karlin-McGregorの公式，組み合わせ

論では Lindstrδm-Gessel-Viennotの公式とよばれる.またこの公式は，量子力学

で自由 Fermi粒子からなる多体系の波動関数を表すSla土er行列式の確率過程版と見

なすこともできる [4，7う21，9].

定理1.1(Karlin-McGregorの公式)g(8ラx;tぅy)を l次元拡散過程の推移確率密度

関数とする.1¥f 1胃の始点 ZJ7j=17Z..ラN とN椙の終点 Yj，j = 1，2，・ぺlvがそれ
ぞれ引く X2く・・・く XNとYlくめく・・・く YNを満たすとする. このとき，N本の

経路が時間区間 [8ぅt]で非衝突である確率密度関数は行列式 det ig(SぅXj;t，仇)1で
I三j，kSNL-， ~ -.  J 

与えられる.

証明 行列式の定義より

ls1~~N [9(8， Xj; t， Yk)] = ~ sgn(σ) IIg(川;切り)). (1.10) 
σε6N j=l 

ただしここで， 6Nはいうえ・ぺN}の置換全体の集合(対称群とよばれる群をなす). 
時空平面上のいうX)から (tぅy)へ至る経路全体からなる集合をロいうX;t， y)と書くこと

2こする・句 εnいう勾;tぅゐ(j))ぅj= 1，2，...笥N とすると， (1.10)は，置換 σとN 本の
経路の組(σぅπ1，...，7rN)に対する母関数とみなせる.この組 (σ?引い・ ，7rN)のうち，少

なくとも 1自は経路の衝突があるものを選ぶ.それに対して

ア二 sup{8くu< t : 7rlぅ ，7rNのいずれかが時刻 uで笹突)
とし人この衝突点を vE Iaとする.また，時刻ァで衝突した経路を向1ヲ均2 とする.

(3本以上の経路が同時に衝突した場合は，そのうち添字の小さい2つを選ぶことにす

る，図 1を参照.)

そして

向 1= 7rtl (→v)π1'1 (υ →)ぅ 九二九(→ V)7rt2 (v→) 

と書くこと;こする.図 2のように，衝突点 uで経路を入れ替えたものを

41=π川→v)πら(む→)， 7r~2 向2(→む)πl1(v→) 

として，Jヂぞむらに対しては弓=汚とする.また，置換 σと互換 (tl，t2)との積置

換を σfと書く.すると

(σラ引い・ ，7rN) 宇=* (σヘ π; ぃ・・，7r~) 、、、，
J
ノ

τeA 

1
『
よ

1
a
i
 

/
g
z
ミ、、

7SUp誌上限 (supremum)， infは下隈 (infimum)を表す.
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Y 0(4) Y 0(3) Y 0(1) Y 0(2) Y 0(5) 
YJt(k) Y 1r(i) Y1r(k) YJt(j) 

X
1 

X
2 

X3 X4 X 5 

X; Xk 
X. 
1 

x k 

(a) 、、z
，Fgo 
〆
S

曹、

図 1:衝突のある経路の組 (π1ぅ・.，7rN)の
図 2:(a)経路町と向2・(b)経路 41と

例.鑑突点 uを通過する2つの経路的1 とπr

q を選ぶ.

は 1対 1に対応することが分かる.sgn(σ') = -sgn(σ)なので，組 (σぅ引い・ ，1fN)の
母関数(1.10)において， (1.11)の組の対は逆符号で足されるので相殺される.以上の

考察より，母関数(1.10)において箆突がある経路からの寄与は全て相殺されることが

示された.他方，非衝突の場合は σは彊等変換であり， sgn(σ) = 1であるから，結局

(1.10)は非衝突の経路のみの和になる.

1.4 非衝突Brown運動

}RNの部分集合W会={x E}R
N : XlくX2< ・・・く XN}を考える.これは表現論では

AN-l型のWeyl領域とよばれているものである.W会i持の吸収壁Brown運動
8の推

移確率密度関数，つまり時刻 0で W会内の点 x= (Xlぃ.，Xjけから出発した Brown

運動がW会から外に出ることなく時刻 tでW会内の点Y= (Yb.・ペジN)ヘ到達する確
率密度関数は，定理1.1のKarlin-l¥tfcGregorの公式より

fN(t， ylx) = l~1，~~N [p(仁仰 (1.12) 

8原点に吸収壁を量いた ((0，∞)内の) 1次元吸収壁 Brown運動の推移確率密裏関数は pを熱核
(1.1 )として， 9abs(Sぅx;tラ計二p(t-s，yjx)-p(t-s，yj-x)，O < s < t，x，y三0で与えられることが
Brown運動の反射原理から分かる [7]. これを (ο1.4め)式で d=3宇=キ今 ν=1ν/2としたものと比較する
と (I1/ιん1/叫/
(ρ1.12幻)や (ρ1.14め)は，これらの関係を N変数に多変数拡張したものと見なすことができる.
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と表される.したがって，時刻。で点 zから出発したBrown運動が，時刻tまでの間

W会から外に出ない確率は，

ん (t，x)=ム九州x)dy (1.13) 

N 

で与えられることになる.ここで、dy= rr dめである.
T > 0を回定して，有限な時間区間 (0ぅT]での非衝突Brown運動を定義する.こ
の過程 ~(t) = (~l(t) ぅ ~2(t)ぃ・ぺ ~N(t)) の推移確率密度関数 9%(δ ， x;t ， y) は，時刻 T
まで衝突しないという条件の下で，時刻 sで点 z三W会にいた N倍のBrown運動が

時刻 tで点 uεW会に到達する確率密度であり，

NN(T -t今y)
95hz-t7U)= jN(tームylx)ぅ O三sく t三Tぅ 弘 YE W~ (1.14) 

げ (T-sぅ忽

で与えられる.

次節で示すように， Schur関数とよばれる多変数対称関数件ぅ 21]を用いて双線形展

開することにより，溝近評倍

¥
1
1
1
1ノ

三
-d

/
I
f
-
-
¥
 ~J
 宥た
め
一
町
議

凸一

G

出

山
一
刻

、

Z

H

手

h

'

丸

山

ロ
ア」

O
A
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ρ
0
 
るれカ導力

Ixl " 
古→ υ (1.15) 

同 )=du(ぺ-1)=1旦f-Z3) 、、2
，ノ
ρ
0
 

1
3ム

守

E
よ
，，sz
‘、

であり， C1(lV)， C2(iV)はガンマ関数(1.6)を用いて

N 

C1(N) = (2π)N/2 rr r(j)ぅ ら(J.V)= 2NI2 rr r(j /2) (1.17) 

IN  

で与えられる.また，x二 (Xl'X2ぅ ，XN)に対してIxl= ，1L:x;とする.
漸近評語(1. 15) を用いると，非衝突 Brown 運動~(めは，非衝突条件を課す時間

T→∞の極限で，推移確率密度関数が

hN(y) 
N(t， ylx) =一一ーん(t宅瓜y)ぅ t>Oぅ x， Y E W~ (1.18) 

hN(x) 
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で与えられる時間的に斉次な拡散過程 ~(t) == ()(l(t)ラ)(2(t)ぃ・ぺ)(N(t))に収束するこ
とが分かる.ここで，

N ~2 

工先制x)== 0 
である.これを使うと，PN(tぅ鋭利が次の編微分方程式を満たすことが導ける:

1ιθ2hlδ  
~ P N ( t， Y I x) == ~ ) ~ ，;__? P N ( t， Y I x) + ):一一一一-PN(t，ylx). (1.19) 合同ラ ム.....1 X，; - Xf.... dx l<k<N ~J 同

k:f=j 

これは(1.9)で d==3として得られる 3次元 Bessel過程の後進 Kolmogorov方程式

をN 変数に多変数拡張した形になっている. (1.9)に対応して Bessel過程の確率微

分方程式が(1.8)で与えられた.これと同様に， (1.19)に対応して非衝突 Brown運動

~(t) == ()(l(t)ぅ・・・ぅ)(N(t))の確率部分方程式は

dX30)=dm)Jァ /¥l /¥dtぅ 1くだ JV (1.20) 2 ムー'" Y.f+¥ _ Y. f+¥ ー

1<ん<N
K手J

でβ==2としたもので与えられることが分かる.パラメタ-sを持つ(1.20)をここで
はDyson模型の方程式とよぶことにする [7，9]. 

1.5 Schur関数展開と Selberg積分

μ1三戸2ど・・・三 μNどOぅμjE No三 NU{O}== {Oラ1，2ぃ・・}のとき， μ==(μ1ぅ・・・?μN)
N 

そ整数 iμi三乞μjの分割という. {μj}のうち零でないものの数を分割の長さといい

f(μ)で表すことにする.すべての l<j<JVでμj==Oのとき特に(0ぅ仏・ぺ0)=的と
記す.

このような分割 μに対して， JV変数X==(X1，...，XN)の関数

d~N [勾山寸
Sμ(x) == ~d 
μdENizy-Ki 

(1.21 ) 

そ定義する [4，21).分母は Vandermondeの行列式であり， (1.16)式で与えられた差積

と次の関係にある:

q~t_ >T  I X~-k I = 日 (Xj一九)== (_1)N(N-1)f2hN(x). (1.22) 
5oj，kS:N L J J ~~' J 

1.::ミj<k三N
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8μ(x) はれい • ，XNの iμi次の間次対称多項式であり， Schur関数とよばれる.μ=日
に対しては so(x)= 1である.sμ (x) は N 変数の多項式環 Z[Xlぃ • ，XN]の基底をな
す.次は行列式に対する多変数のTaylor展開の公式である.

補題 U 定数 ρがあって，内)が X=oの周りでψ(X)= LcnXn+ρ と展開できる

とする. このとき♂ニ (Xl'.・ぺXN)ぅy= (Ylぃ・・ぅYN)に対して

N N 

IJZLJω 

よって， Ixl-→0あるいは Iyl-→Oでは

dzJψ(XjYk)] =山

である.

証明 行列の多重線形性より

32N[ψ(巧Yk)] = 
1
1
1
1
1
1
1
」

H
H
 

'κ
 MMυ ヲJz
 
n
 
c
 

∞

γ白
日

p
 
'k 

旬
u
d

e
令

g
dz
 

「
1
1
1
1
1
E
E
1
L

N
 

t
<一
e
k
 

司
「
し

q
J
く一

一言Mρ日 ζ吋里cηj1 5_1~~N [(XjYk)nj] 

となる.n = (η1ぃ •，nN)の添え字に対して置換 σ三 6N を施したものを σ(n)= 

(nσ(1) ド • ，nσ(N))と書くことにする.一般に f(叫が nの対称関数であるとき(すな
わち，f(σ(n)) = f(n)ぅVσε 6Nであるとき〉

2ε二六桝n叫凡)人1謀 N[ド(い何z巧引柚jβ刈y仇ωkρkt
j
川)γF叶η~オj] = 示2ε二f汽(n叫)2工二 1ぷ丘忠:畏iJJ(Z巧引抑jY舟U仇附k

託 No' _- ロξNo' σε6N 一一

ZN桝 ζ 1 5_1~~N [(XjYk)na(j)] 

である.また

ζ132J(ZjudM3)]=dEJridLN[urj 

Q
d
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N 

である rr Cnj は nの対称関数なので，以上より

dLN[内 jYk)]=里(明
ここで μj= nj - N + jラ1< j三N として， Schu玄関数の定義式(1.21)を用いる
と(1.23)が得られる.sμ(x)はぬい・ .， XNの|μ|次多項式であり，So(X) = 1なので，
lal-→0または Iyl-→Gでの漸近評缶として(1.24)が得られる.

さて

fN(t， ylx) = 対 _.1;_二εサ抗)2j(2t)1
1~三]， fb ごと 1 '1 I ¥/乙7rt I 

ー (27rt)-Nj2e一(IXI
2+IYI2)j(2t) d~t _ _ I eXjYkjt I 

1三j，kS-_N L J 

である そこで，仲)=♂jt= Lxn/(η!tn)として補題1.1の(1.24)を適用すると，

Ixl/v1→9または lyl/v1→0で

fN(t， ylx) =己乙-(laI2+IYI2)j(2t)hN( a )hN(y) x J 1 + 0 (1竺i凶リ (1.25) 
C1(N)-

'~1 v\-/，~1V\è7 1 " l-， - ¥ v1' v1J J 
という評価を得る.ここで，C1(N)は(1.17)の最初の式で与えられる.したがって，

NN(t，a) =ムfN(t，yla)dy 
( x ¥ r1  f u¥  __ f ~ ， //"¥ (Ial ¥ 1 一一一~hN ( -r.) C2(N) x ~ 1 + 0 ( 1-; ) > Cl(Nr~lV ¥v1J 

-"'\~'I" l-， - ¥v1J J 
となる.ここで

lal i'¥ 

v1 
• 
~ 

C2(N) = I e-laI2j2hN(x)da (1.26) 
Jw会

である. Selberg積分の変形の一つ [12]

r e-aIXI2IhN(a)12')' = (2π門 2α)-N仰山寸叩+わl (1.27) ゐ日r(l+γ) 

において α=1/2" = 1/2とすることによって，これは(1.17)の後の式に等しいこと

が分かる.以上で， (1.15)の導出ができた.
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2 Hermite行列値過程とその固有値過程

2.1 一般化されたBruの定理

lV X N Hermite行列全体の集合を冗(N)，Nxlv実対称行列全体の集合を S(lv)と

おしそして行列 Aの転置行列を tA，複素共役を互，エルミート共役をAt三守と書

くことにする.Bruは冗(1V)値過程の一例であるWishart過程について調べ，その固有

植過程が満たす方程式を導いた.この結果は，行列値過程の各要素Cjk(t)ヲ1壬jぅk三N
が複素数値連続半マルチンゲールである場合に拡張することができる [6ヲ7ぅ9J.この節で

はこの拡張の結果得られた一般化された Bruの定理を紹介し，次簡でその応用例を与え

ることにする9 入(t)= (入1(t)守入2(t)ぃ.，A.N(t))を冗(1V)値過程三(t)= (もた(t)h三j必 N
の国有舘を成分に持つベクトルとする.ただし，大小関係ん(t)三入2約三.. .三九r(t)
を満たすものとする.このとき U(t)= (旬以t)h~j)k壬N を

U(t)t三(t)U(t)= A(t) = d吋ん(t)ム2(t)，. . . ，A.N(t)) 
というように，三(t)を対角化するユニタリ行列の族とする.

r jktn (悦 = (U(布仰)戸↑td三(帥附り叩刷U町(ρt叫)ウ札)入jkパρか(やいU町(βt)戸td沼dε酎三
とおき，また (ζT(t)ほ三(t)U(t))jjの有界変動部分をdYj(t)と書くことする.そして，

国有値 (λl(のうん(t)ぃ .，A.N(t))が初めて重なる正の時刻をァとおく:

アニ吋t>0:入j(の=九(りとなる三 j計三 Nが存在する)

定理 2.1[一般化された Bruの定理] 複素数値過程もた(t);1壬j，k壬N を連続半マ
ルチンゲールとする.このとき三(t)の酉有値入(t)は次の確率微分方程式を満たす.

d入j( t) = dA1j ( t) + duち(t)ぅ t E (0， T)ぅ j = 1ラ2，..・ぅN. (2.1) 

ただし M(t)= (l¥IJ1(t)， j1.J2(t)，.ぺ MN(t))はdMj(t)dl¥lh(t)= rjj，kk(t)dtであるマル
チンゲールであり， J ( t) = (J1 ( t )ぅJ2(t)ぃ・・ぅJN(t))は

dみ(t)= 、 1 1i入山 (t)}rjk，kj(t)dt十dYj(t)
山~ry A.

j 
(t) 一入k仙 tAj~7:)ヂ k~ 7:)J L J ヲ

たヲ正j

で与えられる有界変動過程である.ここで 1{ω}は条件 ωの指示関数であり，条件 ω

が成り立つときはしそれ以外は 0の誼を与える.

9証明のポイントは行列値の連続半マルチンゲールの積にItoの公式 (1.7)を適用することにある.Al 

とM 老成分が連続半マルチンゲーんである NxNの行列とする.このとき d(lIJt A1) = (d!vf) t AI + 
Alt(dM) + (dlvI)吋dflv1)となる.右辺第3項が確率解析に特有のものである.
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2.2 応用例

BJk(t)， B]k(t)， 1三jぅk三Nを2N2個の独立な 1次元Brown運動とする.1壬jぅk壬
N に対して

1 
JEB50)?jくk

1 
J2B]k(t)ぅ jくk

ちた(t)= < 苧(t)， j = k αjk(t) = 。う j=k 
1 

J2B~(t) ぅ j>k -J2Bkj(t)ぅ j>k 

とおく.

(i) GUE型行列値過程

三GUE(t)= (Sjk(t) + Vゴαjk(t)) ヲ tE [0ぅ∞) (2.2) 
¥ノ15:j，k5:N

で定義される冗(N)値過程を考える.任意の国定した tE [0ぅ∞)に対して 7三GUE(t)は
冗(N)値確率変数になるが，冗(N)の捧積要素U(dH)に対する確率密度関数は

Gu t-M/2/1¥  
E(H， t) =一一;:¥exp ( -:， TrH2 )う Hε 冗(N)

C1 (N) ---r ¥ 2t ----} 

で与えられる.ここで，Trは行列のトレースをとることを表す.また， C1 (N) = 2Nj2πN
2
j2 

である.NxNユニタリ行列全体の集合を U(N)とおくと.f壬意の UE U(N)に対
して，確率 μGUE(H，のU(dH)はユニタリ変換 H→ UtHUの下で不変である.ランダ
ム行列理論では，このような不変性を持つ冗(N)値確率変数の統計集団を Gauss型
ユニタリ集毘 (Gaussianunitary ensemble， GじE)とよぶ [12，14]. この GUEの
固有値分布の密度関数は，ぬく X2く・・・くXNである a= (X11沿い.，XN) tこ対して

GUEf_.L¥ t-
N2j2 
____ ( lal2¥ 

E(a， t) =一一"T¥exp ( -一一)hN(a)2 
C1(N) ---r ¥ 2t} 

(2.3) 

で与えられる [12ぅ14]. ここでhN(a)は差積で表される NxNのVandermondeの行

列式(1.22)である.また，C1 (N)は正規化定数であり， (1.17)の最初の式と同じもの

である.

一般化された Bruの定理を三GUE(t)に適用するために，d~jk(t)dごRm(t) の値を計算

しておくことにする.まず d~jj(t)d~jj(t) = dBfj(t)dBfj(t) = dtがすぐに分かる.また
jくkのときには，d，ご}k(t)= dBJk(t)/V2 + VゴdB;k(t)/V2= d，石(t)であることに
注意すると，d~jk(t)dごjk(t) = dt/2 -dt/2 = 0， d~jk(t)d~kj(t) = dt/2 + dt/2ニ dtと
なることも分かる. (j， k)ヂ(ιm)，(m， f) のときには，独立性から dBJk (t)dB~(t) = 
dB]k(t)dB~m(t) = 0が成り立つので，d~jk(t)d~Rm(t) = 0となる.以上をまとめると
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dごJk(t)dcf'rn(t)= djrndkfdt， 1三jぅk，fラm 三N となる.この結果を用いて dl¥ifj(t )d1'vh (t) 
を計算すると

fjj，kk(t)dt = (U(仰三(t)U(t))jj (U(仰三(明t))kk 

2二百万めmUmj2:= upkdcpqUqk 
f'，rn p，q 

2:= Uf'jUf'kUmjUrnkdt =ゐkdt

となる.ここで最後の等式は，U(t)がユニタリ行列であること CU(t)tu約二 U(t)U(t)十こ

ん)から導かれる.したがって，マルチンゲール部分は N 次元Brown運動であるこ

とが示されたことになる.同様な計算により fjk，kj(t)= 1ぅ152j?k壬N が分かる.
(U(t)↑d3(t)U( t) )jjには有界変動部分はないこと (dlj(t)= 0)に注意すると，一般化さ

れた Bruの定理から，入(t)の満たすべき確率微分方程式が

d入j(t)=dBj(t)+11dtlく jく!V (2.4) 出 N入i(t)-λk (t) き こ二

k手j

であることが導かれる.また.T ∞であることを示すことができる.(2.4)は Dyson

模型の方程式(1.20)の β=2の場合になっている.

(ii) GOE型行列値過程
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で定義されるS(1V)値過程を考える.任意の国定した tE [0うつ0)に対して三GOE(t)は，

S(lV)の体積要素 V(dS)に対する薙率密度関数が

GOE/0 _l_¥ t-N(N十月/4 / 1 ¥ 
E(Sぅt) _ f 7¥ r¥ exp ( -;_l_壬S2)ぅ SE S(1V) 

匂(!V) ~.~~ ¥ 2t -~~ ) 

であるような S(!V)舘確率変数を与える.ここで C2(!V)= 2N/2πN(N+l)/4である.
!Vx!V実直交行列全体の集合を O(!V)とおくと，任意の Vε O(!V)に対して，確

率 μGOE(Sぅt)V(dS)は直交変換 S→tvsvの下で不変である.このようなS(!V)値
確率変数の統計集団は Gauss型車交集団 (Gaussianorthogonal ensemble事 GOE)

とよばれている.GOEの臣有値分布の密度関数は，引く X2<・・・く XNである

X = (XlぅX2，". ，XN)に対して，

)=t::;;/~exp (与)hN (2.6) 
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で与えられる(ただし C2(N)は(1.17)の後の式で与えられているものである)[12ヲ14].

GUE型行列信過程と同様な計算により，入(t)の満たすべき確率微分方程式は

d入j(t)=dBj(t)÷lyldt71壬i壬N
2出 N 入j(t)一九(t)
kヲ正j

と定まる.この場合にもァ=∞であることを示すことができる.これは Dyson模型

の方程式(1.20)のグ =1の場合に等しい.

3 長距離相互作用系の非平衡統計力学

1.4節の結果と 2.2節 (i)の結果を見比べると， GUE霊行列僅過程の国有僅過程

入(t)= (入1(t)ぃ・.，AN)と非衝突 Brown運動 X(t)= (X1(t)ぅ・・・ぅXN(t))はともに，
グ=2の場合の Dyson模型の方程式を満たすことが分かる.したがって次が結論さ

れる.

定理 3.1非衝突Brown運動 X(t)= (X1(t)ぅ・・・ぅXN(t))とGUE型行列値過程の国有
値過程λ(t)= (入1(t)ぃ.，AN(t))は確率過程として等価である.

Dysonはランダム行列の研究において(1.20)の確率微分方程式を導いた.我々は上

で，この確率過程が，非衝突条件を課した N粒子 Brown運動として実現されること

を証明したことになる.ただし，この等伍性は β=2の場合に隈られることに注意し

なければならない.Dyson模型(1.20)は全ての2粒子聞に強さが粒子間距離に反比例

して減衰する斥力が働く長距離担互作用系である.このような力を導くポテンシャル

は log関数で与えられることから， log-ポテンシャル系ともよばれる.さらには， 2 

体相互作用の粒子間距離依存性が寡乗到に従う粒子系は CDyson模型の場合は反比伊!

なので案指数が -1の案乗則である)，一般にCoulomb気体とよばれている.(1.20) 

のグを逆温度β= l/kBTと見なすと， 1次元において誌 T= 1/(2kB)という特別な
温度では，この長距離相互作用系の素性が良く分かったことになる.sヂ2の場合，さ
らには2次元以上の系への拡張は 現在盛んに研究されている示ットな話題である.ま

た，N→∞の極限をとって無摂粒子系の非平傷タイナミクスを議論することは，長

距離相互作用を持つ系の非平衡熱力学・非平衡続計力学を構築する上で大変興味深い

研究課題である.
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Part 11 :臨界現象・フラクタル曲線と

Schramm-Loewner Evolution (SLE) 10 

4 統計力学模型とランダムな曲線の統計集団

4.1 平面上の統計力学模型の連続極限

複素平面 C上に正方格子Sを置く (s= z xゾ-lZぅZ三整数全体の集会).そし
て， s上の最近接ウオークが描く経路を考える.出発点が zE S，長さが η の経路全体
;泣ま叫昨町Z=イ(ω =ベ(い附州ω叫峨哨(伶例件O的瓜)，う ，w(岬ω叫仰(杓附η吋州)片ル)上:ω吋峨哨(仰例0的)戸=zω叫叫ω(υωjρ)同εES，色Uラ
でで、与えられる.ランタムウオーク (RW)とは経路の重みをすべて等しいとした一様分
布の続計集団をいう. I計三1=4nなので，各々の経路ωε 玖?の重みは 4-nである.
C J:tこ正方形の開領域Do= {x十戸以 -1く Z く 1，0く Uく 2}，をとり，その境

界 δDo上に 2点。=0 (原点)， p=2Aを指定する.NεNを定め，これらを
原点を中心に N詰する.そして，NO=Oから lVP= 2J.VyCIヘ至る R¥Vで，領域

NDoに含まれるもの全体をrlN(Do;OぅP)と書くことにして，その重みの総和を考え

る.これは，統計力学で、習った分配関数に相当する量である:

ZN(Do; 0， P) = L 4-1ω! 
ωεfI.N(Do;O，P) 

( 4.1) 

ただい経路 ωの長さを |ω|と記した.この量は N →∞で次のように減衰する:

ZN(Do; 0， P) ~ C(Do; 0， P)Iy-2→ O. Cf(lV) ~ g(N)， J.V→∞は f(iV)jg(N)→ 

1，N→∞の意味.)孫数 C(Do;OぅP)は領域 Doでの Poisson核 HDo(・ぅP)の原点

。εδDoでの法線微分で与えられる.

ループ捺去ランダムウオーク (loop-erasedRW: LERW) 
。N(Do;OぅP)の元ω=(ω(0)，ω(1)γ・・)は一般にはω(j)= ω(k)，jく kとなる点を
含む.このとき，経路 ωは自己交差する，あるいはループを持つという.そのような

場合，次の操作によってωの部分からなる経路♀=(♀(0)ヲw(l)γ.. )を取り出すこと
によって，ループを消去することにする:お =0ぅ針。)= w(to) = 0として， m三1~こ
対して

tm = max {わら-1: w(f) =♀(tm-1 +斗 w(m)二戸(ω =W(tm-1 + 1) 

10本稿は 2009年度日本数学会年会 (2009年 3月 26日-29日，於東京大学駒場キャンパス)での企

画特剖講演「連続関数空間上の共形不変な確率調度と Schramm-Loewner Evol utionJのアブストラク
トをもとに作成したものである.
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とする.NDo 内の 0 → NP の自己交差のない経路全体を n~(Do;0ぅP)と記すこと
Lこする.この集合の各元は，一般にはルーフ。を持つ幾つかの桔異なる RWから上の操

作によって得られる.そこで n~(Do;O ぅ P) の各元に，その元を与えるんープ除去前の

RWの重みの和乞ω4-lwlを重みとして与えることにする.このように定義された経路

の統計集毘をループ除去ランダムウオーク (LERW)という.

LERWの連続極隈を次のように考える.LERWの経路ω=(ω(0)γ ・ぺω(1ω1))に対

して，ある指数 ν>0を導入して

J(R47z)ニト叫 G三j三iω| ( 4.2) 

とする.W1/N は原点。を出発して，Iwl/N1/ν ステップ後に P= 2v=rに到達する
Do内の(空間刻み l/Nの)自己交差のない経路である.特定の νの値に対しては，

N →∞の極援で，原点から点 P~こ至る連続な出線?の統計集団が得られることが期

待される.(各畠線が点 Pに到達する「時刻Jt-y = Jim IωI/N1/νも確率変数となる.): 
N→∞ 

γ: (0ぅt-y)→ Do 連続? !境'"'((t)= 0ぅJEi守マ(t)= P， t-yε(0ぅ∞). (4.3) 

この畠線マのフラクタル次元は dLERW = 1/ν である.また γは単純曲線，つまり

'"'(( t1)ヂマ(t2)，0< むくら~ t-yであろう.LERWの連続極限として得られる連続な畠

隷 (4.3)全体を丈LERW(Do;OラP)と書くこと;こする.この空語κLERW(Do;OぅP)の各
元に対する重みをFfEfEP)とすると，その総和は C(Do;0，めであり

戸fzrzp)(・)= C(Do; 0， p)flr~:~p)( ・) (4.4) 

によって，ランダムな連続曲線に対する確率分布関数μLERW が与えられる.
1-"(Do;O，P) 

自己E避ウオーク (selιavoidingwal主:SAW)

最近接ウオーク WZの部分集合として，自己交差しないウオーク全体の集合を考える.

WJs=(ωε ~V~ :すべての 0三jくk三nに対して ω(j)内 (k)}

ある定数 2く〆く 3があって， IW~.ol r'-.J esn， n→∞であることが知られている11
Cf(n)竺民的ぅn→∞はlogf(n)r'-.J logg(n)，η →∞の意味.)そこで，自己交差しな
いウオーク ωに対してそれぞれ eβiバの重みを与えた統計集留を考えることにする.

これを自己回避ウオーク (SAW)という. (4.1)式に対応する SAWの分配関数は

ZfJvAW(Dω，P)= 乞 ε一β|ωl

ωξO~(Do;O ， P) 

llesの植は SAW connective consta肢とよばれる定数であるが，正方格子 Sに対しでも厳密な
値は分かっていない.数値的には約 2.638と見積もられている.

-898-
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である.この分配関数に対して，ある指数bSAW> 0があり，

ZEAW(Do;O?P)~CSAUT(Do;Oぅp)N-2bSAWぅ N→∞ (4.5)

と予想されている.(先の LERWの場合はbLERW= 1であったことになる.)SAvVの
経路の連続極限γも単純曲線であるが，そのフラクタル次元dSAWは LERWの次元

dLERWとは異なるであろう.(4.4)式と同様に， SAWの連続極援に対する分布関数を

戸?23ふうP)(・)= CSAW (Do; 0， P)μ?srop)(・)

と書くことにする.

臨界浸透模型(criticalpercolation model) 

国 3:T上の浸透模型と H 上の浸透探索過程. 11直1を黒丸，値 0を自丸で表した.

ここで、はcJ::Jこ三角格子を置く:ァ=exp(2π日 /3)として， T=十o十(什料品:
μεz}ただし， α=2/3として一日とする こうすると Tの双対格子であ
る格子関臨 αの蜂の巣格子 Hが，原点。と点 NP=2Nv-工NεNを含むように
なる.各点 zεT上に確率変数η(z)ε{Oぅ1}をBernoulli測度りう0三p三1で分布
させる:ジバボz)= 1) = p，り(η(z)= 0) = 1 -p.三角格子 Tは識維表面を表し，その
内で誼 1を持つ点は濡れた部位を 値 0を持つ点は乾いた部{立をそれぞれ表すと思う

と，これは浸透現象を表す模型と見なせる.原点を含む連結浸透領域はp三1/2のと

-899-
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き確率 1で宥界であるが.P > 1/2では非有界となる確率が正となる.以下では，臨

界値Pc= 1/2の場合を考えるべ浸透模型の臨界値Pcは格子に依存する.Tの場合は

Pc = 1/2である.) Bernoulli槌度なので，重みの総和は領域のサイズ N に依らず lで

ある.このことは九位 =0を意味する.

NεNを定め.TnNDo=ANと書くことLこする.圏 3~こ N = 6の場合を示し

た.以下，この図を用いて説明する.ANの境界近くの格子点 zE Tで，点。と点

NPを結ぶ直線より右側のもの全体を δAt.左側のもの全体を δA元とする.そして
η(z) = 1ヲ泊三 δA丸η(z)=O，VzεδANと冨定する CDobr・ushin境界条件).これ以
外の領域 AN内部の配置はりに従ってランダムに分布させる.このようにして与えら

れた任意の配置 ηモ{O，l}TnNDoに対して.HηNDo上の原点。を出発点とする最

近接ウオーク ωで その経路の進行方向すぐ左側の三角格子点の値はすべて 0であり

(図では自丸).すぐ右測の三角格子点の笹はすべて Iである(黒丸〉ものが，一意的

に定まる.これを浸透探索過程とよぶ.再び，適当な指数 ν>0をもって (4.2)とお

いて連続極限 N→∞をとると，フラクタル次元 dper= 1/ν を持つ連続な曲線 (4.3)
が得られる.この曲線 γは単組曲線ではない.浸透探索過程の連続極限?に対する確

率分布関数をμ?瓦;O，P)(・)と記すことにする.
語界 Isi時模型 (criticalIsing model) 

AN = ANuδAL UδANとする.各点 zε 瓦Nにスピン変数σ(z)モ{-1，1}を与え
る.z EδA主に対してはσ(z)=土1C複号同類〉と酉定し CDobrushin境界条件).領

域内部OAN= AN内(δAt)Cn (δAN)Cのスピンはランダムに配置する.各スピン配置
σモ{-1ぅl}ANに対して，エネルギーが

E(σ)=-i z 片岡z')
z，z'ε玉N:lz-z'l=ゾ3a

で与えられる場合を考える.kBをボルツマン定数としてβ=l/(kBT)とする.パラメ

タ- s>OのGibbs灘度

tO βE(σ) 一一
πN，O(σ)=乙7一? ZNβ= )~ e一時)

ρN，β σ計三:}OAN

の下でのスピン配置を温度 T三0でのIsing模型という.これは強磁性体の模型であ

る.各スピン配置に対して浸透模型の項で述べたのと同様の探索過程ω(ただし今度

は -1のスピンと +1のスピンとの境界線として定義される界面を表す)がHnND，。

上に得られる.特に βの植を T上の Ising模型の臨界値，sc= (log3)/4 = 0.27465・・・

に設定し，連続極限をとると，あるフラクタル次元 dIsingを持つ連続曲線 (4.3)が得ら

れる.これは単純曲線である.この γの分布関数そ対立
，70，p)( . )と記すことにする.

側
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4.2 共形不変性と領域 Markov性

fがDocC上で正則であり，微分f'(z)手。?怖をDoのとき

f: Do → f(Do) (4.6) 

を共形変換という.1により，境界 δDo上の点。ぅPはそれぞれ， δf(Do)上の点
1(0)ぅf(P)に写されるとする.4.1節で述べた平面格子上の統計力学模型の連続極限
に伴って得られる，連続な曲線，tこ対する分布関数

戸(Do;O，P)(・)= C(Do;OぅP)μ'(Do;O，P)(・)

は，次の2つの性質を持つことが期待される.

共形共変性 (conformalcovariance)と共形不変性 (conformalinvariance) 

任意の共形変換 (4.6)に対して，

(4.7) 

1 0 f.-i(Do;O，P) (・)= If'(O)lblf'(P)1ヤ(J(Do);f(O)J(P))( . ) (4.8) 

である.bは4.1節で述べたように格子上の模型の分配関数の領域サイズN→∞に

伴う漸近挙動で決まる植である.(4.8)式の形から，境界スケーリンク指数(boundary

scaling expone凶)とよばれる.(壬8)式は，重みの総和の共形共変性と確率分布関数
の共形不変性を意味する12 • 

C(Do; 0， P) = 1j'(O)lblj'(P)lbC(f(Do); f(O)， 1(P))ラ (4.9)

μ(DOjO，P) ( . ) μ(J(Do)jf(O)，J(P)) ( . ). (4.10) 

領域 Markov性 (domainMarkov property) 

戸(DOiO，P)の下で，曲線?の初期の一部分γ(0ヲt]，tE (0ラt，)を観関したとする.この
条件の下での曲線の残りの部分の分布は.Doから，(0ぅt];を除いた開領域で， γ(t)を
出発点として γ(t，)= Pを終点とする曲線の分布に等しい:

μ仰(凹Doぶ;0ω州P門)( . Iいい川川γ刊刑惜(伶似O仏仰叫川うJ刈t司サlウ)= μ川

この性質を領域 Ma訂rセ孟kov性という.

曲線γは (4.3)式に書いたように変数(時間と見なす)tモ[0ぅt，]の連続関数である.
共形変換 (4.6)によって，時間はどのように変換されるべきか.格子上の統計力学模

124.1節では格子模型における経路に対して， (4.2)の変換を施して連続極限を議論したが，これ法
f(z) = z/NラNENという縮小写像(もちろん共形変換である)を行ったことにあたる.この場合
f'(z) = l/Nなので，If'(O)lbニ 1f'(P)lb= N-bである.(4.9)老，例えば (4.5)式と見比べてみよ.
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型の連続極限をとる際に置いた(4.2)式のスケーリング性に従うと.{象曲線 fOI上の

区間州品川くれく t2くt引を移動するの山る時間は[21f'(i(s)WdSで、与
えられるべきであろう.ただし dは曲線 7のフラクタル次元である.地方，任意の増

加同桔写像。:[0， ti'l→ [0ぅ叫に対してI(t)とγ(8(t))を同一視することにより，曲線
のパラメター付けの違いを無視することも出来る.

4.3 制限性と局所性

ランダムな曲線の分布関数 (4.7)は特別な場合，共形共変/不変性と領域担arkov性

に加えて，次のような特性を持つことが予想される.

輯限性(restrictionproperty) 

正方形領域 Doの部分で単連結な領域DlC Doを考える.ただし.0ヲPεδDlと

する.4.1館と同様にして この部分領域で LERWを考え その連続極摂の分布関数
オETまめを定義する.領域を小さくすれば，その内部での 0→ Pなる RWも減る.
したがって.RWに対してループ除去して LERWを得る際に， LERWの経路に対し
て付加される重みも減少する.よって一般にRadon-Nikodym微分に対して

iLLERW 
(Dl;O，P) 
ト子釈RW く Iラ Dl C Doぅ DlチDo
αμ(DIぶO，P)

であるはずである.しかし SAWの連続極限の分布関数においては

377SAW 

♂2γγrrf?rP)」=叫杓刷ω守村湘(伶川O仏う
(Doぶ;O，P)

が成立する.ただし， 1{ω}は事象ωの指示関数である.(4.11)を髄隈性という.

浸透模型の確率変数 ηは Bernoulli分布に従っているので，浸透探索過程の振る舞

いは，その経路の左右の最近接三角格子点上のη配置のみで決まる.このため，連続

極限で得られる連続関数の確率分布関数 μP世には，局所性とよばれる次の特性がある

はずであるべ他方，戸Isingには局所性は期待できない.)

局所性(localityproperty) 

単連結な部分領域 DlC DoでOうPEδDlであるものを考える.このとき，

μ?jl;OP)(γ(0， t]) =μ広;O，P)(I(O，t])l{γ(0， t) c Dl}ぅ Vtε (0，ti')' (4.12) 

制限性 (4.11)は曲線全体γ(0ぅti')の性質であるが，局所性 (4.12)は任意の初期部分
γ(0ぅt]，tξ(0ぅti')に対して成り立つべき性質であり，より強い独立性である.

ヮ'umw 
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5 Schramm-Loewner Evolution (SLE) 

5.1 Riemannの写像定理

DぅD'がともに C上の単連結領域であり(ただし DぅD'=1= C)ぅムwεδD，z'，w' E 
8D'とする.Riemannの写像定理より，

共形変換 f:D→ Dぺ f(z) =どう f(官)=ぜ

となる lパラメタ一族が存在することが結論される.さらに If'(w)1= 1という条件
を課すと，共形変換は一意的に定まる.

上半平面を日={z E C : Im z > O}と記す.以上より，共形不変な確率分布関数

μ(亙;0，=)が与えられれば，任意の単連結領域 DcCヲDヂC，ムωεδDに対する確率
分布関数μ(D;z，w)が得られることになる.また，lliI¥Dが有界でまろる単連結預域DC自

に対してw= f(官)=∞とすると，条件11'(叫1=1より d→∞でf(w') r-v江戸とな
る.このような状況では，共形共変性は次式で表される:

fo戸(D;z，=)(・)= 1f'(z)lb戸(f(D)J(z)，=)(・)ぅ zεδD. (5.1) 

5.2 Loewner方程式

ゥ:(0，00)→ Eを!町村t)= UoεRから J主主γ(t)=∞に至るある lつの単純曲
線とする.上半平面亘から時刻 tまでの曲線(これを γ(0ぅtJと書く)を除いた領域

をlliI¥γ(0ぅtJと記すことにする.各 1ε(0ラ。0)に対して百¥マ(0ぅt]→盟なる共形変
換 fで limf'(z) = 1となるものは唯一定まる.これを 9tと書くことにする.これは

α(t) > 0として
α(t) . //'¥111-2 

9t(z) = z十τ一+O(lzl-~) ， z→∞  

と震関される.α(t)はγ(0ぅtJの上半平面容量(halιplanecapacity)である.9t(けは

( chordal) Loewner方程式とよばれる次の微分方程式満たす.

dα(t) / dt 
-gt〈z)= ，go(z〉=z
dtgt(z)-G 

ただしここで.Ut = 9t(γ(t)) E Jaであり，t→Utは連続である.

(5.2) 

逆Lこ，任意の連続関数日と 1回微分可能な関数 α(りに対して.Loewner方程式

(5.2)の解として，共形変換の時開発展段:民→ lliI，tε(0ぅ∞)が得られる.ただし，
定義域民 E耳は単調減少する.民の plOneほ po出を Hpion= U 8瓦で定義する.

O<s<t 
このとき，す(0)εRである曲線γ:ゅうっ。)→百でHflon= Ja u ，(0， tJとなるものがあ
るとき. r 9tは曲線ゥで、生成されたj ということにする.

-903-



講義ノート

SLE~ 

ここでは，曲線?のパラメター付けによる違いは無視して， α(t)= αtぅα>0とす

る.utを適当な確率過程として，Loewner方程式 (5.2)の解 9tを生成する曲線 γの
統計集団を考え，これの分布関数として戸(JHI;O，∞)を構成したい.共形共変/共形不変性

と局所 Nlarkov性の要請から，Utは時間的に斉次な連続確率過程で，独立増分を持つ

ものでなければならないことになる.曲線 γのパラメター付けの任意性は，Utの時語

変更の任意性を意味する.そこで，引を1.1蔀で解説した1次元Brown運動 B(t)と

しても一般性を失わないーこうして得られた， 1パラメターを持つ確率的なLoewner

方程式

5.3 

(5.3) Ut = B(t) ただし9o(Z) =ムilgt(z)=α 
dtJq'-/ 9t(Z) -Ut

ラ

を，提案者Schrammの名前を冠してSchramm-Loewner evolutionとよぶ[16]13 • 
2 

Schrammの記法に従い，パラメターをκε(0ぅ∞)としてα=ーとおき， SLEκ と略記
κ 

する.SLEκ の解説を生成する曲線をSLEκ 曲線?とよひ¥その分布関数をSLEκ 分布

関数戸弘;い)と記すことにする.SLErc曲線はii57(t)=B(9)=0から EZ7(t)=∞

に至る連続な曲線である.

ランダムな連続曲線の分布関数で共

lパラメタ一族である SLEκ 分布関

定理 5.1(Lawler-Schramm-Werner [10]) 14 

形共変性と領域 Markov性を持つものはすべて，

数7κ モ(0ラ∞)で与えられる.

さらに変数 zE盟を正の実数(5.3)式でん(z)= 9t(z) -Ut = 9t(Z) -B(t)と量き，
zに置き直すと

(5.4) ho(x) = x > 0 dflt(z)=dB(t)+-Ldtラ
ん(x)

(5.5) 

これを(1.8)と見比べると

d-1 
α= 一一一牛=今 d=2α+1 位二~d= ー十 1 ゃ==>κ= 一一一

κ d-1 

をf号る.

13残念なことに， Oded Schrammは昨年 2008年 9月 1日に登山中の事故で46歳の若さで亡くな
りました.
142006年の国際数学者会議 (10M2006)で，この3入のうち唯一 40才以下である WendelinWerner 
にフィールズ賞が与えられた [17].カナダ人数学者 JohnOharles Fieldsによって提唱され設立された
この賞は「数学のノーベル賞Jとも称されるが，受賞者誌 r4 0才以下j という棋限がある点がノーベ
ル賞とは異なる.すでに約50名の受費者がいるが， 1998年に AndrewWiles (Fermatの最終定理の
証明)が45才で特別表彰された以外は，この年齢制限が議密に守られてきた.なお 10M2006では，
確率微分方程式の創始者である伊藤清に第1回 Gauss賞が贈られた

44 
mm 
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(c) 

~ 4: (a)実軸?こ接することのない単純曲線.。くκ三4のときのSLE曲線の様子.(b)自分自
身や実軸に接するが十文字に交わることはない曲線，曲線が伸びていくと 曲線で囲まれた領
域(斜線部分)は上半平面目を覆いつくしていくが，曲線自身で題が埋めつくされることは
ない.4 <κ く8のときの SLE曲線の様子. (c)上半平面 Eを埋めつくしていく曲線.κ ど8
のときの SLE曲線の様子.

なので，ht(りは確率過程としては x> 0を出発点とする (2α 十 1)= (4/κ+ 1)次元
Bessel過程と同一視することができる.Bessel過程の初期値依存性(Besselfiow)に

対する知識より 15，SLEκ 曲線は κの値によって， 3つの棺(phase)を持つことを示す

ことができる(図4参照).(5.5)の関係式より，d=2宇=今 κ=4ヲd= 3/2仁今 κ=8

という対応が得られるのである.

定理 5.2(Lawler-Schramm-Werner [10]) (a) 0くκ三4のときSLEκ 曲線 7は単

組曲線である.また，実轄に接することはない :γゅうつ0)ζ 誼. (b)κ>4のときはγ

は自己交差する，また， γ(0，∞)円R子五日である. (c)κ~8 のときマは E を埋めつ

くす :γ[0うつ0)=日

さらに次が証明されている.

定理 5.3(Beffara[1])κ 三8のとき SLEκ曲線γ(0ラヴ0)のフラクタル次元 CHausdorff
次元〉は次式で与えられる16: d(κ)=1+8 

15X > 0から出発した d次元 Bessel過程が初めて原点に到達する時刻を乙と記す.このとき次が成
り立つ.(i) d三2のとき P(乙=∞)= 1， Vx > O. (ii) 1三d<2のとき P(乙<∞)= 1， Vx > O. 
(iii) 3/2 < d < 2のとき，O<x<yに対して P(乙=九)> O. (iv) 1三d三3/2のとき，O<x<y
ならば P(Tx<九)= 1. 
16一般に d次元実空間 Rd中の集合 Vに対して， ε>0として，各々のサイズがε未満の加算留の
集合 U1，U2， で被覆する:diam(山三時{Ix-yl : x， y E Un} <川三 LV c U Un α>0とし

n>l 
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5.4 局所性と制限性

E内の原点を含む非有界な単連結領域の集合

D={DζJHI:単連結，JHI¥D有界ρε D}

を考える.D ε Ð~こ対して ， D → E の共形変換で次の条件を満たすものを争D と書

くことにする〈一意的に定まる):争D(Z)= Z + 0(1)， Z→σo. SLEκ 曲線?に対して

句=吋t:，内自¥Dヂo}
とする.tく TDの関は， γは部分領域 D 内に制限されていることになる.この間の
SLE曲線"'{(Oラア'D)の争Dによる像争D(マ(0ぅTD))は百=lHIuIa内の曲線となる.Jの
確率分布関数の共形不変性より，曲線争D(，(OぅTD))で生成されるg;(Z)もLoewner方
程式 (5.3)に従うはずである.しかし，変換争D により曲線のパラメター付けに変更
が生じる.Itoの公式を用いて計算すると，g;(z)は，次の確率微分方程式を満たす Ut
の下での(5.3)式の解であることが導かれる:

，TむB
 

J
U
 +
 

'Tι ，α
 

仏
一
民

釘一争
L
U
 --

G
 

，G
 

(5.6) 

ただしここで，

3α-1 6-κ 
恥)=一一一=一一.

2 2κ 
(5.7) 

κ=6のときに限り b=Oとなる.このときは，任意の DEDに対してgt(Z)もg;(Z)
もtくTDではともに，Ut = B(t) (1次元Brown運動)で駆動される SLE，(5.3)式を
満たす.つまり 局所性が成り立つことになる.

定理 5.4SLEκ 分布関数戸お札∞〉はκ=6のときに限り局所性を持つ.

κヂ6のときは (5.6)にはドリフト項があるので，日はマルチンゲールではではな

い.しかし Girsanovの定理という確率論の定理 [13，3] を用いると，次のようにして

居所マルチンゲール Mtを得ることが出来る17 複素関数fに対して， Schwarz微分

て，H':(V) = inf L(diam(Un)r~ とする ここで infは，このような全ての ε被覆全体の下限をとる
η>1 

ものとする.Hα(V)= li弔H':(V)をHausdorffα 測度という.集合 VのHausdorff次元は次式で
定義される:dimH(V) = inf{α :Hα(V) = O} = sup{α: HD:(V) =∞}. 
17j→∞で勺→∞となるようなマルコフ時刻の単調増加列 71<乃<・・・が存在して，各jに対
して Z(t八ち)がマルチンゲールであるとき(ただし α b̂ = min{α，b})， Z(t)は昆所マルチンゲール
であるという.
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f勺z) 3f"(Z)2 
をSf(z)=一一一一一一一ーと書くことにする.

f'(z) 2f'(z)2 

c=2b(3 -4α2 = i3κ-8)(6 -κ) 
α 2κ  

(5.8) 

として

九=ほP{イ会ぬ川s}恒例) (5.9) 

とする.これは
品川Ut)

d民 =-b」--J14dBP)
争~(Ut)

を満たすので，局所マルチンゲールである.少し考察を加えることにより 18，このこと

からκ2三4，DεDに対して
α 

dUr To.r.一、 ( f∞η1  ptUきり州市)= JIll∞ = l{r(い)c D}叫~ -c I 言S<Ts(孔)叫 (5.10) 
(Jf至。?っ0) 1.. JO .1.":;' ) 

という表式が得られる. (5.8)から分かるように， κ:::;4では κ=8/3のときに限り

c=Oとなる.このとき (5.10)は1わ(0ぅ∞)c D}となる.(4.11)式と見比べよ.

8 
定理 5.5SLEκ 分布関数戸fE;Oラ∞)はκ3のときに限り制限性老持つ.

6 共形場理論との対応関係

月三;O，P)の共形不変性と戸?SLP)の共形共変性が証明されれば，前者はμ?託制ヲ後
者はだ品四)の共形変換盟→ Doとして決定される.前者に対してはSmirnovの証

明がある [19ぅ22]・これとは悶B別即司引kにこ， 戸5問tELP門)二戸昆花L丸h;舟Oω[16，10司]と戸再!2立r品:Tお?50問ラ
が証明されている.(ここでの=は共形変換によつて変換できるという意味.)定理 5.3

と(但5.7η)式を用いるとι，以下が得られる1凶9
4 _，. 11 

dLERW = d(2) = ~う dSAWニ d(8/3)=一? dh同 =d(3) =ーヲ dper=d(8)=L 4' ~"~.. ¥ I 3 

5 _ ._. 1 
bLERW = b(2) = 1ラ bSAW = b(8/3) =ーぅ bIsinp; = b(3) =~， bper = b(6) = 0 8 ' ~ l::;Wg ~ ¥ ~ ! 2ラ P

18 (i) t →ぉでマ(t) →∞かつマ(0うつむ)ζD ならば，争~(Ut) → 1 ， t →∞であることと， (ii) 
sq，t(Ut) ::;: 0であることを用いる.κ三;4ならば (i)の条件が満たされる.詳しくは (10];を参照.
19t→ σcでマ(t)→∞であるから，共形共変性は (5.1)の状況である.(5.9)を (5.1)と見比べるこ
とにより， (5，7)で与えられた指数 bは境界スケーワング指数に他ならないことが結論される.

円

i
A
U
 

Q
U
 



講義ノート

謂和振動子のエネルギー固有状態は消滅演算子 αで泊される (α10)= 0)基底状態

10)に生成演算子α?を掛けていくことで作ることができた.調和振動子の量子力学は，

{αラポ]=1という代数(ハイゼンベルク代数)の表現になっているのである.無限個の
消滅演算子Lη(n= 1ぅ2ぅ3，'")と生成演算子Ln(η=-1，-2ぅ-3γ・・)，そしてんが

η(η2 - 1) 
[Lnl Lm] = (η-m)Ln+m + C'V¥，V.. n -J 8η+m，Oぅ九m E Z (6.1) 

12 

という代数(中心電荷 cを持つ Virasoro代数という)を満たす場合を考える.この

とき，これを表現する量子力学は無限自由度の場の理論となる.これが共形場理論であ

る[23].調和振動子のときと開様にすべての消滅演算子で消される (Lnlb)= 0ヲn三1)

基底状態|めに生成演算子 L-n'η 三1を掛けて状態を作っていく.ただし Lolb)= b[b) 

とする.bを最高ウエイト，あるいは共形次元といい.lb)を最高ウエイトベクトル，あ

るいはプライマリー状態とよぶ¥またこれを最高ウェイト表現という.このようにし

て作られた状態

Ink，' . ぅη1;b) = L一向・・・L-nllb)， 。く n1 ~三 n1 <... 三三 nk 
を基底とする空間をVerma加群という.各基底は Loの酉有状態になっている:

Lolnkl・・・ 1n1; b) = (b + n1 +・・・+nk)lnkγ ・・ぅ問;b). 

Lo の固有値から b を差し引いたI:~=1 njをレベiレとよぶ.
レベル 2の基底はL-1L-1Ib)とL-2Ib)の2つであるが，

( 怜桝伴仙山i拝hμLん以2メL 一一 I = det I --， -， - -- I = 0 
(bIL1L1L-2Ib) (bIL1L1L-1L-1Ib) J ---¥ 6b 4b(1 + 2b) J -

(6.2) 

となるとき (Kac公式)この2つは独立ではなくなり その結果表現は可約となる.

このときには

(1 ~ ~ 2b + 1 ~ ¥ 
IX2，1) = ( ~L-1L-1 - 一一~L-2 ) Ib) (6.3) ¥ 2---'----'- 3 --'" J 

というレベル 2のベクトル(これはノルムが零なのでnullvectorあるいは特異ベク

トルとよばれる)を改めて基底状態として，これに生成演算子 L-n，n三1を掛けて
いって基震を作ることにより既約表現が得られる.これをレベル 2の退化表現という.

さて.b手0とすると，条件 (6.2)誌

'o-
0
0
7
0
 

.一
ι74

-一+

F
h
u

一

/
t
L
マ
i

'nu

一

つ血一

一一
p
u
 

(6.4) 

口
δmw 



「第54回物性若手夏の学校 (2009年度)J 

となる.ところが， (5.7)式と (5.8)式から κを消去してbとcの関係を求めると，こ
δ1δ  

れはまさにこの式 (6.4)となるのである.さらに， L1 件一~， L-2件一ーァと
仔x xOx 

いう対応を考えると20，(6.3)の右辺において最高ウェイトベラトル Ib)に掛dζhて
いる演算子は

1 82αδ 2 2b+ 1 
一一一一-2δx2 ' Xδxう山 κ 3 

に対応することになる.これは (2α+1)次元Bessel過程(5.4)の生成作用素(generator)
δ 

g(2α+1)に他ならない.(後進 Kolmogorov方程式(1.9)特::.u = g(d)u.) SLEκ は (5.8)
θt 

式で与えられる中心電荷を持つ Virasoro代数の最高ウェイト (5.7)のレベル 2の退化

表現(既約表現)を実現しているのである [2J.

理墾:本講義の機会を与えて下さいました木村太郎氏(東京大学大学院総合文化研究

科)に感謝いたします.また，共同研究者の種村秀紀氏(千葉大理学部〉に感謝いた

します.
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