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概要

筆者の論文 [Mik25b]においては，近年Clausen-Scholzeによって導入された

凝縮数学(condensedmathematics)が至る所で使われている．しかし，凝縮数

学について日本語で解説している文献は極めて少ない．そこで，本稿では凝縮数

学のp進関数解析への応用の概説を行う．その後，［Mik25b]においてそれらが

どのように使われているかを解説する．

1 導入

数論において，p進関数解析は重要な道具の一つである．一方で，位相Qp加群

のなす圏は，通常の加群（つまり位相の入っていない加群）のなす圏と比べて圏論

的に良い性質を持っておらず，余核や帰納極限，テンソル積などは慎重に取り扱う

必要がある．近年，これらの問題を解決するために Clausen-Scholzeによって凝縮

数学が提唱された ([Sch19]).凝縮数学を用いることで位相Qp加群をより代数的

に扱うことができるようになり，結果として上で述べた問題たちはおおよそ解決す

る．本稿の前半では，凝縮数学を用いて位相Qp加群をどのように扱うかを概説す

る．本稿の後半では，応用として [Mik25b]の結果を概説する．本稿では紹介しき

れなかったことが多くある．例えば凝縮加群の導来圏がどのように記述されるかと

いったことや，また凝縮数学を用いてリジッド幾何学をする際に必須になる概念であ

る解析環 (analyticring)については説明をしない．これらについての詳しい解説は

[Sch19, Sch20, CS22, And21, Man22, RJRC22]を見よ．
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2 凝縮数学とソリッド加群

この章では凝縮数学を用いてp進関数解析を行う際に最も基本的になるソリッド

加群 (solidmodule)という概念を導入する．詳しい解説は [Sch19,RJRC22]を見よ．

Profで副有限空間(profinitespace)のなす圏を表す．さらにこの圏の Grothendieck 

位相を， Profにおける射の族{fヽふ→ X}止に対し， Ufi（ふ） ＝ X となるとき

{f正ふ→X}贔が被覆であるとして定める．

定義 2.1.凝縮集合とは景Prof上の層のことである．同様に凝縮環を景Prof上の環

の層として定める．また通常の層の理論と同様にして，凝縮環Aに対して，凝縮A加

群が定まる．凝縮A加群のなす圏を ModAndと書く．このときテンソル積ー⑭A-

と，内部horn(internal horn) llim!A（一，ー）が層の一般論から定まる．

注意 2.2.この定義は厳密には [Sch19]における定義と異なる．［Sch19]においては，

Profが小さい圏になるように，考える副有限空間のサイズを制限している．ここでは

この問題には深く立ち入らないことにする．

命題 2.3([Sch19, Proposition 1.7]).コンパクト生成な在位相空間X （つまり Xの

点は全て閉点になる）に対して，凝縮集合XをX(S)= C(S,X)と定める．ただし

C(S,X)はSから Xへの連続写像全体のなす集合である．これはコンパクト生成な

冗位相空間のなす圏から凝縮集合のなす圏への忠実充満関手を定める．

証明．証明は省略する．証明の鍵は，任怠のコンパクト空間Yに対して， Yを離散集

合だと思って Stone-Cechコンパクト化をして得られる位相空間(3(Y)が副有限集合

になり，かつ全射連続写像(3(Y)→ Yが存在することである． ロ

注意 2.4.しばしば下線を省略して，コンパクト生成な位相空間Xから定まる凝縮集

合も X と書く．本稿では混乱を避けるため，このような省略はしない．

例 2.5.Zに離散位相を入れて，上の構成を考えることで凝縮環皇が定まる．凝縮

abel群は，凝縮環乙上の加群と同値な概念である．（abel群と Z加群の閲係と同じで

ある）．

例 2.6.通常の abel群M を考える．このとき M に離散位相を入れて考えることで，

凝縮abel群Mが定まる．これより abel群の圏Abから凝縮abel群の圏 Cond(Ab)

への関手MMMを得る． この関手は関手Cond(Ab)→ Ab;M → M(*)の左随伴
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関手である．特に関手M →Mは余極限と可換である．

例 2.7.位相環島から凝縮環g2が定まる．また Banach(Qp加群Vから，凝縮Qp

加群yが定まる．この対応は， Banach(Qp加群の圏から凝縮ら加群の圏 Mod霊
への忠実充満関手を定める．

凝縮abel群の全射について考える．

命題 2.8.・ ・ ・→ Mn→ •..• M1 • M。,..• → Nn→ •..• N1 • N。を abel

群の全射な射影系とする． M ＝迦旦1n,N＝胆｝Nnとし，それぞれに射影極限位
n n 

相を入れる（ただし各 Mn,Nnには離散位相を入れる）．このとき連続全射開写像

f:M→ Nに対して，t：M→l'iは凝縮abel群の全射になる．より強く，任態の副

有限空間Sに対して， M(S)→l'i(S)が全射になる．

証明 In=Ker(M→ Mりとおく．このとき Inのfによる像JnはNの開部分群

になる．さらにfの連続性より，Jnは0の基本近傍系をなす．さて副有限空間 Sと

連続写像g:S→ N をとる．まず連続写像 h1:S→ M をIm(!o h1 -g) cみと

なるように取れる．すると連続写像加： S → hをIm(!o h2 + f o h1 -g) cみと

なるように取れる．以下これを繰り返し，連続写像加： S → In」を得る．このとき

h=L加： S→ M という連続写像が定まり，これはfoh =gを満たす． ロ
n 

例 2.9.V, W をBanachQp加群，f:V→ W を連続全射ら線型写像とする．こ

のとき開写像定理より，［：y→庄は凝縮，：加群の全射となる．

Aを凝縮環とする． Mod'.;fndの射影対象を求めたい．

定義 2.10.副有限空間 Sがextremallydisconnected spaceであるとは，任意の副

有限空間 Tと全射連続写像f:T→ Sに対して，連続写像g:S→ Tであって

fog= idsとなるものが存在することをいう． Extremallydisconnected space全体

のなす圏を Extと書く．

例 2.11.集合Tに対し， Tを離散空間とみなし Stone-Cechコンパクト化して得られ

る空間f3(T)はextremallydisco皿 ectedspaceになる．

Extremally disconnected spaceの定義から直ちに次の補題を得る．

補題 2.12.Extremally disconnected space Sに対して，関手Mod図ond→ Ab; M → 

M(S)は完全関手である．
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定義 2.13.副有限空間 Sに対して，前層T→A(T)瞑C(T,S)の層化を A[S]と書く．

命題 2.14. 1.副有限空間 S と凝縮 A 加群 M に対して，自然な同型

HomA(A[S], M)竺 M(S)が存在する．特に補題 2.12より Sが extremally

disconnected spaceの場合， A[S]はModAndの射影対象となる．

2.凝縮 A加群の族 {A[S]}(Sはextremallydisco皿 ectedspace全体を動く）

は ModAndの生成集合である．つまり，凝縮 A加群の射f:M → N に
対し，任意の extremallydisconnected space Sに対し HomA(A[S],M)→ 
HomA(A[S], N)が同型になるならば，fも同型になる．

3.副有限空間81,S2 に対して，自然な同型 A[S1] ⑭AA[S叶~ A[S1 X S2]がある．

証明（1)は A[S]の定義から直ちに従う．（2)は任意の副有限空問 Tに対して，

j3(T)→ Tという extremallydisconnected space f3(T)からの全射が存在すること
から従う．（3)は前層 Tr--+ A(T)瞑C(Tふ） （i = 1, 2)の前層としてのテンソル積が

T →A(T)①C(T,S1 xS2)になることから従う． ロ

さて位相ら加群の問題に戻る．導入で述べた問題のうち，余核や余極限に関する

問題は，凝縮，：加群の圏 Mod筐ndにおける余核や余極限を考えることで解決する．
しかしテンソル積についてはまだ問題が残っている．圏Mod塁ndにおけるテンソル積
は欲しいものにならないのである．この問題を解決するためにソリッド加群というも

のを導入する．

定義 2.15.副有限空間Sに対して，凝縮旦加群Z■[S]を， Sを有限集合の射影極限

S=皿ふとして表し， Z■［S]＝杷直；［S刈と定める．これは S＝担りふという表

記の選び方によらずに定まる．また構成より自然な射乙［S]→Z■[S]がある．

注意 2.16.Z■[S]は最近ではZ□[S]と書かれることも多い． ここでは，［Sch19]での

記法に合わせた

定義 2.17.凝縮abel群M がソリッドであるとは，任意の extremallydisco皿 ected

space Sに対して Hom(Z■[S],M)→Hom（i[S],M)が同型になることをいう．ソ
リッド凝縮abel群のことを Z■加群ともいう． Z■加群のなす圏を Modz■と書く．

また凝縮環Aに対して，凝縮A加群M がソリッドであるとは， M が凝縮abel群と

してソリッドになることをいう．ソリッド凝縮A加群のことを A■加群ともいう．こ

れらのなす圏を ModA■と書く．
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注意 2.18.A■加群という言い方はやや非標準的である．正確に書くならば (A,Z)■

加群と書くべきであるが，ここでは略記を採用している．

次の定理は，凝縮数学の基礎理論の中で最も難しいものの一つである．ここでは証

明をせず結果のみ使う．証明は [Sch19]の5,6章を見よ．

定理 2.19. 1.部分圏Modz■c Mod崖ondはabel部分圏になる．さらには，極限，

余極限，拡大について閉じている．

2.副有限空間 Sに対して， Z■[S]は Z■加群になる．また Z■[S]はabel圏

Modz．の射影対象になる．

3.凝縮Z■加群の族{Z■[S]}(Sはextremallydisco皿 ectedspace全体を動く）

はModz．の生成集合になる．

4.包含関手Modz■→Modrndは左随伴関手

—露Z■ :Mod呈ond → Modz■

を持つ．この関手をソリッド化関手という．このとき副有限空間 Sに対して，

自然な同型皇[S]®~ Z■竺 Z■[S]が存在する．

5.圏Modz．には次を満たすテンソル積ー Rz■ーがただひとつ定まる．

•任意の凝縮 abel 群 M, Nに対して，自然な同型

(M 宣 Z■) 露．（N®~Z■）竺（M泣 N) 露 Z■

が存在する．

特に副有限空間ふ， S2に対して， Z■[S』Rz■Z■[S2]竺 Z■[S1X品］となる．

注意 2.20.ソリッド Z■加群M,N に対し， M 露． N~ (M露 N)露 Z■とな

る．また Hom乙(M,N)は再びソリッドになる．

定義 2.21.ソリッド凝縮環とは凝縮環 Aであって，凝縮 abel群としてソリッドに

なるものを言う．このとき Aは対称モノイダル圏 Modz■の環対象と思える．また

Modz．における A加群のなす圏は， ModA■と圏同値になる．それゆえ ModA■に

はテンソル積が定まる．これをー RA■ーと書く．

注意 2.22.ソリッド凝縮環 Aをとる．このとき凝縮 A加群 M に対し， M のソ

リッド化 M 露 Z■には自然に A加群の構造が定まる (A加群の構造を定める射

A露 M→M のソリッド化を考える）．これを用いると， A■加群M,Nに対して，
MへNはM 幻 Nのソリッド化として計算できることがわかる．
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このテンソル積がなぜ良いのかを解説する．

える．

そのためにまずZ■[S]の別の記述を与

定理 2.23.副有限空間 Sに対して，

Z■[S]竺II乞が存在する．
ある集合 Iが存在し，（非標準的な）同型

I 

証明． Sを有限集合の射影極限S=担pふとして表す．また位相空間 Tに対して，

C(T,Z)でTから離散空間zへの連続関数のなす abel群を表す． C(T,Z)には離散
位相を入れる．このとき凝縮abel群の同型

Z■[S] ~四i[s刈
入

竺胆Hom沢(C(S入，Z）,Z)
入

竺Hom叫四C(S入，Z）,Z)
入

竺Homび(C(S,Z),Z)

が存在する．これより， C(Sこ）が自由 Z加群になることを証明すればよい（注意

2.6より， C(S,Z)~ Z①Iならば， C(S,Z)~（乙）①I となることに注意せよ）．これは

[Sch19, Theorem 5.4]より従う． 口

系 2.24.任意の集合Jに対して， II皇はZ■加群になる． さらにはabel圏Mod;z■
J 

の射影対象になる．

証明副有限集合s,集合I,同型Z■[S]竺II旦をとる．このとき Sの濃度を十分
I 

大きくとることで， Iの濃度はJの濃度以上としてよい．するとII置はZ■[S]の直
J 

和因子になるので示された． 口

定理 2.25.集合I,Jに対して自然な射II乞露．II乙→II辺は同型になる．
IxJ 

証明．証明のアイデアのみ述べる．詳しくは [Sch19,Proposition 6.3]を見よ．ま

ず，副有限集合 S,Tであって Z■[S]竺II芦， Z■［T]竺II置となる場合に帰着
できる．．このとき Z■[S]@z■ Z■[T]竺 Z■[SxT]となる．一方で，

Hom“(C(S X T,Z),Z)と， C(S,Z)露 C(T,Z)竺 C(Sx T,Z)より，

II乞を得る．以上で示された．
IxJ 

Z■[S x T]竺

Z■[SxT]竺

ロ
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3 ソリッドQp，■加群

以下ではソリッド凝縮召加群，ソリッド凝縮gど加群を ZP，■加群，Qp，■加群とい

い，これらのなす圏を Mod互■，Mod匂 ■と書く．これらの圏におけるテンソル積を

計算したい．

補題 3.1.Abel群の完全列

0→ Z[[T]]←f Z[[T]]→Zp→ O 

は凝縮abel群の完全列

0→ Z[[T]]仁gZ[[T]]→召→ 0

を定める．ただし Z[[T]]にはT進位相を入れている．

証明． x(T-p): Z[[T]]→ Z[[T]]が閉埋込になっていることと，命題2.8より容易に

従う． 口

補題 3.2.(0→ム→ Mi→凡→ O)iEJを凝縮abel群の完全列の族とする．このと

きこれらの直積

0→ IIム→IJMi→ IINi→ O 
iEI iEI iEJ 

も完全列になる．

証明．IJMi→ IINiの全射性が問題である．これは副有限空間 Sと副有限空間か
iEI iEI 

らSへの連続全射写像の族 (Pi:Si→ S)iEIに対して，ある副有限空間 Tと連続写像

T→ Sであって， T→ SがT→ Si-4 Sと分解するようなものが取れるのでよい
（例えばT=IIふとすればよい）． ロ

iEI 

命題 3.3.集合Iに対して， 自然な射

五露． II乞→ II五
I I 

は同型になる．

証明．定理2.25と補頗3.1より完全列

IIZ[[T]l□IIZ[[T]]→丑Rz■II芦→0
I I I 



20

を得る．一方で補題3.2より，

0→ I1Z[[T]]仁grrZ[[T]]→I1五→ 0
I I I 

という完全列も得られる． これより主張を得る． 口

系 3.4.集合IとJに対して自然な射IIろ虚％，・IIろ→II五は同型になる．
I J IxJ 

証明定理2.25と，命題3.3より従う． ロ

さて集合 I に対して， 5直pで〶直pをp進完備化したものを表す．また I が可算集

合のとき，均＝ ｛（ai)iEI E IT Z:<:::o I各n20に対して ai'.Snとなるiは高々有限個｝
I 

とおく．また成分ごとの順序によって，功を順序集合とみなす．すると ~I は有向集

合になる．

次の二つの補題は簡単に証明できる．

補題 3.5.Iを可算集合とする．このとき自然な写像 也BIIP“召→ ＄直pは同
伽）E幻iEJ

型になる．特にら直pは ZP，■加群になる (ZP，■加群rrpaiろ2の余極限として書け
iEJ 

るため）．

補題 3.6.可算集合 I,Jに対して，写像均 X~J→均x J; ((a』iEI,(bj)jEJ)→ 

(ai + b加，j)EixJは共終写像 (cofinalmap)になる．

これらと系 3.4より次を得る．

定理 3.7.可算集合I,Jに対して，自然な射

命心筑，■ら心→らIXJZP

は同型になる．

注意 3.8.一般に集合Iに対して合乙p竺胚[5旦pが成立する．ただしJは可算な
JCI 

部分集合全体を動く．これを用いることで，定理3.7における可算集合という仮定を

外すことができる．

次にQPを考える．集合Iに対して，釦(Qp=釦Z叶1/p]とおく．位相はら直pC

句Qが開集合になるように定める．これは Banach(Qp加群になる．逆に任意の

Banach (Qp加群Vに対してある集合Iが存在して， V竺釦QP となる．
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補題 3.9.集合Iに対して，恥QPはソリッドである（特に任意の Banach(Qp加群V

に対して，yはソリッドである）．さらに自然な射5直pRzp，■9：→恥らは同型に
なる．

証明．まず凝縮 abel 群として， 99竺迎託五凸召~...)となることに注意する．

よって一般に勾■ 加群 V に対して， V芦五99弓也~(V ~ V ~ ・・・)となる．右辺は

ソリッド凝縮abel群の余極限ゆえソリッドである．これより V魯五92竺VRzp，■9:
を得る．一方で，ら心p竺也臥ら直p凸合直p凸．．．）という同型がある．以上より

主張を得る． ロ

この補題と定理3.7（とその後の注意）より次を得る．

定理 3.10.集合I,Jに対して，自然な射

恥Qp豆，■5心→合IxJ(Q)p

は同型になる．

系 3.11.Banach (Qp加群V,W に対し，自然な射

と筑，■圧→ V蕊PW

は同型である．ただし V0QpW はBanach(Qp加群の完備テンソル積である．

例 3.12.Sを副有限空間， VをBanach(Qp加群とする．このとき S上の Vに値を

持つ関数のなすQp加群を C(S,V)と書く．これは上限ノルム (supnorm)により，

再びBanachら加群になる．対応するQp，■加群C(S,V)は， T→ C(Sx T, V)で

与えられる．よってふ，■加群C(S,V)はHom全（ふ，■［S],V)と同型である．

次の命題は，次の章で用いる．

命題 3.13.Banachら加群 Vから定まるふ，■加群yは平坦である．つまり関手

—®叫■ 1:::: Modら，■→ Mod島，■は完全関手になる．

証明．証明は略．［RJRC22,Lemma 3.21]を見よ． ロ

4 降下理論への応用

この章では前の章までの結果が [Mik25b]でどのように使われているかを概説する．

以下kをQPの有限次拡大体， Koo=K((p=）をp進円分拡大体,KをKの代数閉包
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とする．さらに GK=Gal戊／K),HK= Gal（衣／K00),rK = Gal(K00/K)とおく．

7rb ER~ を（討）＃／p E 0~ となるようにとる．さて YR'=Spa(W(OR')) ¥ {p厨]}
Koo 

とadic空間を定める．これにはGKが作用し，さらにはFrobenius自己同型¢:Y万→

Y衣も定まる． x万＝粒／'Pzとadic空間を定める．これを Fargues-Fontaine曲線と
いう． x万にも伍が作用する．衣の代わりに Kooを用いて同様の構成をすること
により， XK00を定めることができる．これには「Kが作用する．

（連続）伽同変な XK上のベクトル束のなす圏を Vect図;,rK同変な XKoo上の
ベクトル束のなす圏を Vect閲~00 とおく．［FF18] で調べられているように， GK の有

限次元ふ線型空間への表現のなす圏 RepQp(GK)はVect尉；に埋め込むことができ

る．それゆえ GK同変な XK上のベクトル束は GKのp進表現の一般化と呼べるも

のになっており，p進Hodge理論で重要な対象である．この章の目標は次の定理の証

明を概略することである．

定理 4.1.XK→ XK00に沿った引き戻しは，圏同値 Vect恥00c:::: Vect迄を誘導

する．

この定理自体は [FF18]においてすでに示されているが，凝縮数学を用いて定式化を

することで， XK→ XK00を底変換したものに対してもこの定理を一般化できるよう

になるというメリットがある．この一般化はp進Galois表現の族について考えるとき

に有用になる．ここでは簡単のため，底変換をしていない場合にのみ解説する．詳し

くは [Mik25b]を見よ．

正の整数 r< s に対して， B~sl = W(O衣）〈［が］／Pr,Pツ［が］〉［1/p],Bビ＝
W(OK00)〈田］／Pr,Pツ［討］〉［1/p]とおく． Spa祠炉の開部分空間 Spa祠げ，

SpaB誓を Frobenius射<p:Spa Bif1l与 SpaB計を用いて同一視することで，
XKは得られる．同様の表記がXKooに対しても存在する．これより次を示せば十分

である．

定理 4.2. 係数拡大関手®酌直誓は圏同値 Vect仇，~ c:::: Vect鷹~s] を誘導する．た
KOO BKOO 

だし， Vectりk は半線型な連続GK作用付きの有限射影科：s]加群の圏， Vect竺K
B誓 B応］

は半線型な連続丘作用付きの有限射影B岱：］加群の圏である．

さて記号を簡単にするために R=B岱~, s = B四s]とおく．これらは Banach
K 

(Qp-algebraである．次の補題は [FF18,Proposition 11.2.15]より従う ([Mik25b,

Proposition 2.11, Proposition 2.12]も見よ）．
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補題 4.3. 1.ある集合Iに対して，同型S竺（己IQp)§QP Rが存在する．

2.自然な同型S@RS竺C(Hx,S);xR釘→(g→xg(y))が存在する．

さてこの命題を凝縮数学を用いて解釈しよう．まず系3.11より，g竺（命IQp)R心・

Bである．よって命題3ぷ｝より， SはR■加群（ソリッドB加群）として平坦であ

る．また Sの表記より，gはBを直和因子として含む (Iは空集合ではない）．よっ

て且はR■加群として忠実平坦である．すると通常の忠実平坦降下と同様に次を証明

することができる．

命題 4.4.圏 ModR■は， S■加群M と降下データ

MRs.山（砂R■S)竺 MRs．心（砂R■fi)

の組のなす圏と圏同値である．ここでiぃg→fi RR■fi_; X → X Q91,砂： 5→ 

S辱．fi_;X→ lRxである．

注意 4.5.上で出てくるテンソル積は全て対称モノイダルabel圏Modz■のテンソル

積から定まっていることに注意する．

次に降下データの記述を良い記述を与えよう．まず補題4.3の同型のもと，釘，砂は

それぞれi1:S→ C(Hx, S); x→(g→ x), i2: S→ C(Hx, S); x M (g→g(x)) 

に対応する． M をBanachS加群とする（位相 S加群であってQ加群として

Banachになっているもののことを指している）．このときi1:S → C(Hx,S)は

ふ→ C(Hx,(Qp); x→(g→x)の係数拡大として得られることに注意すると，

M Rs■,ii C(Hx, S)戸 C(Hx,M)

を得る．次に砂は行と l:C(Hx,S)与 C(Hx,S);f→(g→g(J(g)))の合成とし

て得られることに注意すると，

M Rs■,i2 C(Hx, S)竺心(Hx,M)

を得る．ただしにC(Hx,M)は， C(Hx,S)加群C(Hx,M)をバこよってC(Hx,S)

加群とみなしたものである．さて d:C(Hx,M)→し＊C(Hx,M)という C(Hx,S)

加群の射を考える． これは随伴によって S加群の射d':M →ぃC(Hx,M)と対応す

る．これはさらに随伴によって連続写像 d/1:HK XM→ M と対応する．さらにこれ

により，降下データ dと， S半線型な連続HK作用 dl/:HK XM→ M が一対ーに

対応することがわかる．まとめると， BanachS加群M に対し， M の降下データは

s半線型な連続HK作用 HxxM→ M と対応する．さらに S半線型な連続HK表
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現 M は，命題4.4の圏同値により MHK （これはBanachR加群）と対応することも

わかる．逆に BanachR加群Nに対して，凡RR■§竺 NるRSが補題4.3(1)から

わかる．

以上をまとめて次を得る．

定理 4.6.Banach R加群の圏 BanRは，半線型な連続 HK作用付きの BanachS 

加群の圏 Ban炉と圏同値になる．圏同値は BanR→ Banダ庄 N → NRRSと
Ban炉→BanR;M → MHKで与えられる．

さらにこの定理から次も従う．

系 4.7.半線型な連続 rK作用付きの BanachR加群の圏 BanぶK tま，半線型な連

続GK作用付きの BanachS加群の圏 BaniK と圏同値になる．圏同値は Ban炉→
Ban炉； N→ N辱 SとBan炉→Ban信 M → MHKで与えられる．

定理4.2の証明系 4.7より， BanachR加群M に対して， M翫 Sが有限射影s
加群ならば， M も有限射影R加群であることを示せば良い．ここでは証明の方針の

みを紹介する．まず双対BanachS加群Homs(M函心，S)には自然に連続な半線型

HK作用が定まる．これに対応する BanachR加群を N とする．すると NがM の

双対になることが証明できる．正確には凡が対称モノイダル圏 ModR■におけるM

の双対になることが証明できる（詳細は略．命題4.4の圏同値がテンソル積を保つこ

とから証明できる）．このことから M が有限射影R加群であることがわかる． ロ

注意 4.8.上と同じ議論で，Qp→らに沿った降下も証明できそうであるが，

これは成立しない（らはQPの代数閉包Q；の完備化）．問題は CP§QP Cp竿

C(Gal（図／ふ），ら）となることである．これが成立しない理由は， R→ Sと異なり

Qp →らが「almost副有限etale」ではないからである．

最後にいくつか補足をする．

•係数がQpでない場合

Aをふ，■代数とする（凝縮g」U数であって凝縮abel群でソリッドになっているも

ののこと）．ここではAとしてはBanach(Qp代数から定まるもののほか， ~[T] のよ

うな代数（このような環を relativelydiscrete,万algebraと呼んでいる）を考えてい

る．このとき， RR心■A→ SRふ，■Aに対しても，命題4.4は成立する．降下デー

タの記述について考える．上の例では Banach(Qp加群を用いていたが，一般の場合
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は核型 A■加群（nuclearA■-module)に対して，降下データを具体的に記述できる

([Mik25b, Lemma 1.40]).難しい点はA■加群M が双対を持つならば， M は有限射

影加群になる（ここではある nE Z2".oに対して Anの直和因子になることと定義する）

ことを示す部分である． AがBanach(Qp代数から定まるときは， Aが恥edholmに

なる，つまり導来圏D(A■)の双対可能な対象がperfectcomplexになるため，このこ

とは容易に証明できる ([And21,Theorem 5.50]). A=  ~[T] などのときは，残念な

がら AはFredholmにはならないが，うまく工夫をすることで証明できる ([Mik25b,

Theorem 1.24]). 

• Deperfection 

丘同変な XK00上のベクトル束を Robba環上の (¢,rK)加群に降下することができ

ることが一般に知られている．この降下は，［Ber16,Por24]によって， rk作用に関す

る局所解析的ベクトルを取る操作と密接に関係することが示されている．［Mik25b]で

は，この観察に基づき，［RJRC22,RJRC23]において導入されたソリッド局所解析的

表現（局所解析的表現を凝縮数学を用いて捉えたもの）を用いて，上の結果を族の場

合に拡張している．「K 同変な XK00上のベクトル束のコホモロジーと， Robba環上

の (¢,rK)加群のコホモロジー（これは Herrcomplexを用いて定義される）の間の

同型も証明することができる．

•コホモロジーの有限性と双対性

筆者の別の論文 [Mik25a]において，（ゃ，r幻加群の族のコホモロジーの有限性と双対
性を証明したこれは [KPX14]での結果（ここではアフィノイドQp代数上の族に対

してのみ示されていた）の一般化を与えている．証明においては，ソリッド Pスタッ

ク上の準連接層に対する sixfunctor formalismが本質的な役割を果たしている．

では詳細を省略する．
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