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固有な距離空間に対して，その Higsonコンパクト化より小さい距離化可能なコンパク

ト化を粕コンパクト化という．例えば，固有かつ測地的な Gromov双曲空間の Gromovコ

ンパクト化は粗コンパクト化である．この Gromovコンパクト化は Gromov積を用いて

定義できる本稿では，論文 [3]に基づき，与えられた固有距離空間の粕コンパクト化たち

と"l対 1対応”するにように Gromov積を一般化できることを紹介する．

1 粗コンパクト化と Gromovコンパクト化

距離空間が固有であるとは，任意の有界閉集合がコンパクトであるときをいう．固有な

距離空間に対して定まる粗不変なコンパクト Hausdorff空間として， Higsonコロナと呼

ばれる Higsonコンパクト化の境界（剰余）がよく知られている ([8],[9]). 

定義 1.1.(X, d)を固有な距離空間とする.x上の有界連続関数f:X→ CがHigson
関数 (Higsonfunction, slowly oscillating function)であるとは，任意の s>Oと

任意の R>Oに対して， Xの有界集合Bが存在して「x,x'EX¥Bかつ d(x,x') < R 

ならば lf(x)-f(x')I < s」が成り立つときをいう. (X,d)上の Higson関数全体のな

すC*環を仇(X)で表す.Gelfand-Naimarkの定理によって， X のコンパクト化 hX

であって， hX上の複素数値連続関数全体のなす C*環 C(hX)が仇(X)と同型である



105

ものが存在する． このコンパクト化 hXを (X,d)のHigsonコンパクト化 (Higson

compactification)といい， hXの境界 hX¥Xを(X,d)のHigsonコロナ (Higson

corona)という．

2つの距離空間 (X,d)と(Y,p)が粗同値 (coarselyequivalent)であるとは，次の 2

条件を満たす（連続とは限らない）写像f:X→Yが存在するときをいう．

(1)単調非減少な 2つの関数 p→P+: 民2':0→恥2':0が存在して， lirnt→ooP-(t) = ooか
っ，任意の x,x'EXに対して

p_(d(x, x'))::; p(f(x), f(x'))::; P+(d(x, x')). 

(2) Y = UxEX Bp(f(x), S)を満たす S>Oが存在する．ここで， Bp(f(x),S) = {y E 

Y: p(f(x), y) ::; S}である．

2つの固有な距離空間 (X,d)と(Y,p)が粗同値であれば，それらのHigsonコロナ hX¥X

とhY¥Yは同相である ([8,Corollary 5.12], [9, Corollary 2.42]). この意味で， Higson

コロナは粗不変なコンパクト Hausdorff空間である．一方，非有界かつ固有な距離空間の

Higsonコンパクト化は可算離散空間 NのStone-Cechコンパクト化(3Nを部分空間とし

て含むため ([7,Theorem 3]), 一般に距離化可能でない．そのため，粗コンパクト化とよば

れる Higsonコンパクト化より小さい距離化可能なコンパクト化を考えることがある．

定義 1.2.固有な距離空間 X に対して，その Higsonコンパクト化より小さい距離化可

能なコンパクト化，すなわち，連続写像 f:hX→Xが存在して， fのXへの制限写像
f区がX の恒等写像 idxと一致する距離化可能な X のコンパクト化Xを粗コンパク

ト化（coarse compactification)という．粗コンパクト化 Xの境界 X¥Xをコロナ

(corona)という．

粗コンパクト化の代表例として，固有かつ測地的な Gromov双曲空間の Gromovコ

ンパクト化 ([5,1.8])が挙げられる.Higson-Roe [6]は，粗幾何学の中心的な予想であ

る粗 Baum-Connes予想が固有かつ測地的な Gromov双曲空間に対して正しいことを，

Gromovコンパクト化の境界を用いて証明したこのコロナを用いた粗 Baum-Connes予

想へのアプローチは，測地的な Gromov双曲空間や Busemann空間（従って CAT(O)空

間），およびsystolic複体を含む粗凸空間（例2.7参照）へ拡張されている [2].

Gromovコンパクト化は次で定められる以下，非負実数全休のなす集合を股20で表す．
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例 1.3.(X, d)を距離空間とし， xoEXとする．

1 
(x I Y)x。=2(d(xo, x) + d(xo, y) -d(x, y)), x, y EX  

で定まる 2変数関数 (・I・)x。:XxX→ 墨oを， Xoにおける Gromov積 (Gromov

product)という． 距離空間 (X,d)が Gromov双曲空間 (Gromovhyperbolic 

space)であるとは，ある 020が存在して，任意の x,y,zEXに対して

min{(x I Y)x0, (y I z)xo}さ(xI z)ぉ。＋ふ (1.1) 

が成り立つときをいう距離空間 (X,d)が測地的 (geodesic)であるとは，任意の

x,yEXに対して等長写像"Y:[O, d(x, y)]→ Xが存在して，"'f(O)= Xかつ1(d(x,y)) = y 

を満たすときをいう．

(X,d)を固有かつ測地的な Gromov双曲空間であるとし，（・ ・）x。を xoEXにおける

Gromov積とする．

Boo(X) = {(叩） E XN: (凸 Ix山。→ ooasi,j→ oo} (1.2) 

とし， Boo(X)における関係～を，（叩），(Yi)E Soo(X)に対して

（叩）～（防）←c} (xi I Y山。→ oo as i→ OO (1.3) 

で定める．距離空間 (X,d)がGromov双曲空間であることから，～は同値関係である.x

の無限遠境界AXをoX= S00(X)/ ~で定め， X=XUoXとおく .Xの位相を以下で

定めるまず， Gromov積 (・I・)x。を

(x I u),。~{心:l{~;;•;nr'.f二~x~I~:山。：（叩） E x,(y』Ey) ll x,11 E i!X, 
inf {lim infi→ oo(叩 IY)x。:（叩） EX} if XE ax, y EX. 

(1.4) 

によって (ooに値をとりうる） 2変数関数 (・I・)x。：天 xX→ [O,oo]に拡張する．各

nENに対して

Vn = {(x,y) E天 XX:(x I Y)x。>n} U {(x,y) EX  x X: d(x,y) < 1/n} (1.5) 

とおく．このとき集合族 {Vn: n EN}は集合 Xにおける一様構造の基底である.X

はこの一様構造によって位相が与えられるとする．このとき Xは距離化可能であり， X

は天の桐密な開部分空間である．さらに， Xが固有かつ測地的であることから，了の

コンパクト性が従う．この Xのコンパクト化穴を Gromovコンパクト化 (Gromov

compactification)という.Gromovコンパクト化は粗コンパクト化である ([9,§6.4], 

[4, Chapter 7]参照）．
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注意 1.4.Gromov双曲空間が固有かつ測地的であるという仮定は， Gromovコンパクト

化がコンパクトであるために必要である．実際， X=Xを満たす（固有でない）測地的か

つ非有界な Gromov双曲空間Xが[5,p.100, Counterexample]で与えられているまた，

Y = {O}UNとおき， Y上の距離むを m,nEYに対して

む(m,n) = { 0 if m = n 
m+n ifm-1-n 

で定めると，んはYの離散位相を生成する距離であり， 0における Gromov積 (・I.)。は

m if m = n 
(m I n)o = {。 ifm -1-n 

であるため，Y=Yである．

2 Gromov積の一般化

(X,d)をGromov双曲空間とし， (・I・)x。を点xoEXにおける Gromov梢とするこ

のとき，不等式 (1.1)が任意の x,y,zEX に対して成り立つような 8~0 が存在すると共

に， (・I・）の。は任意の x,yEXに対して次を満たす．

(x I Y)x0 ::::; d(xo, x), d(xo, x) ::::; 2(x I Y)x。+d(x, y). 

これらの条件の非線形版を満たす対称な 2変数関数として，次の概念を考える．

定義 2.1.(X, d)を距離空間とし xoEXとするこのとき，対称な 2変数関数 (・I.) : 
XxX→ 墨o;(x,y)c-+ (x I y)が次の 3条件を満たすとき， (・I・）を X上の前制御積
(pre-controlled product)とよぶ

(CPI)単調非減少な関数 Pl: lR20→罠20が存在して，任意の x,y,zEXに対して

min{(x I y), (y I z)}さP1((x I z)). 

(CP2)単調非減少な関数 P2:尺20→股20が存在して，任意の x,yEXに対して

(x I y)さ四(d(xo,x)). 

(CP3)単調非減少な関数 p3:股20X民;:::o→民;:::oが存在して，任意の x,yEXに対して

d(xo, x)'S p3((x I y), d(x, y)). 
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ここで， 2変数関数p3:R20 X股20→R20が単調非減少であるとは， s1:::; s2か
つtiさゎであるときに p3(s1,t1)さp3(s2,t2)であることを意味する．

例 2.2.Gromov双曲空間における Gromov積は前制御積である．

例 1.3と全く同様な方法で，前制御積をもつ距離空間の無限遠境界を定義できる．実際，

(X,d)を前制御積 (・I・)をもつ距離空間とする (1.2)式と同様に Boo(X)を定め， Boo(X)

における関係～を条件 (1.3)と同様に定めるこのとき，（・ 1・）が (CPl)を満たすことか

ら，～は同値関係である.xの無限遠境界axをaX= S00(X)/ ~で定め，天=XUaX

とおく.(1.4)式と同様に (・I・)をXx天上の関数へ拡張し， (1.5)式と同様に見を定

める．このとき， {Vn:n EN}はXにおける距離化可能な一様構造の基底である ([3,

lemma 2.6]). 以降，集合X は，この猜版によって定まる一様構造による位相をもつとす

るこのとき， XはXの桐密な開部分空間である ([3,Lemma 2.8]). 

注意 1.4により，空間Xはコンパクトであるとは限らない．天がコンパクトであるため

の必要十分条件について，次が成り立つ．

定理 2.3([3, Theorem 1.8]). (X, d)を距離空間とし (・I・)をX上の前制御積とする．

(・I・)によって上の方法で定まる空間 X(=XUaX)がコンパクトであるためには，距離

空間 (X,d)が固有であり，かつ (・I.)が次を満たすことが必要かつ十分である．

(CP4)単調非減少な関数 p4: 股20→股2。が存在し，任意の R2 0と xEX¥ 
瓦(xo,p4(R))に対して yE Bd(xo, p4(R))があって (xI y) 2 Rを満たす．

ここで， Bd(xo,p4(R)) = {y EX: d(xo, y)さp4(R)}である．

定義 2.4.条件 (CP4)を満たす前制御積を制御積 (controlledproduct)とよぶ．また，

距離空間 (X,d)が固有で（・ ・）が制御積であるとき，（・ ・）によって上の方法で定まる X

のコンパクト化X(=XUaX)を，制御積 (・I・)に関する (X,d)のGromovコンパク

ト化という．

例 2.5.測地的な距離空間における Gromov積は (CP4)を満たす ([3,Example 2.12]). 

従って，固有かつ測地的な Gromov双曲空間における Gromov稜は制御積である．

例 2.6.(X,d)を非有界かつ固有な距離空間とし， xoEXとする．関数 (・I・):XxX→ 
恥oを，各x,yEXに対して

(x I y) = min{d(xo,x),d(xo,Y)} 
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で定める．このとき， (・I・）は制御積であり，対応する Gromovコンパクト化は一点コンパ

クト化である ([3,Examples 1.6 and 2.13]). 

例 2.7.深谷ー尾國 [2]は，測地的な Gromov双曲空間や Busemann空間（従って CAT(O)

空間），およびsystolic複体を含む距離空間のクラスとして次の粗凸空間を導入し，固有な

粗凸空間に対して粗Baum-Cannes予想が正しいことを証明した．

定義 2.8. (X,d) を距離空間とし，定数入 ~1, k~0, E~1, C~0 と単調非減少な関数

0: 配o→墨oおよび（入，k)擬測地線分の族£ を固定するここで，写像'Y:[O, t,]→X 
が（入，k)ー擬測地線分（（入，k)-quasi-geodesicsegment)であるとは，任意の s,t E [O, t孔

に対して

1 

入
-It-sl -k S:: d('Y(t),'Y(s)) S:: 入It-sl + k 

が成り立つときをいう．次の 3条件が成り立つとき， (X,d)を（入，k,E,C,0,£)ー粗凸空間，

または単に粗凸空間 (coarselyconvex space)という．

(i)q任意の x,yEXに対して， "((0)= X かつ 1(t,)= Yを満たす"(E£ が存在する．

(ii)q任意の"/,TJ E£, t E [0, t,], s E [0, t,-,l, c E [0, l]に対して

d('Y(ct), TJ(cs)) S:: cEd('Y(t), TJ(s)) + (1 -c)Ed('Y(O), TJ(O)) + C. 

(iii)q任意の 'Y,TJ E£, t E [0, t,], s E [0, t,-,]に対して

It-slさ0(d('Y(O),TJ(O)) + d('Y(t), TJ(s))). 

(X,d)を（入，k,E,C,0,£)ー粗凸空間とする．点xoEXを固定し，

ら。={'Y E£: 1(0) = xo} 

とする.Dミmax{C+ 1, >..0(0) + k}を満たす定数 D > 0に対して，関数 (・I・)D: 
ら。 xら。→墨oおよび(・I・)D:XxX→ 墨oを次で定める ([2,Definitions 4.6 and 

4.11]). 

('Y I TJ)D = sup{ t E [O, min{ t,, t,-,}] : d('Y(t), TJ(t)) S:: D},'Y, TJ E£x0, 

(x I y)D = sup{("! I TJ)D:'Y,T/ E£x0, x = 1(t,), y = TJ(t,-,)}, x,y EX. 

このとき， (・I. 戸は制御積である ([3,Proposition 5.4]). さらに， (・I. 戸に関する X の

Gromovコンパクト化は，擬測地線による理想境界 Ox0X([2, Definition 4.4])を付け加
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えて定義されるコンパクト化 ([2,Proposition 6.6])と同値である ([3,Remark 5.6]). こ

こで， Xの2つのコンパクト化 c1Xとc2Xが同値であるとは，同相写像f:c1X→ c2X 
が存在して f「x=idxを満たすときをいう．

3 主結果

距離空間 (X,d)上の 2つの制御積 (・I.)と (・I・Yが粗同値 (coarselyequivalent)で
あるとは，単調非減少な2つの関数P-,P+:賊:::,o→罠:::,oが存在して， limt→oo p_(t) = 00 

かつ，任意の x,yEXに対して P-((xI y)) S:: (x I y)'S:: P+((x I y))が成り立つときをい
う．次が本稿の主結果である．

定理 3.1([3, Theorem 1.12]). 固有な距離空間 (X,d)上の制御積 (・I・）を（・ 1・）に関す
るXのGromovコンパクト化へ対応させる対応付けは， X上の制御積の粗同値類全体の

なす集合から Xの粗コンパクト化の同値類全体のなす集合への全単射を誘導する．

定理3.1は，以下の議論によって示される．

命題 3.2([3, Proposition 4.5]). 固有な距離空間 (X,d)上の制御租 (・I.)に関する

Gromovコンパクト化 X は粗コンパクト化である．

証明の概略．有界連続関数f:X→ Cが Gromov関数 (Gromovfunction)であ
ることを，任意の E > 0に対して Q>Oが存在して「x,yEXかつ (xI y) > Q 

ならばげ(x)-J(y)I < Eである」こととして定め， X上の Gromov関数全体のなす

C*環を C9(X)で表す．このとき X における Gromov関数は Higson関数なので ([3,

Proposition 4.2]), C9(X) c Ch(X)であるまた，関数f:X→ CがfE C9(X)を満
たすことと， fがGromovコンパクト化天上の連続関数へ拡張できることは同値である

([3, Proposition 4.3]). よって X上の複素数値連続関数全体のなす C*環を C(X)とす

ると， C(X)~C9(X) c Ch(X)竺 C(hX)ゆえ，連続写像g:hX→Xでg「x=idxを
満たすものが存在する（例えば， [1,Theorem 2.10]). 口

命題 3.3([3, Remark 3.2, Proposition 3.4]). (X, d)を固有な距離空間とする (・I・)と

(・I・）＇を X上の制御槙とし， X とX'をそれぞれ(・I・)と(・I・Yに関する XのGromov
コンパクト化とするこのとき，次は同値である．

(a)単調非減少な関数 P-:良20→lR20が存在して， limt→oo p_(t) = 00かつ，任意の
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x,y EXに対して P-((xI y)) :S (x I y)'である．

(b)単調非減少な関数 P+:股2'.0→罠2'.0が存在して，任意の x,yEXに対して (xI y)さ

四 ((xI y)')である．

(c)連続写像J:X→x'が存在して f「x=idxを満たす．

証明の概略.(a)⇒ (b). (a)を満たす P-に対して， limt→ooP-(t) = ooゆえ関数 P+:

応o→応oを四(t)= sup{s E応o: P-(s) :St}で定義できる．このとき， P+は (b)

を満たす単調非減少な関数である．

(a)⇒ (C). (b)が正しいとする.axを(・I.)に関する Xの無限遠境界とし， S:X,(X)
および～＇を，それぞれ (・I-)'に関する Gromovコンパクト化の定義で登場する点列の集

合と S:X,(X)における同値関係とする．このとき，任意の xE axと(xi),(yi) E X に対
して， (b)より (xふ(Yi)E S:X,(X)かつ（叩） ~'(Yi)である．よって写像J:X→X'を

f(x) = {~xi)]~, 
if XE  X, 

if (叩） EXE oX. 

で定義でき，さらに fが連続であることも示せる
ーーI

b⇒ a). 写像f:X→X を， f「x=idxを満たす連続写像とする．このとき， fが
一様連続であることを用いて「任意の R~O 対して SR> Rが存在して， x,yEXか

つ (xI y) >紐ならば (xI y)'> Rである」ことを示せる関数 P-:恥2'.0→恥2'.0を
p_(t) = sup{R E応o:紐<t}で定めれば， P-は(a)を満たす． ロ

命題3.3より次を得る．

系 3.4([3, Corollary 3.5]). (X, d)を固有な距離空間とする.(・I・）と (・I.)'を X上の

制御積とし，Xとx'を，それぞれ (・I.)と（・ ・）＇に関する XのGromovコンパクト化
とする．このとき (・I・)と(・I-)'が粗同値であるための必要十分条件は Xとx'が同値
なコンパクト化であることである

従って，固有な距離空間 (X,d)上の制御積 (・I・)を(・I・)に関する XのGromovコン

パクト化へ対応させる対応付けは， X 上の制御積の粗同値類全休のなす集合から X の粗

コンパクト化の同値類全体のなす集合への単射を誘導する．この単射が全射であることは，

次の定理より従う．

定理 3.5([3, Theorem 4.6]). 固有な距離空間 (X,d)の任意の粗コンパクト化 cXに対

して， X上の制御積 (・Iヂが存在して， cXと(・I・)cに関する Gromovコンパクト化天C

は同値なコンパクト化である．
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証明の概略.cXを固有な距離空間 (X,d)の粗コンパクト化とし， cXの位相を生成する

距離deと点xoEXを固定する．各x,yEXに対して

叫，y)= max { n E {O} UN: dc(x, y) S 2―n diam(cX)}, 

(x I Yt = min{d(xo,x),d(xo,Y),n(x,y)} 

と定める．ここで diam(cX)= sup{dc(z,w): z,w E cX}であるこのとき (・IfIまX
上の制御積であることが示せる.f)CXおよび天Cをそれぞれ(・ fに関する無限遠境界
とGromovコンパクト化とする．

任意の XEf)CXと（叩） Exに対して「nENかつ (xiI巧）c~n ならば de(叩，巧）さ

2-n diam(cX)」が成り立つので，点列（叩）はコンパクト距離空間 (cX,de)のコーシー列

であることから，ある点YxE cXに収束するここで，点 Yxは点列（叫） Exによらずx

によって決まり， Yx,f_ Xである．そこで，写像f:Xe→ cXを

f(x) = {:x if XE X, if (叩） EXE 8cX. 

定めれば， fは同相写像であることが確かめられ， Jfx=idxである．ゆえに， XeとcX

は同値なコンパクト化である． 口
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