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概要

本稿は超算術的解析に関する二種類の結果から構成される．一つ目は， ACAすを含意し叫帰納法公理を

含意しないような従属選択公理の新たな変種uniqueIIも (resp.~D-DCo と finite IIも (resp.~D-DCo に関す

る結果である．これらの理論が超算術的解析に属すことを示し，既存の超算術的解析の理論との含意関係を

調べた．もう一つは， W モデル反映公理を用いて定義できる理論のクラス RFN―1(ATRo)が超算術的解析

をある程度近似していることを示し，これと超算術的解析との類似性について調べた結果である．

1 Introduction 

Harvey Friedmanが 1970年中頃に創始し， StephenSimpsonが 1980年代にかけて発展させた逆数学とよ

ばれる研究プログラムは，数学の定理をその証明で要請される集合存在公理の強さによって分類し，代数や解

析といった分野の垣根を越えた定理の強さの尺度を定立した．実際に，古典的な数学の定理の大部分は二階算

術Z2の部分体系である RCA。から証明可能であるか，さもなくば RCA。上でWKL。,ACA。,ATR。,Ill-CA。の

いずれかと同値であることが示されている．この五つの理論は bigfiveと呼ばれるようになり，現在までに最

もよく研究されている二階算術の部分体系といって差し支えないだろう．

1980年代を中心とする逆数学研究の成長期には数多くの定理がbigfiveのいずれかの公理と同値であること

が証明されたが，一方で bigfiveのいずれとも同値にならない定理も数多く発見され，次第にそのような理論

も注目されるようになった．本稿で焦点を当てる超算術的解析 (hyperarithmeticanalysis)は，そのような

big fiveに属さない理論群の一種である．

定義（超算術的解析，［Mon06]Definition 1.1.）．以下両方を満たすL2理論Tを超算術的解析(hyperarithmetic

analysis)であるという＊1.

•各 X<:;;w に対し， X 上超算術的な集合全体からなる W モデル HYP(X) が T を充足する．

•T の w モデルは計算論的和と超算術的還元に閉じる．

1970年代を中心とする逆数学の最初期頃の研究では，点列の収束に関する定理 (SL)やボルツァノーワイ

エルシュトラスの定理の変種 (ABW)といった実解析の定理で超算術的解析に属するものが見つかっていた

[Fri75]．しかしこれらは実解析の定理ではあるのだが，その定式化において算術的論理式への言及があり，ロ

ジック風味の無い純粋な数学の定理と見なせるものではなかった． 1980年代に入り逆数学研究が活発になっ

てもその二つ以外で超算術的解析に属する数学の定理は見つからず，逆数学の波に乗れなかった超算術的解析

の研究はしばらく停滞していたと言えるだろう．

＊1この 2条件は各X<;;;wについて HYP(X)がXを含むT+RCAoの最小の wモデルであることと同値である．
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この状況を大きく変えるきっかけとなった出来事としては， 2006年， MontalbanがINDECとよぶ，超算術

的解析に属する純粋な数学的定理を発見したことが挙げられるだろう [Mon06]．また，彼は同論文で INDEC

以外にも 5つの超算術的解析の理論を導入しただけでなく， Steelが開発したtaggedtree forcing [Ste78]と呼

ばれる W モデルの構成手法をサルベージし，さらに二階算術の理論の分離に応用しやすくアレンジを施した上

でその新しく導入したいくつかの理論の分離を行ったそれ以来，超算術的解析の理論を taggedtree forcing 

によって分離する研究が盛んに行われるようになった．例えば最近の結果としては， JunLe Gohによる有

限選択公理の変種 (finite116-AC。*2) と△f-CA。の比較不能性証明が挙げられる [Goh23]．また taggedtree 

forcingの手法を用いる研究以外にも，同じく 2020年代には超算術的解析に属するグラフ理論の定理 (Halin

の定理）を発見したという論文が出版されている [BGS23]．これらのことから，若干の遅れは取りつつも超算

術的解析の研究は逆数学研究の一角をなすに至ったといえるだろう．

本稿で報告する超算術的解析に関する結果は二種類に分けられる．

一つ目は新たな強さを持つ超算術的解析の理論uniquerri-oc。とその変種を定義し，既存の超算術的解析

の理論との強弱関係を調べたものである． この理論は従属選択公理 (axiomof dependent choice)を二階算術

で定式化し，次のように二段階の弱化を施して得られる．まず考慮する論理式のクラスを算術的論理式 (IIi)

に制限することで 11i-DC。が定義される．それにある種の一意性の条件を課すことで uniquerri-oc。が得ら

れる． uniquerri-oc。は ACAiよりも真に強く， Ei-DC。ょり真に弱いことが簡単な議論で確かめられる．

また， Ef-AC。・ △f-CA。とは比較不能であるが， Ei-AC。に一意性の制約を付けた unique116-AC。とは適切

な数学的帰納法の下で同値であることを示した．この結果を足がかりに uniquerri-oc。の変種をいくつか導

入しそれらと既に知られている超算術的解析の理論との強弱関係を議論し，最終的に園 1の結果を得た．

二つ目は，超算術的解析の理論や含意関係を個別に調べるのではなく，超算術的解析をシンタクティカル

に近似する取り組みである． Tを二階算術の言語で書かれた理論として，“与えられた自然数の部分集合に対

し，それを含むT+ACA。の wモデルが存在する”を形式化した主張を Tのwモデル反映とよび， RFN(T)

と表記する．そして RFN(T)がATR。と同値である T全体の集合を RFN―1(ATR。）と表記し，これが超算術

的解析をある程度近似していることをまず確認する．具体的には，超算術的解析と RFN―1(ATRo)がインスタ

ンスの点で類似していることと，ある種の閉包性を共有していることを示す．次に RFN―1(ATRo)と超算術的

解析の関係性に関して二種類の問題を考える．それは，他にどのような類似性があるのかを問う問題と，逆に

どういった差異があるのか，という問題である．本稿では前者の類似性に関する問として葛文のインスタン

ス問題を扱う．これは，超算術的解析には叫文のインスタンスが存在しないことが知られていることから，

RFN―1(ATRo)にはそのようなインスタンスは存在するかを問うものである．これは完全な解決には至ってい

ないが，その部分的解決である特殊な 11↓文については主張が成り立つことを示した．後者の方向性の問とし

て， RFN―1(ATR。）と超算術的解析の対象差にどのような理論があるか，という問が考えられる．しかしこち

らは自明な理論以外は見つかっておらず本質的に未解決である．

本稿で用いる二階算術に関する基礎的な定義や記法は [Sim09]に準拠している．特に， 11,VII,VIII章を参照

してほしい．

*2 Gohの論文や他の文献ではfiniteEl-ACoと表記されている．
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図1Tから Sへ二重矢印が伸びていることは RCA。でTから Sが証明できることを意味する．一本矢

印はそれに加えて逆が証明できないことを意味する．破線は比較不可能，つまり RCA。上どちらを仮定し

てももう一方を証明できないことを意味する．カーブした点線矢印がTから Sに伸びていることは，姻切

にkEwをとることでT+ (~i+i論理式に関する帰納法）から S が証明できることを意味する．

2 超算術的解析に関する基礎的な概念と先行研究

1970年代を中心とした超算術的解析の最初期頃の研究では主として上から 4つ目までの公理（図式）が研

究対象であった．一番下の」1は [Mon06]で導入された．

刃t-DC: VXコYcp(X,Y)→コYV叩 (Y叫Yn) where cp E叫
Et-AC : VnヨYcp(n,Y)→ヨZV叩 (n,Zn) where cp E叫

△}-CA: Vn位(n)⇔ゆ(n))→ヨ｛nl叫）｝ wherecp E叫，ゆ EII} 

unique II5-AC : Vnヨ！匹(n,Y)→ヨZ叩 (n,Zn) where cp E II5 

」|：VX位aE0刈(Vb<ox aヨHf）→ヨH灼l

例によって，これらに RCA。を足して得られる理論をそれぞれ下に 0をつけて表わす．ここで ACはAxiom

of Choiceを， JIはJumpIteration statementを表わす．

これらは上から下へ順に真に弱くなっていく．また上記のうち最も弱い J|。においても ACA。が含意される

ため，いずれの理論も ACA。を含意する．単純に上から下の含意を示すだけなら容易であるが，真に弱いこと

を示すためにはいずれも wモデルを構成する必要があり難しい＊3．

注意 2.1.unique II5-AC。はこれまで様々な文献でweakEt-AC。と表記されてきたしかし uniqueEt-AC。

は△t-CA。と同値であることが容易に確かめられる．したがって uniqueII5-AC。はunique刃t-AC。と本質的

に異なるにも関わらず，多くの研究者が多少の抵抗を覚えながらも両者を混同してしまう表記法に慣例として

従ってきたのだと思う．この表記法には特段有益な点も見つからないため刷新するべきだろう．

*3 ~i-DCo と叫i-ACo を分離する W モデルは W モデル不完全性 ([Sim09] Theorem VIIl.5.6)を用いて比較的容易に存在が証明
できる．それ以外は全てtaggedtree forcingと呼ばれる手法でモデルを構成する．
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よく知られているように， II~-AC。 =WKL。，江g-AC。 =ACA。, II息AC。三 :E}-AC。である＊4.そのunique

版が次である．

命題 2.2.uniquer-AC。について次が成り立つ．

1. unique II~-AC。三 WKLo(folklore?)

2. unique :Eg-Ac。三 ACA。

3. unique rrg-AC。三 uniqueII5-AC。

証明． I.uniqueII~-AC。卜 WKL。を示せば十分．そのために，以下では unique II~-AC。 +-,WKL。で議論を行

いACA。を導くことで矛盾を示す．そこでヨt0(n,t)を先ほどと同様にとって固定する．ただし，最小性の条

件を課すことによって 0(n,t)なる tが存在するときにはその tが一意的だと仮定してよい．

まず -,WKL。からパスを持たない無限二分木TEをとる．このとき， nで添え字づけられたちょうど一つの

パスを持つ再帰的な木の列 {Tn}nENを次のように定義する．はじめに互について直感的に説明しよう． Tn

は，そのパス XE2NのX(O)E {O, 1}の値でヨt0(n,t)が正しいか否かを判定できるように作りたい．そのた

めに 0(m,t)を満たすtを探索する過程を木に写し取る．具体的には，そのような tをt= 0, 1, 2,…と探して

いくのだが，偽となりそうな間，つまり -,0(m,t)である間は 0000…という頂点を増やし続け，さらに〈1〉の

後ろにTEのコピーをはやしていく．その後0(n,t)を満たすtが見つかった場合は， 0000…及びTEのコピー

を生成するのを中断し， TEのコピーの高さ tで最も左にある頂点から再び0000…．と生やしていく．これは

昨が無限木，つまり各高さに少なくとも一つ頂点が存在することから可能である．以上を形式的に書いたも

のが次の定義である．

び ETn⇔ 

(Y =〈〉v[¥/l< lr,l(r,(l) = o) A ¥/l < Ir,|,0(n, l)] V [r,(O) = 1 A｛ヨT（6 = 1̂ TA 

[([¥/l < IT|→0(n,l) I¥ TE T叫） V （己s< ITl(0(n, s) I¥ T[s]＝びLM(t)inTE

I¥ ¥/t(s :St< ITI→T(t) = 0)))])}] 

ここでCY£M(t)inTEは在の高さ tにおける左端頂点を表す．

定義から而ヨ！X¥/k(X[k]E Tn)であるので，仮定により〈Xn〉nENで加(X叫k]E Tn)を満たすものがとれ

る． このとき{n I Xn(O) = 1} = { n I ::lt0(n, t)｝となっている．

2.容易． 3.[Suz24] Theorem 6. 口

命題 2.3.」|。と Et-DC。は超算術的解析である．また二つの超算術的解析の間の強さを持つ理論は超算術的

解析であるため， Et-AC。，△t-CA。,unique115-AC。も超算術的解析である．

注意 2.4.筆者が知る範囲では，明示的に公理の形で定義されている超算術的解析の理論 (+Et-IND)は全て

」|。から Et-DC。の間にある．

上記で導入した 5つの理論はそれぞれwモデルによって分離されている．その中に次の節以降で用いる w

モデルがいくつかあるため，それらの紹介と合わせて先行研究を紹介しよう．

定理 2.5([Wes77] Theorem 1.1). unique 115-ACoを充足し，△t-CA。を充足しないwモデルが存在する．以

後この wモデルを Mwと表記する．

定理 2.6([Fri67] 11.4 Theorem 2). Et-ACoを充足し， Et-DC。を充足しない wモデルが存在する．

＊4 ［鈴木 23]が詳しい．
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定理 2.7 ([Ste78] Theorem 4)．△t-CA。を充足し， Et-AC。を充足しないwモデルが存在する．

△i-CA。と Xi-AC。は次に示すようにより細かく分離されている．

次の形の図式に ACA。を付けた理論を Ilt-SEP。という．

→3n［心o(n)I¥心1(n)］→コX'vn(（心o(n)→ nEX)/¥ （か(n)→ nr/c X)) where心o，妬 EII} 

Et-AC。ト Ilt-SEP。卜△t-CA。しま容易に確認できる． この逆は成り立たない．

定理 2.8([Mon08] Theorem 3.1,Theorem 2.1)．以下がともに成り立っ．

1.ぶ-CA。を充足し， Ilt-SEP。を充足しないwモデルが存在する．

2. Ilt-SEPoを充足し， E}-AC。を充足しないwモデルが存在する．

定理 2.9([Mon06] Theorem 5.1).」|。を充足し， uniqueIIかAC。を充足しないwモデルが存在する＊5．

逆数学の最初期頃の文献 [Fri75]では数学的な二つの超算術的解析の理論が挙げられている．これらはクラ

スに算術的論理式に関する制限がついているため，今日では純粋な数学的定理とは認められていない．

定義 2.10(ABW, SL)．以下で収束や集稜点といった場合，位相としてはカントール空間を考えている．

次の主張を算術的ボルツァノ・ワイエルシュトラス (arithmeticBalzano-Weierstrass)よび， ABWと表記

する．

A(X)が有限個の解を持つ V{XI A(X)｝に集積点が存在する． where A(X) E 115 

ここで “A(X)が有限個の解を持つ’'はヨZヨm'vY(A(Y)いヨn< mY = An)の略記である．また ZこNが

{XI A(X)｝の集積点であるとは次が成り立つことをいう．

VnヨX[A(X)八Xc/=Z/¥X[n]= Z[n]] 

次の主張を点列極限系 (sequentiallimit system)とよび， SLと表記する．

Zが{XIA(X)｝の集積点→ Zに収束する Aの点列 {Zn}nENが存在する． where A(X) E 115 

ここで {Zn}nENがAの点列であるとは， 'vnA(Zn)が成り立つことをいい，それが Zへ収束するとは，次が

成り立つことをいう．

Vm」N'vn> N(Zn[m] = Z[m]) 

それぞれに RCA。を合わせた理論を下に 0を付けて表わす．

注意 2.11.Friedm皿が上記二つの理論を導入した 1970年代では二階算術の公理にすべての帰納法公理を付

けた理論を考えていた．そのため彼の論文では証明無しで SLが現代でいう Si-ACとRCA。+（すべての帰納

法）上で同値という記述がある ([Fri75]Theorem 2.1 *6)が，そこでは帰納法の制限に関しては考慮されてい

ないことに注意が必要である．また，その省略されていた二つの同値性の証明は Conidisが2012年に与えて

おり ([Con12]Theorem 2.1)，その論文では RCA。上で同値性が証明でき， Et-INDは使わずに示せると書か

れている．しかし証明の中では明示的に Et-INDを使っている箇所があるため (p4477,14行目），実際に帰

納法が必要か否かは不明であると言わざるを得ない．

Friedmanは他にも ABWとSLについての結果を述べているが証明は与えなかった． Conidisはそれらに対

してそれぞれ証明を与え，特に ABWについて詳細な分析を行った．

*5文献では，」1よりも強い理論を充足しない W モデルが構成されている．

*6 Friedmanの論文では叫t-ACではなく HACと書かれており，現代的な表記で書くなら△t-ACとなる．これらは RCA。上同値．
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定理 2.12([Con12] Theorem 2.1)．以下が RCA。+I:t-IND上で正しい．

・喜AC。→ SL

・喜ACo→ABW
• SL→I:t-AC。
• ABW→unique II5-AC。*7

ABWとSLの導入から 40年空いて，ついに Montalbanが純粋な数学の定理で超算術的解析に属するものを

見つけた．それが INDECとよばれる，線形順序集合の分解不可能性に関する定理である．本稿ではこの定理

の内容に立ち入らないため詳細は省略する．詳しくは [Mon06]を参照せよ．元となった定理は PierreJullien 

の1969年の博士論文にあるとされているが，筆者にはその文献は入手できなかった．

定理 2.13([Mon06] Theorem 2.2)．△!-CA。f-INDEC 

この INDECについて ltayNeemanが詳細な分析を行った．

定理 2.14([Nee08]). RCA。+均-IND卜△}-CA。→ |NDEC→ unique II5-AC。であり，さらにそれぞれ逆

は成り立たず， W モデルによって分離される．

さらにNeemanはINDECから uniqueII5-AC。を導く際に， Ei-INDが不可欠であることを示した ([Neell]

Theorem 1.1). 

これまで見た結果と以下に示す Conidis の結果から，△!-CA。と ABW が RCA。 +~!-IND 上で比較不能で

あることが容易に従う．

定理 2.15([Con12] Theorem 3.1, Theorem 4.1)．次が成り立つ．

• △!-CA。を充足し， ABWを充足しない wモデルが存在する．

• ABWを充足し， INDECを充足しない wモデルが存在する．

定理 2.16([Con12] Theorem4.7). Van Wesepが [Wes77]Theorem 1.1の証明で構成した W モデルM初は

さらに ABWを充足する．

3 従属選択公理の一意版

この説では以下の理論について議論する．

定義 3.1.下記のように，右側の論理式の全称閉包からなる公理図式にそれぞれ左の名前をつける．

uniquer-DC : VXコ！Ycp(X,Y)→コY加 (Yn,Yn) where cp E r 
uniquer-TDC : VXヨ！Ycp(X,Y) I¥ WO(Z)→ヨY'vaE field(Z)cp(Y尺％） wherecp Er 

そして例によって，それぞれに RCA。を足した理論を uniquer-DC。,uniquer-TDC。と表記する．

uniquer-DCはおそらく本稿が初出であるが， unique江}-TDCは [Riie02]で導入された．そこでは

weak刃}-TDCと表記されており，主として一意性の条件を外したバージョンである刃}-TDCの強さが調べ

られている． Riiedeは証明しなかったが， ATR。と unique~}-TDC。は同値である ＊8 . 手短に証明しよう．

*7 Friedmanはこの 4には言及していない．
*8例えば [Mic21]Corollary 2.12で明示的に青かれている．
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unique E}-TDCoは△}-TR。と明らかに同値である．また，［Sim09]Theorem V.5.1から ATR。と E}-SEP。

は同値であり，そこでの証明から即座に E}-SEP。と△}-TR。の同値性が従う．以上で ATR。二江—SEP。ニ

△t-TR。=unique Et-TDC。が得られた．以上を命題としてまとめておこう．

命題 3.2.ATR。三 Et-SEP。三△t-TR。三uniqueEt-TDC。

unique Et-DCはその形から，明らかに uniqueEt-TDC。，つまり ATR。から従う．同じ理由で Et-DC。

からも従う．また，よく知られているように Ei-DC。と ATRoは比較不能である．したがってその両方より

unique Et-DCは真に弱い．一方uniqueII5-DCではw回の Turingjumpの繰り返しが可能であるために，

ACA。と叫保存的である E}-AC。(cf.[Sim09] Theorem IX.4.4)からは証明されない．

uniquer-DCは通常のr-DCと同様に，次のように言い換えられる．

命題 3.3.rが均あるいはII}のとき次の図式が RCA。上同値である．

1. unique r-DC 

2. vxヨ！Y0(X,Y)→VAヨY(Y。=A八Vn0(Yn,Yn+1)) where 0 Er 
3. VnVXヨ！Y的(n,X,Y)→VAヨY(Yo= Al¥ V叫 (n,Yn, Yn+1)) whereゆEr

特にごつ目の言い換えから rがII5あるいは叫のときにuniquer-DC。卜uniquer-AC。が従うことが分か

る．よってuniqueII5-DC。と uniqueE}-DC。は超算術的解析である．また， uniquer-DC。f---uniquer-AC。

の逆は成り立たないが，適切な帰納法を加えることで逆も導ける．

補題 3.4.k E wについて次が正しい．

unique IIふAC。+Et-IND卜uniqueIIかDC。
unique喜＋1-AC。+Ei+1-INDf---unique Ei+1-DC。

証明．それ以外の場合も同様なので 0€ 均として証明する． VnXヨ！Y0(n,X,Y) を仮定し A を任意にとる．

以下の論理式をゆ(n,Z)とする．

z。=AI¥ Vi< n0(i, Z;, Z;+1) I¥ Vi> n(Z; = 0) 
羽帰納法の下で叫論理式は数の有界量化に閉じるので，ゆもまた叫である．よって叫帰納法により

而ヨZゆ(n,Z)が示せる．一意性は明らかなのでVnヨ！Zゆ(n,Z)が成り立つ．したがって uniqueE}-AC。に

よって解が構成できる． ロ

したがって uniquer-AC。と uniquer-DC。はその wモデルが完全に一致する．特にこのことから wモデ

ルM切を証拠としてuniqueIIかDC。<unique刃t-DC。が成り立つ．

4 従属選択公理の有限版

定義3.1で列挙した公理たちについて，その前件にある「ちょうど一つ」の箇所を「有限個」に書き換えた

公理も自然に考えられる．つまり，“ヨ nonzerofinitely many Xゆ(X)"を

ヨmヨXVY（ゆ（Y)⇔ヨn:S: m(Y = Xn)) 

の略記とし，定義 3.1に倣って finite「-DCなどを定義する．命題 3.3はこの有限版についても成立する．

finite II5-AC。は [Goh23]で導入され，その強さが調べられている＊9.本稽ではGohが構成した W モデルを利

用していくつかの理論を分離するため，まず以後必要となる Gohの結果の紹介からはじめる．

*9 [Goh23]においてfiniterri-AcoはfiniteE~-ACo と表記されていることに注意せよ．
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定理 4.1([Goh23] Theoreml.5). RCA。+:E}-IND+ ABWトfiniteIIかAC。

Gohも上の定理の直後で述べているように，定理2.16から次が成り立つ．

系 4.2.finite IIかAC。を充足し，△｝-CA。を充足しない W モデルが存在する．

定理 4.3([Goh23] Theoreml.3)．△}-CA。を充足し， finiteIIかAC。を充足しない wモデルが存在する．

この Gohの結果から特に finite115-AC。と△}-CA。が比較不能であることが分かる．

有限版についても，一意版と同様に finiter-DC。は finiter-AC。を導き，逆も適切な帰納法の下

で正しい．そこで必要となる帰納法公理は，“有限’'の表現を工夫することで一つ軽くできる．いま

ヨnonzerosubfinitely many Xcp(X)を nonzerofinitely manyを緩めた次の主張の略記とする．

ヨmヨXVY(cp(Y)→ヨnS m(Y=X叫）

命題 4.4.0を11ふゃを羽：十1論理式としたとき次が正しい．

RCA。+116-INDf-ヨnonzerofinitely many X0(X) f-+ヨnonzerosubfinitely many X0(X) 
RCA。+Xi+2-INDトヨ nonzerofinitely many Xゃ(X)⇔ヨ nonzerosubfinitely many X cp(X) 

特に， RCA。＋羽：＋2-IND上で“ヨ nonzerofinitely many Xcp(X)’'は羽＋2・

証明．ある m とX=〈Xn〉n:SmでW(cp(Y)→ヨnS m(Y = Xn))だったとする．このとき nによる帰納法

で次を示せる．

Vnsmコ6 E 2四iS n(u(i) = 1⇔ cp(Xi)) 

ここで得られるび€炉によって〈Xn〉n:Sm から¢の解とならないものを取り除くことができる． ロ

定理 4.5.任意の kEwについて次が正しい．

finite IIかAC。+EふINDトfiniteIIかDC。
finite :Ei+l -AC。+:Ei+rINDf-finite :Ei+i-DC。

証明．ゃ E均i+1について示す． VnVXヨnonzerofinitely many Y cp(n, X, Y)と仮定し Aを任意にとる．次

の論理式をゆ(n,Z)とする．

Z。=AI¥ Viく匹(i,Zi, Z;+1)/¥Vi> n(Zi = 0) 

羽+1帰納法の下で羽i+1論理式は数の有界量化に閉じるのでゆ E羽i+1である．したがって命題4.4から，

喜＋2-INDとそこから従う boundedIIi+1-ACoを用いることでVnコnonzerofinitely many Z1j;(n, Z)が確か
められる．

以上から Vn心(n,Zn)を満たす〈Zn〉nENがとれる．各Znは長さがn+lの有限集合列ではあるが，必ずし

もZnこZn+lという訳ではない．このような〈Z叫nENから求める無限列を構成するために，無限パスから求

める無限列を構成できるような添え字の木T<;;;;N<Nを次のように定義する．

有限列の列〈％〉nENと有限木の列〈Tn〉nENを次のように再帰的に定める．

Oo = （〉，0"1=〈1〉,T。=〈〉，T1= Ti。U{ T I T <;;;; 0"1 } = { 0"1}とする．いま nまでびnとTnが定まっている

とする． この証明中での記法として， Zn=〈Ao,Ar, Aふ…， A~ー1,A~) と表示した際，これを前 k+l で切っ

た〈A0,Ar,A~, …， A[＿1,A[〉を Zn 「 K と書く．

O"n+lを次のアルゴリズムで定義し， Tn+l= Tn U { T I T こ叩｝とする．
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〇．長さ nの互のパスを探す： ifZn+l「n= Zn then IJ'n+l = IJ'n ~<n+l>.else below. 

1.長さ n-1のTnのパスを探す：

1-0. if Zn+l「n-1= Zn「n-1 then IJ'n+l = an[n -1]~ <n+ 1,n+ 1〉else

1-1. if Zn+l「n-1 = Zn-1 then an+l = IJ'n-1 ~<n+ 1,n+ 1〉.elsebelow. 

2.長さ n-2の孔のパスを探す：

2-0. if Zn+l「n-2 = Zn「n-2 then an+ 1 =びn[n-2]~ <n + 1, n + 1, n + 1〉else

2-1. if Zn+l「n-2 = Zn-1「n-2then叫＋1=びn-1[n-2]~ <n + 1, n + 1, n + 1〉else

2-2. if Zn+l「n-2 = Zn-2 then 心＋1= びn-2~ 〈n+ 1, n + 1, n + 1〉elsebelow. 

3.長さ n-3のTnのパスを探す：

n -1.長さ 1の九のパスを探す：

n -1-0. if Zn+l「1= Zn「1then 和＋1= 叩[1]~ 〈n+ 1,…，n+l〉else

n -1-1. if Zn+l「1= Zn-1「1then an+l = O'n-dl]~ <n+ 1,...,n+ 1〉else

n -1-2. if Zn+l「1= Zn-2「1thenびn+l=和-2[1]~ 〈n+ 1,...,n+ 1〉else

n -1-n -1. if Zn+l「1= Z1 then Un+l = u1 ~ (n + 1,…,n+l〉.elsebelow. 

n. Tnのパスのどの始切片にも一致しなかったケース： ％＋1=〈l,...,n+1〉
、 v‘

n+l個

明らかに〈四〉nENと〈Tn〉nENは算術的に定義できる． T:= UnENねと定めると，仮定から Tは有限分岐

無限木である．よってケーニヒの補題から無限パス fがとれる．最後に， Wn= (ZJ(n))n = Al(n)で定める

列〈W砂nENがV叩 (Wn,Wn+l)を満たす． ロ

以上で示した結果と， DC系が ACAtを含意する一方で AC系は含意しないという事実を合わせることで

Introductionの図 1が描ける．

5 wモデル反映公理による超算術的解析の近似

ここでは 3節や4節で行ったような一つの理論と他の理論との関係性を見る視点から一歩引いて，超算術的

解析という理論のクラスが持つ構造を調べる．そこで超算術的解析の理論全体を HAで表わし，そこに含意関

係で順序を定めた前順序を (HA，:S)と表記する．

さて，まずは (HA，:S)の構造に関するよく知られている結果を三つ紹介しよう．

定理 5.1([Wes77] 2.2.2)．任意の TEHAに対し，それより真に弱く，さらに真に多くの wモデルを持つ T

計算可能な T'E社Aが存在する．

この定理から特に (HA,<)には無限下降列があると分かる．

命題 5.2.（HA,:S)は自明な最大限nxc;wTh(HYP(X)）を持つ．ただしここで Th(HYP(X))はW モデル

HYP(X)で正しい L2文全体である．

定義 5.3.cpはX1,…入五以外に自由変数がない論理式とする．このとき，次を RFN'Pと書く．

VX1,…，X心（ふ，…，Xn)

→ヨ codedwモデルM(X1,...,XnEM/¥M巨汎Xi,...,Xn)+ ACAo)) 

そして r-RFN:= { RFN'P I'PE r}とし，例によってじRFN。:=r-RFN+ACA。と定める．
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補題 5.4.~}-DC。三 ~!-RFN 。

証明．［Sim09]Theorem VIII.5.12. 口

定理 5.5.1-lAには葛文で有限公理化可能なものは存在しない．

証明．先の補題から HYP= HYP(0) 巨 :E½-RFN。である．したがって HYP で正しい喜文については，

HYPの中に，つまり HYPより真に小さいその文のモデルが存在する． ロ

次に1-lAを分析するために，それを近似する理論のクラスを導入する．

定義 5.6.Tを再帰的公理化可能な L2理論とする．以下の文を RFN(T)と表記し， Tのwモデル反映とよぶ．

VXヨM(XEM  I¥MはT+ACA。の codedwモデル）

また nEwについて W モデル反映の n回反復 RFNn(T)を次のように再帰で定める．

RFN°(T) = T 

RFNn+1(T) = RFN(RFNn(T) + ACA。)

例によって RFNn(T)o:= RFNn(T) + ACA。と定め， RFN1(T)o= RFN(T+ACA。)＋ACA。を特に RFN(T)。

と表記する．

強健全性定理 (cf.[Sim09] Theorem 11.8.10)から，理論の分離に役立つ次の基本的事実が従う．

補題 5.7.再帰的公理化可能な L2理論Tについて ACA。卜 RFN(T)→Con(T)

証明． Tが文のときはよい． Tが再帰的公理化可能で特に無限集合である場合も， ACA。+RFN(T)f-ACAri 

であるのでcodedwモデルにおいて体系内の全論理式に対して真偽が定まる． ロ

この公理によって定まる理論のクラス RFN―1(ATR。)：= ｛TI RFN(T)三 ATR。}がある程度HAを近似し

ている．ここではインスタンスの類似性と閉包性の類似性という二つの証拠を提示しよう．

以前見たように明示的に定義されている既存の超算術的解析の理論は」1。から Xi-DC。の間におさまる．逆

に，そのような理論は RFN―1(ATR。）の元でもある，というのが次の命題である．

命題 5.8.TがJ|。と E}-DC。の閻にあるなら TERFN―1(ATRo)である．

証明． ATR。卜 RFN(~r-DC)o は [Sim09] Lemma VIII.4.19. RFN(JI)。f--ATR。は算術的超限帰納法から証明

できる．

ロ

次に閉包性の類似性を見る．

補題 5.9.TをTf--ACA。なる 12文とする．このとき，次が成り立っ．

ACA。f--RFN(T)⇔ RFN(T十,RFN(T))

証明．（←)は自明 ACA。+RFN(T)f--RFN(T十,RFN(T)）を示す．まずACA。+RFN(T)が矛盾している

場合は明らかなので無矛盾と仮定してよい．そのモデルM とXEMをとって固定しておく．示すべきは以

下を満たすNEMが存在することである．

XEN日T←RFN(T)
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以降の議論は [Sim09]Theorem VIII.5.6のw-modelincompletenessを相対化したものと考えられる．

Cを集合定数とする． ここで以下のように三つの L2+{C}文にそれぞれ (1),(2), (3)と名前を付ける．

(1) T十己N(CEN/¥NはTのcodedwモデル）

(2)ヨN(CEN/¥NはTのcodedwモデル）

(3)→ヨN(CEN  /¥Nは（1)のcodedwモデル）

この T*:= ACA。+（2) + (3)が矛盾していることを示せばよい．

この補題から次が成り立つ．

命題 5.10.T f---ACA。なるら文Tに対して以下はすべて同値．

l. T E 1-lA. 

2. T + full induction E 1-lA. 

3. T +,RFN(T) E 1-lA. 

4. T +,ATR E 1-lA. 

ロ

上記の閉包性は超算術的解析がwモデルを用いて定義されていた事実に由来すると考えられる．この閉包性

がRFN―1(ATR。）についても成立する．

定理 5.11.Tf---ACA。なる L2文Tに対して以下はすべて同値

1. TE RFN―1(ATRa). 

2. T + full induction E RFN―1(ATRa). 

3. T +,RFN(T) E RFN―1(ATRo). 

4. T +,ATR E RFN―1(ATR0). 

証明．（1⇔ 2)明らか． （1 ⇔ 3)補題5.9から従う． （1 ⇒ 4)補題5.9から従う．

(4⇒ 1)まず 4より ATR。=RFN(T十 ,ATR)。f---RFN(T)。．逆を示すために，モデル M 巨RFN(T)。
とXEMを固定する． 4より T十サATRの X を含むモデルが M の中にとれればよい．さて，いま

MF  RFN(T)。ょり XEN 巨 T なる N が存在する． N~ATR ならここで終了である．以降 N 巨 ATR だ

とする．このとき再び4より N仁RFN(T+,ATR)。であるので， XEN'r==T十,ATRを満たす N'EN

が存在する．この N'についてはN'EMでもあるのでよい． 口

以上で見たように RFN―1(ATR。)はある程度HAを近似しているといえるだろう．このことから社Aの構

造を探るために有用と考えられる二種類の問が立つ．一つは，両者が他にどんな性質を共有しているのか，と

いう類似点を探る問であるもう一つは逆にどのような点で異なっているのか，という相違点を探る問である．

前者の類似性に関する問を紹介しよう．定理 5.5で見たように，甘Aには望文が存在しない．これが

RFN―1(ATRo)でも成立するか，というのは自然な問だろう．残念ながらこの問は完全には解決できておら

ず，本稿では次の意味での部分的な解答を与える．それは，特殊な 1I}有限公理化可能理論なら少なくとも

RFN―1(ATR。）に属するものは無い， というものである．

定理 5.12.0(X, Y)は算術的論理式でX,Y以外に自由変数を持たないとする． このとき次が成り立つ．

unique II5-DC。f---VXヨ！Y0(X,Y)→RFN州Xヨ！Y0(X,Y)) 

証明． uniqueII5-DC。+VXヨ！Y0(X,Y)において議論する． Aを固定する．ゆ(X,Y)を次の算術的論理式と
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する．

VmVk::; m'vl,r::; k{(m = 0→ Y。=A)八
(m = 4k+ 1→ 0（ふ，Ym))/¥
(m = 4k + 2 /¥ k =〈l,r〉→ [（砂 E2N→Ym=<I>や）^

（吟lr/:炉→ Ym= 0)])/¥ 
(m = 4k + 3 /¥ k =〈l,r〉→ Ym=X1①Xふ

(m = 4k+4→Ym=TJ（ふ））｝．

Claim 1. VXコ！Yゆ(X,Y)が成り立つ．

Claimの証明． Xを固定する． Yの一意性は明らか．存在を示す．まずXをパラメータに持ち，Vmp(m,Y) = 

ゆ(X,Y)なる算術的論理式 pをとる．いま VXヨ！Y0(X,Y)であるので Vmヨ！Yp(n,Y)が正しい．ここで

unique II5-AC。を使うことにより Vmp(m,Ym)を満たす Yがとれる．この Yが条件を満たす． Claimの証

明終わり．

いま X = {Xn}nENを Xn= A (n E N)，つまり全てが Aである集合族とする．先の Claimと

unique IIかDC。によって Yo=X/¥V咽 (Yn,Yn+l)なる Yがとれる．加えて，再び先の Cl珀mからこ
のYも一意的である．以上を整理すると，次が正しい．

VAヨ！Y(={Yn}nEN)(Yo = {A}nEN I¥'vn心(Yn,Yn+1)). 

ここで任意にとった Aに対して上記により一意的にとれる Yから M〈l,r〉=（M)戸で定める M = {Mn}nEN 

はAを含み， VXヨ！Y0(X,Y) + ACA。を渦たすcodedwモデルである．

さて，いま 0'(A,Y)を Yo= {A}nEN I¥¥;/咋 (Yn,Yn+l, A)とおくと VAヨ！Y0'(A,Y)であり O'は算術

的である．したがって上記ゆの定義中の 0(Xふ此）を 0'(Xk,Yn)に取り替えたものを討として同様の

議論を行えば，任意にとった Aについて，それを含み， VXヨ！Y0'(X,Y) + ACA。を満たす codedwモデ

ル N が構成できる．特に N 巨VXヨ！Y0'(X,Y)から N p= RFN(VXヨ！Y0(X,Y)）が成り立つ．従って
RFN(RFN(VXヨ！Y0(X,Y)) + ACA。)すなわち RFN咽Xヨ！Y0(X,Y)）が結論できる． ロ

系 5.13.X,Y以外に自由変数を持たない全ての算術的論理式 0(X,Y)について VXヨ！Y0(X,Y) r/: 
RFN―1(ATR。)である．すなわち，次が正しい．

RFN(VXコ！Y0(X,Y)）。ヂ ATR。

証明． ATR。f---RFN(VXヨ！Y0(X,Y))oだとする．このとき ATR。f---vxヨ！Y0(X,Y)であり， ATR。f---
unique II5-DC。ょり ATR。f--- RFN町VXヨ！Y0(X,Y)）が正しい．したがって補題 5.7から ATR。f---
Con(RFN(VXヨ！Y0(X,Y)) + ACA。)すなわち ATR。f---Con(RFN(VXヨ！Y0(X,Y))o)が従う．従ってもし仮

にRFN(VXヨ！Y0(X,Y)）。 f---ATR。だとすると

RFN(VXヨ！Y0(X,Y)）。 f---Con(RFN(VXヨ！Y0(X,Y))o) 

が導かれて第二不完全性定理に反する． 口

定理5.12の証明を真似ることで，補題5.4と同様の wモデルの反映公理との同値性がuniqueII5-DC。につ

いても成立することが示せる．

系 5.14.定義 5.3における RFN'Pのゃとして， 0を算術的論理式とし VXヨ！Y0(X,Y,….）の形のみを集めて

ACA。を付けた理論を uniquem-RFNとする． このとき次が成り立つ．

unique rri-oc。三uniqueIIふRFN。
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さて，もう一種の問として挙げた超算術的解析と RFN―1(ATR。)の差異についてだが，残念ながら自明なこ

としか分かっていない．たとえばI:t-AC。+Con(ATR。)は両者の対称差に属するが，非自明な理論でそのよ

うな例になるものはまだ見つけられていない．
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