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ある幕零ヘッセンバーグ多様体の同変コホモロジ一環について
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General education, National Institute of Technology, Nagaoka College 

1.序

本稿は2025年度RIMS共同利用による研究集会「変換群論の新しい展開」での講演に基づく内容

で，岡山理科大学の阿部拓氏との共同研究である． A型のピーターソン多様体Ynとは，旗多様体

Fl(C門＝｛V1 C屹 C • • • C Vn-l C Vn = e,n I dim¼ = i}竺 GLn(C)/B

(Bは上三角行列の成すボレル部分群）の閉部分代数多様体として定められる正則幕零ヘッセンバーグ
多様体

Yn = {Vi C Vi C • • • C Vn-l C Vn = e,n I N¼ C ¼+1 (1 ::; iさ n-l) } 

である．ここで，ViC杓 C • • • C Vn-l C Vn =びはびの部分空間の包含列で， Nは正則な幕零変
換，すなわち零ベクトルと単位ベクトルを順に並べた行列N= (0, e1, • ・ ・, en-1) E Mn(C)である．
晶についてはポアンカレ多項式やコホモロジ一環など，そのトポロジーが調べられている ([3],[4],[5], 
[6]).本稿では， N= (0, 0, e1, • • ・, en-2) E Mn(C)から定まる（正則でない）幕零ヘッセンバーグ多
様体

(1.1) Wn = {V1 C杓 C • • • C Yn-1 C Vn = e,n I N¼ C ¼+1, dim¼= i } 

のポアンカレ多項式と同変コホモロジ一環H81(Wn,Q)について，ピーターソン多様体の研究結果

[2],[3]に倣い考察する．

2. Wnのセル分割とポアンカレ多項式

セル分割を持つ複素m次元の代数多様体M のポアンカレ多項式Poin(M,s)は

m 

Poin(M, s)=ど傑82k位はM の複素K次元セルの個数）
k=l 

で与えられる（例えば［1]).本節ではまずWnのセル分割を与え，ポアンカレ多項式を計算する． k-1
個のパラメータ vi,・・・,vk-1ECからできる G伝 (C）の部分集合を

V1 V2 Vk-1 1 

1 : I E GLk(C) I v1, • • • Vk-1 EC ck=< I Vk-1 

゜Vk-1 1 

゜゚1 

゜ ゜゚とおき，大きさ Kのブロックと呼ぶことにする． Ck竺(Ck-1でdimCk= k -lであることに注意す
る．よく知られているように，ピーターソン多様体品のセル分割は（多少の記法の濫用を許せば）
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で与えらる．ただし，［ ］はGLn(C)/Bにおける同｛麒員を表すものとする．ポアンカレ多項式Poin（晶，s)
は，

Poin（晶，s)=(l+sr-1

である（［1]).例えば必のセルは，

［え］~]［え~ l], ［〖え］］［］ ［え］ （x，y E C) 
であり， Poin（必，s)=好＋2s+l=(l+s)2.
Wnのセル分割は， YkC GLn(C)を

Yk= II 
k1+…kl=K 

c灼
c朽

゜゚ckl とおけば，

* * *1110... 0 

(2.1) Wn= II 
k+l=n-1 

yk IO I 0 

゜゜
Y 

であることがわかる．（2.1)の1行目の＊ ＊ ＊は，汎が1つのブロックからなるときは (x,O,・ ・ ・,0) 
であり，坑のブロックが2つ以上のときは，右から 2つのブロックの 1列目にあたる 2列が任意の
x,y E (Cでその他はo,すなわち (0,・ ・ ・, 0, x, 0, ・ ・ ・, 0, y, 0 ・ • ・, 0)である．例えば， W3のセルは次
の通りである．

[~ ; ~]［え］ ］］＇［［え］］＇［l[え］＇［］ ］士l(x y E C) 
命題 2.1．叫のポアンカレ多項式は

Poin(Wn,s) = (n -2)好(1+ sr-3 + (1 + sr-1 

である．

□□1lロニ□~]におけるセルはyn-1 のセルと同一視されるため，
(2.2) (l+st-2. 
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* * *1110... 0 

YK 

゜゜
次に， Kが1::;k::;n-2のときの について考える．坑が1つのブロッ

゜゜
M 

クQからなるときは，＊ ＊ ＊はCであり，坑が2つ以上のブロック Ckからなるときは，＊ ＊ ＊は
さなので，このときのセルに対応する多項式は

s刈1+ s)k-l(l + s}1十訣(1+ s)1 -s ・訣（1＋ s)l 
= s2(1 + sl-1(1 + sr-k-2十訣（1-s)(l + sr-k-2 

＝好(l+sr-3+訣（1-s)(l + sr-k-2_ (2.3) 

最後に， K＝n-1の部分［二こ］上 に対応する多項式は，上の議論と同じようにYn-1の

ブロックが1つの場合たけ特別に考えれば l 
(2.4) s2(1 + sr-2 + sn-1(1 -s) 

であることがわかる．したがって， Poin(Wn,s)は(2.2),(2.3), (2.4)の総和を取って，

Poin(Wn,s) 

n-2 n-2 
=(1 + sr-2十こ好(l+sr-3+L討（1-s)(l + sr-k-2 + s刈1+ s)n-2 + sn-1(1 -s) 

k=l k=l 

=(n-2)好(1+ s r-3 + (1 + sり(1+ sr-2 + s(l -s)(l + sr-2 
=(n -2)s2(1 + sr-3 + (1 + sr-1. 

口

注 2.2.上で求めたPoin(Wn,s)を展開すれば次のようになる．

l+s+ (C~2) + (n;l))好＋（2(n;2) + C;l))s3 

＋・• • +((n-2)G□ ：） ＋ （：口］））sn-1. 
ここで，

m 

Poin(Wn, s)＝どdim炉（W調）s", (m = dimc Wn) 
i=O 

であることから dimH2i(Wn; Q) = (i -1)(:_一f)+（門り，つまり， H2i(Wn;Q)の基底の個数は(i-
1)(：二f)+（で）であることがわかる．

本稿で議論するコホモロジ一環は全てQ係数のため，これより先はH2i(Wn;Q)を単にH2i(Wn)
と表記する．
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3. Wn上の炉作用と固定点集合

複素n次元トーラス

Tn = { diag(z1, z2, • • ・, Zn) I Zi EC, lzil = 1,v i} C U(n) 

はFl(C門へ自然に作用し， Tnの部分群

S1 = { diag(z凡zn-l,...,z)I z EC, lzl = 1} 

が晶へ作用する［4]. 同様に炉がWnに作用することも簡単に確かめられる．固定点集合Fl(C門炉

は置換行列全体{[ew(l),ew(2),・・・,ew(n)]E GLn(C)/B I WE  6n}で対称群6nと1: 1に対応する．
y侶＝ Fl(C叩”n晶およびW侶＝ Fl(C門Tnn間であり，さらに

y侶 CWt C Fl（び）Tn
となっていることがわかる． w= (w(l),w(2), • • ・,w(n)) E 6nに対して [ew(l),ew(2), • • ・, ew(n)]が

y岱1の点であるための必要十分条件は

w = (k1, k1 -1, k1 -2, • • • , 1, k2, k2 -1, k2 -2, ・・・ ，柘＋ 1, • • • , km, km -l, • • • , km-1 + 1) 

なる柘＜朽＜．．．＜品が存在することである ([3]). k = l，・・・，nとする． 2つの射影TK: Cn → 
(Ck-1'7r -k : en→cn-kを

Tk ((//)) (::) T k ((Vv:)) (v::1) 

とする． ただし，町，7r-nは定義しないものとする． Wnのセル分割（2.1)から， Wnの固定点が次で
与えられることが簡単にわかる．

補題 3.1.(ew(l),ew(2),・・・,ew(n)) E 6がWnのS1固定点であるための必要十分条件は， ew(k)= e1 

で

［冗(ew(l)),冗（ew(2)),• • ・,1rk(ew(k-1))] E Y比，
かつ

[1r-k(ew(k+1)), Lk(ew(k+3)), • • ・, Lk(ew(n))] E Y忍k
となる Kが存在することである．

例えばW3の炉囲定点は

［え］ ［］＇［え］ ］］ ［［え］］＇［］ ；ぇl9 [] ]五l
4. Wnの同変コホモロジ一環

本節では，添字を省略して北， WnをそれぞれY,Wで表す．ピーターソン多様体yの場合 [3]と同

じように， WCFl(Cn), W81 c Fl(C門炉竺 6,S1 C Tnであることから引き起こされる可換図式；
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靡 (Fl(Cn))了→ ④靡(y) 靡 (Fl（び））言→④靡(w)

j" 
wE6 

＞ T 2 jm 
wE6 

" T 2 

靡(Y）~④靡(y) 靡(W)~ 〶 Hふ (w)
wEY81 

を考える．［3]と同様に表記すると

HSl(W)竺C[t], Hfn(w)竺C[t1,t2, • • ・, tn], 
であり，

Hfn(Fl(C門）竺 C［町，•． .,Tn,ti,・・・, tn]/ I 

WEWsl 

である．各写像はり(Ti)=fw(i),り（ti)= ti,四（ち） ＝ （n + l -i)tである．なおし□2は単射，四は全
射である．町はyの場合には全射であることが示されているが， W の場合は（期待はされるが）全射
かどうかわかっていない．

[3]では次が示された

定理 4.1.([3]) Pj E H11(Y)を

J 

乃＝町（ど（ti―乃））（j= 1, 2, • • ・, n -1) 
i=l 

とし， さらにの＝一Pj-l+ 2pj -Pi+l -t とする．このとき，

Pj.句＝ 0

が成り立ち， H；1(Y)竺C[t,p1,• • ・,Pn-1]/ J (Jはp戸j(j = 1, 2, • • ・, n -1)により生成されるイデア
ル）が成り立つ．

次が現時点での結果である．

命題 4.2.Pi, CTj E Hふ(W)(j = 1, 2, ・ • ・, n -1)を形式的に上と同じ式で定めた Hぶ(W)の元とす
ると，

n-l j 

(i)LPiCTi, (ii）（LP凸＋Pあ＋1凡，（iii)Pi (Pj―jt)aj, (iv) (Pj―jt)の •Pl句
i=l i=l 

(j<l:Sn-1)はいずれも 0である．

Proof. l2は単射であるためゅによる(i)から(iv)の像がそれぞれ0であることを示せばよい． Ykslを，
パラメーターが全て 0である坑の行列からなる部分集合とする．このとき

゜゜
1 0 

゜
W柘

゜゜(4.1) w=I sl 裕1 望1 EW  (w灼 E,w柘E)

゜゜
W松
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とすれば，

J 

鴫）＝ど(w(i)-i)t,り（叫＝ （w(j + I) -w(j) -l)t 
i=l 

であり ([3]),wは第k1+ I列目が単位ベクトルe1となっているため，j>柘のときは位(p心） ＝ 0 
C1 O であることがわかる．j~柘のときを考える．豆＝ ・．． ） とする．各ブロック Cの右

端にあたる wの列を第b:列とおけば， （。 ca 

｛位(PJ―jt)= 0(j = b1, ・.., ba) 
叫の） ＝0 （それ以外）

であるため，これらの積をとれば

叫(Pj―jt囮） ＝ 0 

が成り立つ．したがって，任意のjで(iii),(iv)が成り立つ．また，

位(ab;)= (bi-1 -bi+1)t 

であるため，

n-1 a 

叫ど崎） ＝位（LctbiPbJ 
i=l i=l 

= (-b山＋ （b1 -b3珈＋ （b2 -b4)妬十．．・+ (ba-2 -ba)ba-1 + ba-1似）t2
=0, 

すなわち(i)が成り立つことがわかる．ここからは，（ii)について考える．j> k1(= ba)のときはすぐ
上の式から，

ど Piai＝どabiPbi= 0 
i=l i=l 

でかつ， PjC¥j= 0であるため

PjPj+l句＝ 0 

となり(ii)が成り立つ．j::;柘のときは，句＝ 0のときは明らかに成り立っため， aJ#0，すなわち，

j=如（d= 1, 2, • • ・, a -1)のときのみ考えればよい．

d 

心凸＋Pあ＋1凡＝どl¥b;Pb;+ P如P如＋1)a如
i=l i=l 

= (-bd+l如t2十如bd+1tりa如

=0 

以上より全てのjで(ii)が成立する．

予想 4.3.Jwを命題4.2の多項式(i),(ii), (iii), (iv)で生成されるイデアルとすれば，

Hふ（W)宰C[t,p1,・・・,Pn-1]/Jw

が成り立つ．

口
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C[t]RH*(W）竺四(W)なので靡(W)は自由 C[t卜加群であり， Hふ(W)のC[t卜加群として
の基底の数はH*(W)の基底の数と一致する．そのため，注意2.2より H;1(W)の基底の数はW の

セルの個数 Ci= (i -1) (7二『） ＋ （門りの総和であることがわかる．さらに同変コホモロジーの理
論から，予想する剰余環C[t,p1,• • ・,Pn-1]/JwのC[t卜加群としての斉次な生成元で，「各次数iの
生成元がちょうどq個あるようなもの」が存在すれば， Hふ(W)竺C[t,p1,・・・,Pn-1]/Jwが成立
することがわかる．C[t,p1,・・・,Pn-1]/Jwのヒルベルトシリーズの計算により n ~ 8においては
C[t,p1, • • ・,Pn-1]/Jw竺Hる(W)が確かめられた．
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