
54

Weighted maximal inequalities for local Bourgain-Morrey 
spaces 

東京理科大学野ヶ山徹＊

Toru N ogayama 
Department of Mathematics, Faculty of Science Division II, 

Tokyo University of Science 

1 Introduction 

1.1 局所Bourgain-Morrey空間

Bour gain-Morrey空間は 1990年頃に Bourgain[l]により，その原型となるものが導入され，そ
の後，フーリエ制限問題や偏微分方程式，特に分散型方程式の解析へ応用されている．いくつか

記号を用意する． vE Z, m = (m1, m2，．．．，叫） E口に対して， 2進立方体Q,,mを

Q西］］［塁9m]2口）
と定める． 2進立方体全体の集合をDで表す． mE {-1,0}nである 2進立方体全体の集合は特に
LVで表す．（LVに属する 2進立方体は閉包を取ると原点を含んでいることに注慈する．）ほとんど

至るところ正値な局所可積分関数を荷重と呼ぶ立方体Qと荷重uに対して， u(Q)= L u(y)dy 
Q 

とおく．以上の準備の下，荷重付き局所Bourgain-Morrey空間LM恥(u,w)を定義する．

Definition 1. 1.パラメータp,q,rを1:::'.: q :::'.: p < oo, 1 :::'.: r :::'.: ooを満たすものとし， u,vを荷
重とする．このとき，可測関数fに対し，ノルム ll・IILM品（u,v)を

IIJIILMか(u,v)= II { lu (Qvm)|》→ (lv=IJ(yWv(y)dy) ¼} 
vEZ,mE{ -1,0}n が

と定義する．そして， llfIILMtr(u,v)く ooを満たす関数f全体の集合を LM加(u,v)で表し，荷
重付き局所Bourgain-Morreyq空間と呼ぶ

r = ooとすると，立方体についての上限を考えることになるので，荷重付き局所Morrey空
間LMg(u,v)となることに注意する．q= p,r = ooとすると，荷重付き Lebesgue空間び（v)と
なることも注意しておく．

特に， u= 1のときは Samkotype, u = vのときは Komori-Shiraitypeと呼ばれており，
本講演ではこの 2つのタイプについて考察する．また，荷重としてはpowerweight,つまり，

叫＝ Ix艮((3E屈）を扱う．
*e--mail:toru.nogayama@gmail.com tnogayama@rs.tus.ac.jp 
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1.2 Ax条件

まず，凸荷重について思い出しておく． l<q<ooに対して， wE Aqであるとは，

[w]Aq三 s~p（責 hw(x)dx)（古JQw(x)石 dx)q-l < oo 
となることである．

この Aq条件はHardy-Littlewoodの極大作用素が荷重付き Lebesgue空間Lq(w)上で有界と
なるための必要十分条件になっていることに注意しておく．

叩）＝ w(x)―土とおくことで，［w]Aqを次のように書き換えることができる．

[w几＝ SUP (|Q|―1llxdLq(w)llxQ||区(6))q.
Q 

ここで， 11111い(w)= (Ln lf(xWw(x)dx)点である．
股”

このノルムな形を念頭に置き，次のようにAq条件を一般化する．

Definition 1.2. X を記上の Banachfunction spaceとする．このとき， Ax条件が成り立つ
とは

sup IQ|―1llxQllxllxQllx, ≪:: C 
Q 

を満たすことである．ここで， X'はXのassociatespaceであり，

X'= {g: measurable: f g E L1, VJ EX}, 

と定義されるものである．

llgllx, = 1:||}比~9J IJ(x)g(x)ldx 

X'の定義に注意すると， Ax条件は次の条件と同値になることに注怠する．

ある定数C>0が存在して，fEL似（即）とQEQに対して，

(r¼i k lJ(y)ldy) llxdx'.S: Cllfxdx 
が成り立つ．

実はこの Ax条件はHardy-Littlewoodの極大作用素M が有界となるための必要条件になっ
ている．

Proposition 1.3.もし Hardy-Littlewoodの極大作用素M がX上で有界であれば， Ax条件が
成り立つ．

Proof. M がX上で有界であると仮定する．このとき，

1 厄！~ IJ(y)ldy'.S:」閲M[fぬ](x)
であるので，

（嘉klJ(y)ldy) llxQllx'.S: IIM[fぬl叫 x'.S:Cllf XQ llx 
が成り立つ． I
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Proposition 1.3により， Ax条件がX上で極大作用素が有界であるための必要条件になってい
ることが一般的に分かったので，十分条件であるかを調べたい．しかし， Xを変動指数Lebesgue
空間び（・）とすると， Ax 条件は満たすが， M が有界にならないようなp(•)の存在が知られてい
る．つまり，十分条件にはならないことが知られている．（詳しくは [3]を参照せよ．）

2 Main theorem 

Proposition 1.3と上の注意により，十分性を調べるには個別の議論が必要である．ここでは荷爪
付き局所Morrey空間において極大作用素が有界となる（必要）十分条件について考察し，以下
の結果が得られた

Theorem 2.1. 1 < q < p < r < ooとする．このとき， Hardy-Littlewoodの極大作用素が
LMか(1,WfJ)上で有界であることと ALM如(1,w/3)条件が成立することは同値である．

Theorem 2.2. 1 < q < p < r < ooとする．このとき， Hardy-Littlewoodの極大作用素が
LMか(WfJ,WfJ)上有界であることと ALMむ(Wf3，叩）条件が成立することは同値である．

r=CX)のとき，つまり，通常の荷重付き局所Morrey空間における Ax条件を用いた特徴付
けは [2]において成されている．

また，今回はpowerweightを扱っているので，極大作用素が有界となるパラメータ条件も得
られた

qn 
Theorem 2.3 (Samko-type). 1 < q < p < oo, 1 < r < ooとする．このとき， Bがー一＜f3< 

p 

nq (1 --)を満たすならば， Hardy-Littlewoodの極大作用素M はLM恥（1,WfJ)上有界である．
p 

Theorem 2.4 (Komori-Shirai type). 1 < q < p < oo, 1 < r < ooとする．このとき， Bが
-n < f3 < n (p -1)を満たす，つまり， WfJE心となるならば， Hardy-Littlewoodの極大作用素

M がLM加(wfJ,WfJ）上有界である．

Remark 2.5.荷重付き局所Morrey空間における極大作用素の有界性は［4]において以下のよう
な結果が得られている．

(Samko type) M : LMり(1,WfJ)→ LM~(l,WfJ)⇔—¥; ~ f3 < nq (1 -i) 

(Komori-Shirai type) M : LM仰(Wg,Wg)→ LM加(wfJ,Wf!)-{==} -nく(3<n (p -1) 

3 証明について

証明は以下の手順で行われる．流れはSamkotypeもKomori-Shiraitypeも同じなので， Samko
typeのみ扱う．

•もし ALMむ(l,wf3)条件が成り立つならば，任意のQ E L'Dに対して，

IIXQIILMtr(l，叩）く 00, IIXQIILM如(l,wf3)'<OO 

が成り立たなければならない．

(3.1) 
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• (3.1)より，パラメータf3は

—予<f3と/3 <nq (1- t)·
を満たす．

• (3.2)を満たすならば，極大作用素はLM如(1,Wf3)上で有界である．（Theorem2.3) 

•極大作用素が LM恥(1,Wf3)で有界ならば， ALMtr(l,WfJ)条件が成り立つ．

(3.2)のパラメータ条件は以下の考察から導かれる．

(3.2) 

Example 3.1. 1 ::::; q < p < oo, 1 < r < oo, a,(3 > -nとする．このとき， lxl'X[o,1)nE 
a n.a-(3 

LMか(wa'叩）であるための必要十分条件は7>--―ー＋ である．
p p q 

Example 3.2. 1 < q < p < oo, 1 < r < oo, (3 > -nとする．QELDに対し，(32 nq(l -1/p) 
ならば I|XQ||LMいl,wμ)'=OOとなる．

実際，f孔x)= lxl'X[O,l)n ELM恥（l,w13)であるための必要十分条件はExample3.1より，
n (3 

'Y >――ーーである．そこで，ryE (-n/p -(3/q, -n]を固定すると， assosiatenorm定義により，
p q 

IIX[o,1)n IILMわ(l,wf3)'2[。,l)n~dx 

1 

ぇL(o,1)n[o,1)nlxl'<lx~1• r,+n-ldr 

となる．ry+n:SOであったので，最後の積分は発散する．

対偶をとって，もし 1|XQ||LMむ（l,wf3)'<OOならば，パラメータ 9は(3< nq (1 -1/p)を満た
さなければならない．

最後に， Theorem2.3の証明では次の補題を用いる．

Lemma 3.3 ([5, vol.1, p.296, Example 113]). (3 > -n, Q E Qとする．このとき，

疇）＝J囮(x)dx~max(£(Q),lc(Q)l)131QI 
Q 

が成り立つ．特に， 0EQであれば，叩(Q)= J囮(x)dx~f(Q)n＋瓦
Q 

方針は [5,vol.2, p.147, Proposition 131]とほぼ同じであるが一つ注怠が必要である．荷重付
き局所Morrey空間LMり（1，叩）において極大作用素の有界性を示す際には，原点を含むような
各立方体Qに対して

IQ|>-¼ll(Mf)xQIILq(w/3)乏||JIILM訳l,w/3) (3.3) 

を証明すればよい．一方で，荷重付き局所Bourgain-Morrey空間LM恥(1,w13)における有界性
を示す際にはLVに対する和を考慮しなければならない．ここで重要なのが，次の LVの性質で
ある：QELVに対して，Qを含むような LVの立方体は辺長を指定すると一意に定まる．この
性質のおかげで， Morrey空間のときのパラメータと同じ範囲で和がきちんと収束することを証
明できる．
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